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Verbandstheoretische Betrachtung gewisser
idealtheoretischer F ragen

Von O. STEINFELD in Budapest

§ 1. Einleitung

Es ist bekannt, dafi die Menge aller Teilringe eines assoziativen Ringes
eine multiplikative Halbgruppe und zugleich einen vollstindigen Durchschnitts-
halbverband L bildet, in dem auch gewisse andere Bedingungen gelten. (Siehe
(1)—(4).) Dem entsprechend definieren wir eine H-Halbgruppe L als eine
multiplikative Halbgruppe und einen vollistindigen Durchschnittshalbverband
mit den Eigenschaften (1)—(4). Unser Zweck ist Ergebnisse iiber die H-Halb-
gruppen zu beweisen, aus denen neue oder bekannte idealtheoretische Sitze
folgen. :

In unseren Untersuchungen spielen die Absorbenten, die Primabsorben-
ten, die Halb-Primabsorbenten und die Absorbentenquotienten eine wichtige
Rolle. Diese Begriffe kommen durch die Abstraktion der Begriffe des ldeals,
des Primideals, des Halb-Primideals und der Idealquotienten zustande.

In § 2 beweisen wir einen Satz iiber die Absorbenten eines Elementes
-einer H-Halbgruppe, der eine Veraligemeinerung eines bekannten Satzes iiber
die Ideale eines Ringes ist. -

In Lemma 1 geben wir eine Eigenschaft der Primabsorbenten, aus der
sich ergibt, dai ein Primideal eines Ringes R nicht nur beziiglich der Ideale
von R, sondern auch beziiglich der Ideale der Ideale von R ,prim“ ist. Mit
Hilfe von Lemma 1 bekommt man leicht das Ergebnis von McCov, daB der
Durchschnitt eines Ideals A und eines Primideals P eines Ringes ein Prim-
ideal von A ist. }

Uber die Absorbentenquotienten béweisen wir einige Sitze, aus denen
als Spezialfall die Hauptresultate unserer friiheren Arbeit iiber die Primideale
und <ldealquotiente folgen.

In § 5 definieren wir eine Radikalklasse in den H-Halbgruppen als einen
Durchschnitt gewisser Primabsorbenten. In diese Radikalklasse gehoren z.B.
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das Brown—McCoysche, Fuchssche, Jacobsonsche und Krull—McCoysche Ra-
dikal eines assoziativen Ringes. Wir beweisen eine allgemeine Formel iiber
diese Radikale, die die Bestimmung des Radikals eines Ringes R mit Hilfe
des Radikals eines ldeals von R ermoglicht.

§ 2. Grundbegriffe

Essei L={a, b....} eine multiplikative Halbgruppe und ein vollstandiger
Halbverband beziiglich der Durchschnittsoperation M.
Man kann in L durch

(1) a=b<=sanb—a  (a,bcL)

eine Halbordnungsrelation = definieren. Es gelte

(2) a=a (ael),

3) ( ﬂ a.)b _(OQ a.b und b( ﬂ a,) = ﬂ ba., (a., b€ L),

wo & eine beliebige Indexmenge bezeichnet. Wir verlangen endlich die Exis-
tenz der Elemente O, e(€L) mit den Bedingungen

4 O0=x=e und Ox=x0=0 (xelL).

Eine algebraische Struktur L mit den obigen Eigenschaften wird eine
H-Halbgruppe genannt. Mit L bezeichnen wir immer eine H-Halbgruppe.
" Aus (1) und (3) folgt:
() asb=>ax=0bx ‘und xa=xb (a,b,x€l).

Wir sagen, dall das Element b(€L) ein Absorbent eines Elementes
a(€L) ist, wenn N ‘

(6) b=a; ba=b, ab=b
bestehen.

Aus (4) sieht man, daB das Element O ein Absorbent jedes Elementes.
von L ist. Wegen (2) ist jedes Element ein Absorbent von sich selbst. Ist &
ein Absorbent des Elementes a(€L), so sind anb,ab, ba und aba Absor-
benten von b.

Satz 1. Die Teilmenge A von L, die aus allen Absorbenten eines Ele-
mentes a(€L) besteht, ist eine H-Teilhalbgruppe von L. Man kann in A derart
auch eine Vereinigungsoperation U definieren, dafs dann A einen vollstindigen
Verband beziiglich der Verkniipfungen n und u bildet, in dem auch
(M b(U an)= U bao, ( Uau)b= U asb  (du, b€ A)

wEc ©0EQ
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und

{8) al---&,‘.galn-nnak (ay,...,a: € A)

Zellen. '
Beweis. Sind a,, a, zwei Elemente von A, so gilt nach (5), (6)

(9) - au=aa=a=a und aG=cn=a=a.

Aus (9) folgt

{10) : 0,0, = a,Na,,

woraus man infolge (3) mit vollstindiger Induktion

(@ a)a=(@n- - Na-)a: =aan - N Qa1 @ =
=(@ana)n---n@-Na)y==ain-- Nax-1 Nax

bekommt, womit (8) bewiesen ist.
Da
(ma)a=a,(a,0) = a0, und a(a,a) =a,a,

gelten, ist a,a, ein Absorbent von a. Das sichert, daB A eine Teilhalbgruppe

von L ist. Sind a,(w € £) Elemente von A, so sind ) a,=a und wegen (3), (6)
wel

(11) (,.,an"’)a §wggama é(.,Qg"“’ und a( ﬂ ) = ﬂ aw

wc
richtig. ﬂ a, ist also ein Element von A. Damit ist A ein vollstandiger Teil-

halbverband von L.
Wegen (4,) und (2) sind 0 und a Elemente von A und statt (4,) gilt
nach (6,) fiir jedes y (€ A)

(12) 0=y=a (y€ A).
Damit haben wir bewiesen, daB A eine H-Teilhalbgruppe von L ist.
Wir definieren fiir beliebig viele Elemente a, von A eine Vereinigungs-
-operation U durch

(13) Ua.=Nd,

wo d, die in A liegenden gemeinsamen oberen Schranken aller a, durchlduft').
Man kann leicht einsehen, dal A beziiglich der in ihm definierten
Verkniipfungen n und u einen vollstindigen Verband bildet, in dem auch
(7) giiltig ist.
Damit ist der Beweis beendet.

1) Die Verkniipfung U in A 4Bt sich auf eine einzige Art definieren derart, daB
hierdurch A zu einem Verband wird. (Siehe Reéper [7] Satz 142)
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Beispiel 1. Es sei R ein assoziativer Ring. Die Menge L, aller Teilringe
von R bildet eine multiplikative Halbgruppe und einen volistindigen Halb-
verband beziiglich der Durchschnittsbildung. . Es ist leicht einzusehen, daf
die Bedingungen (1)—(4) in L, giiltig sind, somit ist ‘L, eine’ H-Halbgruppe.
Die Absorbenten eines Elementes von L, sind die Ideale (dieses Elementes
d. h.) eines Teilringes von R. Aus Satz 1 ergeben sich wohlbekannte Ergeb--
. nisse iiber die ldeale eines Teilringes. Es ist bekannt, dafl (7) sogar auch
(7%) fiir die ldeale eines Teilringes von R erfiillt ist.

Beispiel 2. Ist K eine Halbgruppe mit Nullelement, so bildet die Menge
L, aller Teilhalbgruppen mit Nullelement von K eine H-Halbgruppe.

Beispiel 3. Bezeichne L; die Menge aller (zweiseitigen) Ideale der (zwei-
seitigen) Ideale eines assoziativen Ringes. Es ist nicht schwer einzusehen,
daB L, eine H-Halbgruppe ist.

Beispiel 4. In einer Halbgruppe K mit Nullelement bilden alle (zwei-
seitigen) Ideale mit Nullelement der (zweiseitigen) Ideale mit Nullelement von
K eine H-Halbgruppe. '

§ 3. Ergebnisse iiber die Primabsorbenten

Es sei a ein Element von L. Einen Absorbenten p von a nennen wir
prim (oder einen Primabsorbenten), wenn fur irgendwelche Absorbenten m, n
von a die Regel

mn=p=—=>m=p oder n=p
gilt.

Ein Element ¢(€ L) wird ein Subabsorbent des Elementes a(¢ L) genannt,
wenn es ein Element b(€ L) gibt, so dal ¢ ein Absorbent von b und & ein
Absorbent von a ist.

Betrachten wir den Subabsorbenten ¢ ‘des Elementes a. Die Elemente
¢, ca, ac, aca sind nach der Definition lauter Absorbenten des Elementes b,
deshalb ist das Element {c}.=cUcauacuaca nach Satz 1 auch ein Absor-
bent von b.

Wir machen von jetzt an die sehr wesentliche Voraussetzung:

™ b(Uaw)=Uba, und (U a.)b=U a.b,
wER wER wel wER

wo a, und b Absorbenten eines gegebenen Elementes von L sind.
Wegen der Voraussetzung (7*) ist {c}. ein Absorbent des Elementes a.

Lemma 1. Sind x, y zwei Subabsovbenten und p ein Primabsorbent des
Elementes a(¢ L) so folgt aus

Xy=p
entweder x =p oder y =p.
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Beweis. Nach der Voraussetzung existieren zwei Absorbenten a,, a, von
a, so dafi x ein Absorbent von a, und y ein Absorbent von a, ist. Gilt

(14) T xy=p,
so besteht ' _
(15) X0 GYBHL=XY =P,

Da a,xa,, azyag Absorbenten und p ein Primabsorbent von a sind folgt aus (15)
(16) axa,=p oder aya,=p.

Ist z. B. alxalép, so betrachten wir das Produkt a,{x}.a,. Infolge der
Annahme (7*) besteht ‘ ,

" af{xleay=a(xUxaUaxuaxa)a=axa,Ua,xaa,Ua,axa,Ua,axaq,=a,xa, = p,

deshalb gilt entweder a, =p oder {x},= p, woraus in beiden Fillen x = p folgt.

Damit ist Lemma 1 bewiesen. ‘

Aus Lemma 1 sieht man, dafl aus der ,Primeigenschaft“ beziiglich der
Absorbenten die ,Primeigenschaft“ beziiglich der Subabsorbenten folgt.

Wir sagen, dal p(€L) ein Primelement in L ist, wenn fiir beliebige
Elemente x, y(€L) aus

Xy=p
x=p oder y=p folgt.
Aus Lemma 1 bekommt man unmittelbar:

Korollar 1. Ist jedes Element von L ein Subabsorbent von e, so ist ein
Primabsorbent von e ein Primelement in L.

Lemma 1 besagt fiir Ringe folgendes: Es bezeichnen A,B zwei Ideale
und P ein Primideal®) eines assoziativen Ringes R. Besteht fiir das Ideal X
von A und fiir das ldeal Y von B die Bedingung

XYcP,
so gilt XS P oder YEP.

Man sieht, daf Korollar 1 auf die H-Halbgruppen L, (s. Beispiel 3)
und L, (s. Beispiel 4) anwendbar ist.

Lemma 2. Ist b ein Absorbent und p ein Primabsorbent des Elementes
a(€L), so ist bnp ein Primabsorbent von b.

?) Ein Ideal P eines assoziativen Ringes R nennen wir ein Primideal, wenn fiir
irgendwelche ldeale A, B von R die Regel
' ABSP—>ASP oder BEP
gilt. : )
Ein Ideal S von R heiBt nach Nacarta [6) Halb-Primideal, wenn S ein Durchschnitt
von Primidealen ist.
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Beweis. bnp==>" ist offenbar ein Absorbent von 6. Sind x,y zwei
Absorbenten von & it

xy=p'=bnp=p,
so gilt nach Lemma 1 entweder x=p oder y=p. Dies bedeutet wegen x <b
und y=b, da x=p’ oder y=p’ gilt, womit unser Beweis beendet ist.
Ein Element s(¢L) heiit Halb-Primabsorbent des Elementes a(€L),
wenn s ein Durchschnitt von Primabsorbenten von a ist.
Aus Lemma 2 folgt unmittelbar

Lemma 2. Ist b ein Absorbent und s ein Halb-Primabsorbent des Ele-
mentes a(€L), so ist bns ein Halb-Primabsorbent von b.

Lemma 3. Ist b ein Absorbent des Elementes a(€L) und s ein Halb-
Primabsorbent von b, so ist s ein Absorbent von a.

Beweis. Im Falle s=06 ist die Behauptung trivial. Offenbar ist es genug
zu zeigen, dafl ein Primabsorbent p(s=0) von b ein Absorbent von a ist. Da
bap=p und b=xp gilt, muB ap=p bestehen. Ebenso bekommt man:
~pa=p, womit Lemma 3 bewiesen ist.

Aus Lemma 2 bzw. Lemma 3 bekommt man als einen speziellen Fall
die folgenden bekannten Ergebnisse: :

Ist A ein Ideal und P ein Primideal eines assoziativen Ringes R, so
ist AnP ein Primideal von A. (McCov {5] Lemma 2.)

~ Ist A ein Ideal eines assoziativen Ringes R und S ein Halb-Primideal
von A, so ist S ein Ideal von R. (NAGATA [6] Remark 2.)

§4. Uber die Absorbentenquotienten

Betrachten wir zwei Absorbenten a, b des Elementes e(€L). Die Ve-
reinigung der Absorbenten x von e, welche die Bedingung
a7 _ Xa=sb
befriedigen, heiBt ein linksseitiger Absorbentenquotient und wird durch (b:a),

bezeichnet.
Wegen ba = be=>b befriedigt das Element b dle Bedingung (17), woraus

(18) b=(b:a)
folgt. Nach Satz 1 ist (b:a), ein Absorbent von e und wegen (17), (7*) gilt®)
(19) (b:aya=b.

3) Aus der Definition und (19) sieht man, daB (b:Aa')l der groBte Absorbent von e ist,
der die Bedingung (17) befriedigt.
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Ahnlich heift der rechtsseztzge Absorbentenquotient (b a), die Vereinigung
der Absorbenten x von e, die die Bedingung
a7) ax=b
befriedigen.

Die Vereinigung der Absorbenten x von e, die die Bedingungen (17)
und (17’) gleichzeitig befriedigen, wird Absorbentenquotient genannt und durch
b:a bezeichnet.

Natiirlich gelten auch

(18) _ b=(b:a),, b=b:a
und .
(19) a(b:a),=b; (b:a)a=b, a(b:a)=b.

Es ist leicht die folgenden wichtigen Formeln
(20) ((Nbo):a)=N(bu:a); ((Nbu):a)=(bo:a); (N bo):a=((ba:a)
wER wER weER wEQ wEL weQ

nachzuweisen, wo b,,a Absorbenten des Elementes e sind.
Einerseits gilt namlich nach (19)

«m@gb‘“) :a)a é(@g”‘“ =b, (weR),

woraus
(21 ((mQwa):a)l éwgg(b..,:a)z
folgt.

Anderseits gilt nach (3,) und (19)
(N Ga:a))a= N ((bo:a)a)= N b,
wER wel :

woraus man

@r) N (bora)=(( N bo):a).
Y5 wEeR
bekommt.

(21) und (21) zeigen die Giiltigkeit von (20,). Ahnlich sieht man auch
(20,) und (20,) ein.

Satz 2. Es sei a ein Absorbent des Elementes e(€L) und p ein Prim-
absorbent von a. Der Absorbentenquotient p:a ist dann ein Primabsorbent
von e, ferner gelten

(22) (p:a)na=p
und
(23 pa=(p:ay=(p:a),.

Im Fall ps-a ist p:a der einzige Primabsorbent von e, deren Durchschnitt
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mit a das Element p ist, ferner ist dieses dann und nur dann ein Primabsorbent
von e, wenn p:a=p gilt*).

Beweis. Nach Lemma 3 ist p ein Absorbent von e, deshalb existieren
die in (23) erwahnten Absorbentenquotienten.

Ist p=a, so gilt (a:a)=(a:a),=a:a=¢e, ferner gilt auch (22).

Setzen wir nachher p=ta voraus. Wir zeigen zuerst, dali (p:a), ein
Primabsorbent von e ist. Gilt fiir die Absorbenten m,n von e die Bedingung
mn=(p:a), so besteht

(24) am-na=mna=p.

Da am und na zwei Absorbenten von a sind, mufl wegen (24) am=p oder
na=p bestehen.

Im Fall na=p ist n=(p:a). .

Wenn am =p gilt, gilt auch a-ma=p, woraus wegen a £ p die Rela-
tion ma=p d.h. m=(p:a), folgt.

Jetzt zeigen wir

(25) (p:ay=(p:a),.
Nach der Definition besteht

a(p:a)-a=(p:apa=p und azp,

woraus a(p:a).=p folgt. Es gilt also (p:a).=(p:a),. Ebenso sieht man ein,
daf (p:a).=(p:a). ist. Damit haben wir (25) und zugleich (23) bewiesen.
Da wegen (3) und (19)

((p:a),,na)ag(p:a),ana'zépna‘zgp und azEp

bestehen und (p:a).na ein Absorbent von a ist, mufi (p:ayna=p sein.
Offenbar gilt auch p=(p:a)na, weshalb (22) infolge (23) bewiesen ist.
Ist r ein Primabsorbent von e mit der Eigenschaft

(26) rna=p  (a%p)
so besteht wegen (26) und (8)

rasrna=p,

woraus r=(p:a), folgt. Umgekehrt mufi wegen (p:a)a=p=r und a=r
die Bedingung (p:a).=r erfiillt sein, womit r—=(p:a).==p:a bewiesen ist.

4) Es wire moglich die Absorbentenquotienten nicht beziiglich e, sondern beziiglich
eines beliebigen festgewihlten Elementes von L zu definieren und Satz 2 in diesem all--
_ gemeinerem Fall zu beweisen. Der Einfachkeit halber beschéftigen wir uns nur mit dem.
obigen Falle. : i
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Wenn p=p:a gilt, so ist p, wie wir oben bewiesen haben, ein Prim-
absorbent von e. o
Umgekehrt wenn (p:a).=p:a == p, folglich (p:a), = p gilt, so bekommt
man aus
(payasp (a%p),

«dafl p kein Primabsorbent von e ist. Somit ist der Beweis von Satz 2 vollendet.

Das [ntervall [a,b] (a, b€ L) besteht aus den Elementen x(€L) mit
a=x=b. .

" Einen Absorbenten b des Elementes a(€ L) nennen wir eigentlich, wenn
b+a gilt.

Korollar 2. Ist a ein Absorbent des Elementes e, so besitzt e dann und
nur dann einen eigentlichen Primabsorbenten, wenn entweder a einen eigent-
lichen Primabsorbenten hat oder in dem Intervall [a, €] ein eigentlicher Prim-
absorbent von e existiert.

Beweis. Es sei ¢ ein eigentlicher Primabsorbent von e. Dann gilt ent-
weder gna=a oder gna<a. Im ersten Falle liegt ¢ in dem Intervall [a, e];
im zweiten Fall ist gna nach Lemma 2 ein eigentlicher Primabsorbent von a..

Ist p ein eigentlicher Primabsorbent des Elementes a, so ist der Ab-
sorbentenquotient p:a nach Satz 2 ein eigentlicher Primabsorbent von e.

Aus Satz 2 und Korollar 2 ergibt sich:

Korollar 3. Mit Hilfe eines Absorbenfen a des Elementes e ldf3t sich
die Menge aller eigentlichen Primabsorbenten von e folgenderweise iiberblicken :
Man bilde die Absorbentenquotienten p.:a fiir alle eigentlichen Primabsorbenten
Ps von a: So entstehen alle eigentlichen Primabsorbenten q. von e mit a % qa.
Die iibrigen Primabsorbenten von e liegen im Intervall [a, e]’).

Uber die Halb-Primabsorbenten beweisen wir folgendes
Lemma 4. Es sei a ein Absorbent und v ein Halb-Primabsorbent des
Elementes e(€ L). Man betrachte eine gegebene Darstellung
v=1] P
red
von v mit Hilfe von Primabsorbenten p, von e, unter welchen auch p, —e
vorkommt. Dann gilt die Formel
'1;=(/4;:a)m_1,’
wo v=={) pr ist.

az=py,

5) Man kannin L auch Primirabsorbenten definieren, fiir die dann dievvorigen Ergeb-
nisse unter geeigneten Voraussetzungen giiltig bleiben.
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‘Beweis. Gilt fiir jedes p, die Bedingung a=pm, so besteht wegen
a=wv auch . -
v:a=e,
woraus die Behauptung v=(v:a)nv=env=1v folgt.

Existiert mindestens ein Primabsorbent p, mit a % p,, so besteht

v =( ﬂ 2NN par) =010

"‘=7A n<p;
Da nach der Definition v=wv, gibt, bleibt nur
v= ] pp=1v:a

azfzpy
zu beweisen. Wegen (20;) und a=u, ergibt sich
via=WNv):a=(v;:a)N(r::0) = (v;:@)Ne=1,:q.
So haben wir o
vy =010
zu zeigen. Nach (185) gilt einerseits v, =wv,:a. Anderseits besteht nach (19)
(v:a)a=v,= N pr,

- azlEmy
_woraus (v:a)a =p,. folgt. Wegen der Voraussetzung a £ p,y mub fiir jedes py
VAEp =00 = ) pp=mn
azlEpy
bestehen,
Damit ist » =1wv,:a bewiesen, wodurch der Beweis von Lemma 4 be-
endet ist.

Satz 2'. Es sei ‘a ein Absorbent des Elementes e(€L) und bezeichne s
einen Halb- Primabsorbenten von a. Der Absorbentenquotient s:a ist dann ein
Halb-Primabsorbent von e, ferner gelten

(27) (s:a)na=s
und :
(28) s:a=(s:a),=(s:a).

Im Falle s=+a ist jeder Halb-Primabsorbent t von e, deren Durchschnitt mit
a das Element s ist, in der Form

(29) t=(§:a)nu

darstellbar, wo u ein beliebiger Halb-Primabsorbent von e mit a = u bezeichnet.
s(s* a) ist dann und nur dann ein Halb-Primabsorbent von e, wenn s=t gilt.

Beweis. Nach Lemma 3 ist s ein Absorbent von e, also existieren die
in (28) erwihnten Absorbentenquotienten..
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Es éei s=1) é”"’ wobei die p, Prirﬁébsorbenten von a sind. Wegen
(20;) besteht _ '
(30) s:a= () po):a= () (po:a).
wesf wER

Die Absorbentenquotienten p,:a sind nach Satz 2 Primabsorbenten von
e, folglich ist s:a ein Halb-Primabsorbent von e. Nach (30) und (22) gilt:

(s:a)na:(wre]g(p,,,:a))na =mre]g((pu,:a)na) =wf€]9pm =s,

wodurch (27) nachgewiesen ist. Aus (30), (23) und (20) bekommt man die
Behauptung (28). I

Um (29) zu zeigen, bezeichne f= () qr (q2,=—¢€) einen Halb-Prim-
absorbenten von e mit red

31 : s=tna=ArE]A(qma)<a.

Infolge_Lemma 4 besteht

(32) t=(t:a)ni,

wobei f= GQ ¢, ist. Wir haben nur .

(33) - : t:a=s:a |
zu beweisen. Nach (31) und (20;) gilt

(34) s:a=(tna):a==(t:a)n(a:a)=t:aq,

was die Behauptung (33) nachweist.

Gilt s==t, so ist s- ein Halb-Primabsorbent von e. Ist umgekehrt s ein
Halb-Primabsorbent von e, so ist s wegen sna =s in der Form s=t=(s:a)nu
darstellbar. Somit ist der Beweis beendet. ,

Die Begriffe der verschiedenen Absorbentenquotienten stimmen in Ringen
(Halbgruppen) mit den Begriffen der ein- und zweiseitigen Idealquotienten
iiberein®).

Aus Satz 2, Korollar 2 und 3 bekommt man durch eine Spezialisierung
den Satz 1, das Korollar 1 und die Bemerkung. 5 unserer Arbeit [8].

So besagt Satz 2’ z.B. fiir Ringe den folgenden:

Satz 3. Es sei A ein Ideal eines assoziativen Ringes R und bezeichne S
ein Halb-Primideal von A. Der Ildealquotient S:A ist ein Halb-Primideal von
R und es gilt: '

(S:ANA=S, S:A= (S:A).=(S:A),.

6) Sind A und B zwei ldeale eines assoziativen Ringes R, so besteht z.B. der
linksseitige Idealquotient (B:A), aus den Elementen x( € R), die die Bedingung

xAEB
befriedigen. In den Halbgruppen definiert man diesen Begriff dhnlich.
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Im Fall S+ A ist jedes Halb-Primideal T von R, deren Durchschnitt mit A
das Ideal S ist, in der Form
T=(S:A)nU

darstellbar, wo U ein beliebiges Halb-Primideal von R mit AS U bezeicknet.
S=£ A ist dann und nur dann ein Halb-Primideal von R, wenn S=T gilt.

§ 5. Ergebnisse iiber gewisse Radikale

Es seien a, b(a<b) zwei Absorbenten des Elementes e(€ L). Den (nicht-
leeren) Durchschnitt aller Primabsorbenten von &, die im Intervall [a, b] liegen
und eine gegebene Eigenschaft (7°) haben, nennen wir das T7-Radikal des
ntervalls [a, b] und bezeichnen dieses mit T[a, b]. Hat aber das Element b
keinen Primabsorbenten mit der Eigenschaft (7) im Intervall [a, b], so werde
Tla, b]="0 gesetzt.

Aus Lemma 4 bekommt man unmittelbar

Satz 4. Ist a ein Absorbem‘ des Elements e(€ L), so gilt die Formel
(35) T[0, e] =(T[0, ] : a)n T(a, e].
Aus Satz 4 ergibt sich leicht das folgende

- Korollar. Es sei a ein Absorbent des Elementes e. Besteht fiir das T-
Radikal TI0O, a] des Intervalls [0, a] die Bedingung

(36) T[0,al=TI[9, €¢]na,
so gilt
(37) T{0, e]=(T[0, a]: a)n T{a, €}.

Beweis. Wegen (36) und (20) besteht
'T[0, a):a=(T[0, e]na): a=(T[0,¢] : a)n(a:a) = T[0, ¢] :a,

woraus nach (35) die Behauptung (37) folgt.

Satz 4 und Korollar 4 wollen wir auf gewisse Radikale eines assozia-
tiven Ringes R anwenden. Zu diesem Zweck bezeichne L nun die H-Halb-
gruppe aller Teilringe eines assoziativen Ringes R. Sind A, B(Ac B) zwei
Ideale des Ringes R, so nennen wir den nichtleeren Durchschnitt aller Prim-
ideale des Teilringes B, die das Ideal A enthalten und eine gegebene Eigen-
schaft (T") haben, das T-Radikal von B iiber A, und wir bezeichnen es mit
T[A, B]. Hat der Teilring B kein das Ideal A enthaltendes Primideal mit der
Eigenschaft (7'), so gelte T[A, B]= '

Jetzt geben wir die Defmltlonen gewisser bekannter Radxkale an, die
sich als lauter 7-Radikale erweisen.
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Das Brown—McCoysche Radikal eines Ringes R ist der nichtleere Durch-
schnitt aller [deale M von R, fiir die der Faktorring R/M einfach und mit
Einselement ist. (Sieche BROWN—McCov [1].) Es ist bekannt, daB die Ideale
M mit der obigen Elgenschaft Primideale von R sind. (Siehe z.B. REDEI [7],
Satz 186.)

Das M-Radikal bei NAGATA [6] ist der nichtleere Durchschnitt aller
Primideale P des Ringes R, fiir die der Faktorring R/P einfach ist.

Das Fuchssche Radikal eines Ringes R ist der nichtleere Durchschnitt
aller Z-maximalen Ideale von R und jedes Z-maximale Ideal ist ein Prim-
ideal von R. (Siehe FucHs [2] und [2a].) '

Das Krull—McCoysche Radikal eines Ringes R ist der nichtleere Durch-
schnitt aller Primideale von R. (Siehe McCoy [5] und NAGATA [6].)

Das Jacobsonsche Radikal eines Ringes R ist der nichtleere Durchschnitt
aller primitiven Ideale von R. (Siehe JACOBSON [3], [4] und Nagata [6].) Es
ist bekannt, dafl jedes primitive Ideal ein Primideal von R ist. (Siehe z. B.
NAGATA [6].)

Aus Satz 4 bekommt man den

Satz 5. Ist A ein Ideal eines assoziativen Ringes R, so gilt die Formel
(38) T[0, R]=(TI0, R]:A)n T[A, B].

Unter den oben erwdhnten Radikalen haben das Brown—McCoysche,
Jacobsonsche und Krull—McCoysche Radikal auch die Eigenschaft:

(39) T[0, A]= T[0, R]n A

fiir jedes Ideal A von R.
Wir nennen ein 7-Radikal, welches auch die Bedingung (39) befriedigt,
T*-Radikal, und bezeichnen es mit 77[A, B]. Nach Korollar 4 gilt

Korollar 5. Ist A ein Ideal des Ringes R, so besteht die Formel)
{40) T*[0, R]=(T"*[0, A]: A)n T"[A, R].

7) J. Szenorer [9] hat ein dhnliches Ergebnis iiber das Jacobsonsche Radikal eines
Ringes bewiesen. .
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