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Uber affine Finslerrdume von skalarer Kriimmung

Von ARTHUR MOOR .in Szeged
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Einleitung

Ein Finslerraum §, ist eine metrische Mannigfaltigkeit der Linienele-
mente (x/,+'), in der die Metrik durch einen metrischen Grundtensor von
der Form
(0. 1) g E—Sf_;_ONF’ 0d=ef_0‘71_
festgelegt ist, wobei die Grundfunktion F(x, ») den folgenden, in der Theorie
der Fmslerraume gewohnllchen Bedingungen genligt:

. F(x,v) ist in den #' positiv homogen von erster Ordnung;

2. es ist F(x,v)>0, falls mindestens eine der + von Null verschieden ist;

3. die quadratische Form

, 0::3 N Fagiki

ist in den Verdnderlichen & positiv definit. ' -
Die Bogenlinge einer Kurve x'= x'(t) wird durch die Formel bestimmt:
t
; def AX

0.2) §== [F(x({), x(t)dt, x¢ -

'(l
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Nach der Cartanschen Theorie der parallelen Vektoriibertragung sind die
Ubertragungsparameter 137 (x, v) und C/x(x, ») von dem Grundtensor g (x, )
ableitbar (vgl. [2] Formeln (IV) und (XII)).

Das invariante Differential eines kontravarianten Vektors &'(x, v) ist durch

(0.3) DE=dE+ 0" @)&, o' (@)ZErydx +A%0'(d), ALY FC/;
festgelegt, wo
(0. 4) " () dl 1) dx

das invariante Differential des Einheitsvektors /7 ist. Neben dem invarianten
Differential benotigen wir noch im folgenden die kovariante Ableitung V.,
die z. B. fiir den kontravarianten Vektor & die Form:

(0. 5) V8 g 8 —E| 0+ E, |,

hat. Fiir die Entwicklung der vollstindigen Theorie der Cartanschen Uber-
tragung in §, verweisen wir auf [2].

Auf Grund dieser Fundamentaiformeln der Finslerrdume sind wir schon
imstande, die Grundideen unserer nachfolgenden Untersuchungen zu formu—
lieren.

In den ersten und zweiten Paragraphen verallgemeinern wir die Uber-
tragungsparameter ', und C/, dadurch, daB wir zu diesen GroBen gewisse
Tensoren A, und w/, addieren. Dadurch erhalt man eine affine Erweiterung
des Finslerraumes §,. Fiir die affine Ubertragungstheorie und fiir die affinen
Kriimmungstensoren existieren zwei verschiedenartige Moglichkeiten. Entweder
bestimmt man die neuen affinen Ubertragungsparameter in der Form:

(0.6) L& P A7,

0.7) 1 M*; defC + ' C-f =—1—A»"‘
. "F_‘ ik F;LLI, :I:—-F ik

(0.72). whp=ws =ur =0,

und somit bekommt man eine affine Ubertragungstheorie im Sinne von
0. VARGA (vgl. [11]), oder beniitzt man statt (0.6) die Berwaldschen affinen
Ubertragungsparameter

©.8) Gy, 4 % 0% (L)

(vgl. [1] § 1 und § 3), bzw. die Berwaldsche affine Ubertragungstheorie.

1) Der Index o bedeutet — wie gewohnlich — die Kontraktion mit dem Emhentsvekton

def 1

Ih= FU
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Der Raum, in dem die Ubertragungstheorie durch (0.6) und (0.7),
bzw. durch (0. 8) festgelegt ist, ist trotzdem nicht eine Vargasche bzw. Ber-
waldsche affinzusammenhdngende Mannigfaltigkeit der Linienelemente, da
neben diesen affinen Ubertragungsparametern im Raume ein metrischer Grund-
tensor von der Form (0. 1) existiert, mit dem man die Indizes herauf bzw.
herabziehen kann, d. h. die kovarianten bzw. kontravarianten Vektoren kon-
nen ineinander {iibergefiihrt werden. Die Paralleliibertragung der Vektoren
kann dabei metrisch oder auch nicht-metrisch sein, je nachdem das invari-
ante Differential von gi.(x, ») Null, oder von Null verschieden ist.

Unser Raum hat also ‘neben dem metrischen Grundtensor g noch die
Tensoren A7, und wuJ, als Grundgrofien. Eine derartige Erweiterung des
metrischen Raumes . begriinden in erster Reihe die verschiedenen physika-
lischen Feldtheorien, in denen sehr oft metrische Rdume mit affinen Uber-
tragungen auftrelen?); wir glauben aber, daffi auch vom Standpunkt der rei-
nen Geometrie die Entwicklung der Theorie dieser ,metrisch-affinen Riume*
wesentlich ist. Die exakte Definition dieser Raume ist das folgende:

Definition 1. Ein affiner Finslerraum U, ist die Mannigfaltigkeit
der Linienelemente (X', v') in der eine Metrik durch den metrischen Grundten-
sor (0.1), und eine Paralleliibertragung der Vektoren durch das invariante
Differential:

0.9) . DELGE Lo (@), Hud) X Lyax + MY (dy
(0. 10) o' (@) dV + LY dx = DI

festgelegt ist, wo die Ubertragungsparameter durch (0.6) und (0.7) bestimmt
sind.

Definition 2. Ein metrisch-affiner Raum 9B, ist eine Mannigfaltig-
keit der Linienelemente (x',v), in der die Metrik durch den metrischen Grund-
tensor (0. 1) festgelegl ist, und im Raume eine kovariante Ableitung der Vek-
toren von der Form

(0. 11) £ 29,8 &G+ G E
existiert, wo G, durch (0.8) angegeben ist.

Wir werden in den Paragraphen 3 und 4 den Begriff der Riume ska-
larer Kriimmung auf diese Rdume dadurch iibertragen, daB wir fiir den
Kriimmungstensor R,’; bzw: K" eine bestimmte Form bedingen. In § 5 und

?) Vgl. z. B. die in der Literatur von [8] zitierten Arbeiten von L. P. EiseEnnarT und
J. 1. HorvATH. ‘
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§ 6 untersuchen wir die geometrischen Eigenschaften der Rdume von skala-
rer Krimmung. Im § 7 werden wir die Grundziige der Theorie der Unter-
rdume angeben, und dann wird es schon in § 8 moglich sein, den Be-
griff der Rdume skalarer Kritmmung auch mit Hilfe der autoparallelen Hyper-
flachen zu definieren. Es wird sich zeigen, dal} in gewissen Typen der Rdume
skalarer Kriimmung, die wir durch die spezielle Form des Kriimmungstensors
in § 3 definieren werden (vgl. Gleichungen (3.1)—(3.3)), in jedem Linien-'
elemente eine autoparallele Hyperflache gelegt werden kann. Endlich werden
wir in § 9 den Zusammenhang unserer Untersuchungen mit anderen dhnlichen
Untersuchungen angeben und aus unserer aligemeinen Theorie die der Punkt-
raume entwickeln.

§ 1. Die Vargasche affine Erweiterung des Finslerraumes

O.VARGA entwickelte in seiner Arbeit [11] die affine Theorie der Linien-
elementmannigfaltigkeiten. Unser durch Definition 1 bestimmter affiner Fins-
lerraum 2, ist in Bezug auf die Vektoriibertragung im Wesentlichen — wie
wir das schon bemerkt haben — ein affiner Linienelementraum, doch werden
jetzt die entsprechenden Formeln und die Kriimmugsgrofien von denen die
in [11] entwickelten etwas verschieden sein, da mit Hilfe der Grundfunktion
F des zum Basis- gewdhlten Finslerraumes ., alle Grofien in den ' auf
nullter Dimension homogeneisiert werden konnen. Das kommt schon in den
Formeln (0.9) und (0. 10) zum Ausdruck, da in diesen Formeln der nor-
mierte Einheitsvektor [/ an die Stelle von + der allgemeinen affinen Uber-
tragung. getreten ist. (Vgl. (1,9) und (1, 10) von [11]).

Auf Grud der Homogenitit nullter Dimension in den «+' von & folgt auf
Grund von (0. 10) fiir das invariante Differential nach (0.9) die Formel:

(.1) DE =, 8dx + 7 ,Eok(d),
WO

(1. 2) Vil o —E Lo+ LE
(1.3) Vo E L E A+ My E

die beiden fundamentalen kovarianten Ableitungen des 2,-Raumes sind.
Bezeichnen wir die Cartanschen kovarianten Ableitungen des Finslerraumes
¥ mit 7x und V.®%), so hingen sie mit den entsprechenden kovarianten

3) Wir werden bei den Operationen im Raume §, den Stern immer weglassen.
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Ablejtungen des ,-Raumes nach (0.5), (0.6) und (0.7) durch die Formeln:

(1.4) Vil = Vil — A+ A5 E
(1.5) VwE = T
zusammen, wo ’

(1. 5a) T E L A
bedeutet.

Im folgenden bendtigen wir noch einige Formeln fiir den Einheitsvek-
tor /. Ebenso wie im Finslerraum ist

(1.6) @ [f=0—1"t, (0) L= ga—lix.
Aus (0. 10) folgt im Hinblick auf (0.4) und (0.6) die Relation:

(1.7 o (d)="(d)+ 4,7 dx.
Da !i ein Einheitsvektor ist, und fiir die durch (0. 3) definierte Ubertragung
Dgi==0 .

gilt, hat man w*(d)=0. Aus (1.7) folgt somit nach einer Kontraktion mit /;
(1.8) Lo (d) = o’ (d) = A, dx.

Die Cartansche kovariante Ableitung — die durch (0. 5) bestimmt ist —
gibt fiir /' den Nulltensor, d. h. V./'=0. Die allgemeine kovariante Ablei-
tung des 2,-Raumes, die durch (1.2) definiert ist, gibt somit nach (1.4)
und (1.6) (a):

(1. 9) Vili= A0

Beniitzt man die kovariante Ableitung des ,-Raumes in der Form (1. 2),
so bekommt man auf Grund von (1.2) und (1.9) die mit (1.9) &dquivalente
Formel: .

(1. 9a) Ol = — (L — A )1
Die Ubertragung des 2(,-Raumes ist im allgemeinen nicht-metrisch, d. h.

‘es 'ist ISgi,; im allgemeinen von Null - verschieden. Der metrische Fall ist
in [6] ausfiihrlich behandelt, wir wollen aber die wichtigsten Formeln fiir
eine metrische Ubertragung auch in unserem 9(,-Raum angeben, umso mehr,
da jetzt gi. durch (0.1) bestimmt ist und das gibt mit den Bedingungen
(0. 7a) einfachere Formeln als der allgemeine metrische Grundtensor in un-
serer Arbeit [6].
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Ist l*)gnfEO, so hat man nach (1.1)
5:‘-gfj =0, 6.ng1‘j =0.

Das sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daff die
Ubertragung metrisch sei. Da die Cartanschen kovarianten Ableitungen </,
und <7, metrisch sind, wird nach (1.4) und (1.5)

(]. 103) 1]{4107'*—/[(:7)/ _O
(1. 10b) — Ui = A — M =0

bestehen. Die Formel (1.10b) zeigt unmittelbar, daB der Tensor w; im Falle
einer metrischen Ubertragung in i, j schiefsymmetrisch sein muf. Bestimmen
wir nun A in der Form

Aijie == Ay + 0, G el /l[ij]k;
so wird auf Grund von (1.10a) 4 =o/, und somit im Falle ﬁg,;;:O:
1.1 l’=_A A

wo der Tensor o in i, j schiefsymmetrisch sein muB.

Die Torsions- und Kriimmungsgrofien des 9,-Raumes konnen nach
der Cartanschen Methode leicht bestimmt werden. Wir miissen ebenso ver-
fahren, wie im Paragraphen 7 unserer Arbeit [6], doch miissen wir.jetzt fiir
«’(d) die Relation (1.8) in Betracht nehmen. Es ist nach (1.11) in Hin-
sicht auf die schiefe Symmetrie von o, in i, j, immer &’ (d)=0

Die Torsion des 9,-Raumes bekommt man durch die Berechnung der
Pfaffschen Form:

Qid, N (AD—Ddyx,  Dxi=dx,

wo 4 und D die zu den — miteinander vertauschbaren — Differentiations-
symbolen d und d gehorigen invarianten Differentiale bezeichnen. Auf Grund
von (0.9) bekommt man:

(1.12)  Q'(d, 0)=[dx' o/ {(d)] = Q5 x[dx’ dx"] -+ M; [dx' & (@),
wO0 )
QN E L= Ay

den Tensor der Ubertragungstorsion bzw. M, den Tensor der Raumtorsion
bedeutet. '
Die Kriimmungstensoren erhédlt man durch die Berechnung der Formel:

*

(aD—DA)E =Q'(d, 0)¥,
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wo die Pfaffsche Form:
(1.13) Q5(d, 0) X [»'1(d) &' (@) — (@5 (d)Y

ist*) und (@}) die auBere Ableitung der Pfaffschen Form &’ bedeutet. Im
Hinblick auf (1.8), (1.6) (a) und (0. 7a) wird:

(1. 14) Q=1 R uldx dx') + P} uldx" 5,‘]+ LS o’ @],

wo die einzelnen Kriimmungstensoren die folgende explizite Form haben:
(1. 15) R R+ MR,

(1. 15a) RS 2(0uLij ' — L7 wlleLo'n + L wLii ),

(1. 16) : Pl L — T M ML

a.1ny S5 S 2(M el + M 6 My ).

Bemerkung. Die Zerlegung (i.14)—(1.17) ist nicht vollstandig ana-
log mit der der Vargaschen affinen Rdume (vgl. § 3 von [11]). Statt des
Vektors ,T)k(d)zbl" steht ndmlich in [11} z7(d) = Dv/. Zweitens sind unsere
Tensoren in den » homogen von nullter Dimension; das ist eine Folge der
Existenz einer Grundfunktion F(x,r) die bei O. VARGA in [11] nicht bedingt
wurde.

Fir die spateren Untersuchungen benotigen wir den Zusammenhang

des ‘Hauptkriimmungstensor R, mit dem Hauptkrimmungstensor R;w des
zum Grunde gelegten Finslerraumes §,. Nach der Formel (1.15a) wird:

(1..18) A R ;i/:l =R+ (I)jil.*l )
WO
(1.18a) D} L 2(7 Ay — Ly wll oy n+ A5 ey )
bedeutet. -
Bilden wir die duBere Ableitung von (1. 12) und (1.13), so wird:
(1.19) ' QY — [a’x ]+ [0 2] =0,
bzw.
(1. 20) (.QI,)’-—l— [(:)tf-- j]——[m] f] =

Die Relationen (1. 19) und (1.20) bestimmen eine Reihe von Identititen fiir

4) Die Formel (1. 13) sollte selbstverstindlich mit der Formel (7.4) von [6}] iiber-
einstimmen, in (7.4) von [6] ist aber ein Druckfehler!, die richtige Formel ist (1. 13).



164 A. Moér

die Kriimmungs- und Torsionstensoren des ,-Raumes. Von diesen Iden-
tititen wollen wir in expliziter Form nur diejenigen angeben, die sich auf
den vollstindigen Kriimmungstensor (1. 15) beziehen. Fiir &' (d) =0 bekommt
man aus der Formeln (1. 19) und (1.20):

(1.21) %(RE;Z.-/] _M[:‘ ijt,R:|’I:7]) —V |/‘-Q_;;/.~] -+ 29:;[19;1'1;] =,

(1.22) 1Ry PRy i 4 2 R iy 21 = 0.

Beachten wir jetzt, (1.9), (0.7a), (1.15) und (1.16), so bekommt man aus
(1. 22) nach einer Kontraktion mit / die Formel (R)u=R, ")

(1.23) \% [,-/_?Tuf;.-:] — E‘;[};:/I.MO,-] + [SL:;II:“H E:f/r] + zﬁuﬁ[l.-mglqrj =0,

die bei der Verallgemeinerung des Schurschen Satzes von groBier Bedeutung
ist. Die ldentitat (1. 22) bzw. (1.23) ist die Bianchische Identitit des voll-
standigen, bzw. des kontrahierten Hauptkriimmungstensors.

Zum Schluff dieses Paragraphen geben wir noch fiir den Abweichungs-
tensor @, eine Formel, die ®,}; mit Hilfe der durch (1.2) angegebenen
kovarianten Ableitung ausdriickt. Nach den Formeln (1.4) und (0. 6) be-
kommt man aus (1. 18a)

(1.24) B = 2(V Ayl — 5 wlludon + Afudyn + A7 230).

§ 2. Die Berwaldsche affine Erweiterung des Finslerraumes

L. BERWALD bestimmte in seiner Arbeit {1] eine von der Vargaschen
affinen Verallgemeinerung des Finslerraumes ., verschiedene affine Erweite-
rung von §, dadurch, dafi er durch Gleichungen von der Form

ax’ ; N .; def ax’ A
(21) —F+ZG(X,X)—O, x——E—
in einem Linienelementraum gewisse Kurven, die sog. Bahnen des Raumes

ausgezeichnet hatte, und von den Funktionen Gi(x, x) eine kovariante Ablei-
tung ableitete. Wahlen wir fiir G' die Funktionen

(2.2) G'(x, v) & 1 17(x, v)vi P,

so bekommen wir auf diese Weise ‘die Berwaldsche affine Theorie des Fins-
lerraumes.
Nehmen wir statt (2. 2) die Funktionen

(2.3) G (x, v) & L LT (x, ),
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so bekommt man auch jetzt einen Berwaldschen affinen Raum, in dem wir
aber noch die Existenz des metrischen Grundtensors (0. 1) bedingen wollen.
Diesen Raum bezeichneten wir einen %,-Raum (vgl. die Einleitung), wenn
noch im Raume die kovariante Ableitung durch (0.11) bestimmt war. Die
Bahnen des 3,-Raumes sind durch (2. 1) bestimmt, wenn darin statt G' die
durch (2. 3) bestimmten Funktionen G* ersetzt werden. Der Parameter ¢ ist
jetzt ein von der Bogenlinge verschiedener affiner Parameter.

Fiir die 3,-Rdume wollen wir im folgenden immer annehmen, dalj der
Tensor A, in j, k symmetrisch ist, da in den Grundgrofien (2.3) in trivia-
ler Weise nur der symmetrische Teil des Tensors A/, vorkommen kann.
Die durch (0. 8) bestimmten Ubertragungsparameter G, sind jedenfalls in den
Indizes j, k¥ symmetrisch.

Die Krﬁmmungstensoren'des B,-Raumes sind nach den entsprechenden
Berwaldschen Formeln (vgl. {1} Formeln (2.6), (2. 9), und (2. 10))

(2 4) [(*LJ q:ef 248 G*i— OtG*iﬂ/f 42 G;[t G"ﬁ_ G*;t, G*fj ’
(2-5) | Kf*i’“ d;ej%' au(.i](*iﬁ] = 2(0[k G*ij] + G*tle:Jit);
(2.6 K2 0% i =0 K,

wO

*; def ~ ) *; *, i
G Lj~_e—0L-JGLEG{/j’U,

und G;’% bzw. G durch (0. 8) bzw. (2.3) bestimmt ist.

Wir bezeichnen mit K, denjenigen Tensor, der die Form (2.4) hat,
statt G* steht aber in seiner Formel die durch (2.2) bestimmte Grofie G'.
K'; ist. also der entsprechende Berwaldsche affine Kriimmungstensor. des
Finslerraumes’ $§.. Eine einfache Rechnung zeigt, daff der Tensor 1(*"]- mit K';
durch die Formel

(2.7 K=K+ 24— @i Ay + 24" 05 i A — 024 0,0 A

zusammenhdngt, wo das Semikolon die Berwaldsche kovariante Ableitung
bezeichnet. Diese kovariante Ableitung stimmt formal mit (0. 11) iiberein, nur
steht statt G;'. der Berwaldsche Ubertragungparameter G, (vgl. [1] § 3).

Im folgenden bendtigen wir noch die Bianchischen Identititen des
Kriimmungstensors K; .. Es ist (vgl. [1] Formel (3.5), S. 761):

(2.8) KoK+ K " =0, K=K,

wo das Komma die durch (0. 11) angegebene kovariante Ableitung bedeutet.
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§ 3. Definition der affinen Finslerrdume von skalarer Kriimmung.
Beispiele

Die Definition der ,-Rdume von skalarer Kriimmung wollen wir durch
solche Formeln festlegen, daf die Forderung, daf sie als Spezialfdlle die
Finslerschen und die Riemannschen Raume von skalarer Kriimmung (vgl. [1]
§ 13 und [14] Chap. V. insb. § 8, Formel (11)), ferner die in unserem Auf-
satz [8] entwickelten Raume in sich enthalte, erfiilit sei. Wir geben die fol-
gende

Definition 3. Ein affiner Finslerraum 9N, ist ein ,-Raum von ska-

larer Kriimmung erster, zweiter, bzw. dritter Art, falls sein Kriimmungstensor
Ry die Form:

3.1 Reje=2R" i1+ 5 R* sy Yoo =100 Vo),
(3. 2a) R =2R* vy L+ 5 Rl (v — 711 ln),

(3. 2b) Riee=2R* g+ 5 R € oo—bivash),
bzw.

(3.3) Ry = 2R gpliy+ 5 R* (@i — b ln)

hat, wo v einen aus g, A und aus den partiellen Ableitungen dieser Grund-
tensoren gebildeten rein kovarianten Tensor bedeutet.

Die Type (3.2a) und (3.2b) nennen wir 2,-Rdume von skalarer Kriim-
mung zweiter Art, da in den Gliedern des Kriimmungstensors bei diesen
Typen immer ein gi.- und ein 7yu-Faktor vorkommt. (Es ist ndmlich in (3. 2a)
l;=g,, g,=1.) Die Kriimmungstensoren haben bei diesen Typen gleich-
artigen Charakter.

Es kann leicht verifiziert werden, daB diese Definition der U, -Riume
von skalarer Kriitmmung unseren Forderungen geniigt. Fiir

(3-4) Ali=0, =g

geht jeder Typ in einen §,-Raum von skalarer Kriimmung iiber (vgl. [1] For-
mel (13.5), S. 774°) und unsere Formeln (0.6), und (1.18)). Nehmen wir
jetzt an, daB der zu Grunde gelegte Finslerraum $, ein Riemannscher Raum
R, ist, d. h. g; nur von dem Orte x’ abhédngt, von der Richtung «* aber
unabhangig ist, so bekommt man nach den Formeln (0. 6), (1. 18), (3.4) und

3) In der zitierten Formel befindet sich ein Druckfehler. Im letzten Glied soll statt
bzw. ¥ : 8] bzw. 6! gesetzt werden.

n

W

un
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nach R"|;==0 von jedem der Type (3. 1)—(3.3):
(3.5) Roiji=2R*(X)gn; &rpi "
da offenbar /=g, =g, immer in jeden metrischen Réaumen giiltig ist. Be-
achten wir jetzt, daB sowohl R, wie g; von den v/ unabhingig sind, so
bekommt man aus (3.5) eben die charakteristische Relation des Kriimmungs-
tensors des M, -Raumes von skalarer Kriimmung. Bedingen wir jetzt statt
(3. 4) nur die Unabhangigkeit der Grundtensoren Af, und g von den v, so
geht unser 9,-Raum in einen in unserem Aufsatz [8] behandeiten 3}-Raum
iiber, und die Typen (3.1)—(3.3) bestimmen die R;-Rdume von skalarer
Krimmung erster, zweiter, bzw. dritter Gattung, da jetzt offenbar wieder
R*||;=0 ist, und auch Ry;. von der Richtung unabhingig ist. (Vgl. die For-
meln (2. 1)—(2. 3) von [8].) »

Wir wollen jetzt durch Beispiele die Existenz der ,-Rdume von ska-
larer Kriimmung beweisen. Auf Grund von (1.18) ist

(3.6) Riuw = Riua = Roii—+ Doina

Um die explizite Formel von @®,;; zu bekommen, beachten wir die im Fins-
lerraum giiltige Relation:

(3.7 Tl =, Al

(vgl. [2} Formel (44)), somit bekommt man von (1. 18a) nach einer Kontrak-
tion mit // im Hinblick auf (0.6) und nach Herunterziehen des Indexes /

(3 8) D=2 [,/IIU,-“;]— Z(VOA“U; -+ ,{l,.;[,;Hmlr ~{— /lfi[);)/l‘urll .

Beispiel A, Nehmen wir an, dal der Finslerraum . ein Raum von
konstanter Kriimmung ist, d. h. der Kriimmungstensor die Form '

(3.9 Row=2Rgyly,  R=Konst.
hat, und fiir 4 f;;
(3. 9ay Ajir = pigi

besteht, wo p; einen kovarianten Vektor bedeutet. Mit der Bezeichnung
i def

yi= Vipi+ VoA p'+pipi+ Rga

bekommt man nach den Formeln (3. 6), (3. 8) und (3.9) eben den Typ (3.2a)
mit R*=1. Ist der Vektor p; allein von dem Orte x abhdngig und von der
Richtung +' unabhdngig, so ist y; ein symmetrischer Tensor.

Beispiel B. Es sei jetzt p; eint kovarianter Vektor und

s = pigi.
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Nehmen wir wieder an, daf der Finslerraum $, ein Raum von konstanter
Kriimmung: ist. Setzen wir jetzt

(3. 10) /,/ 2 pipi+pi Pl —7 e pi 4 R,

so bekommen wir auf Grund der Formeln (3.6), (3.8) und (3.9) den Typ
'(3.2b) mit R*=1.

Ist in dlesem Beispiel R=0 und p,==0, so ist nach (3 10) und nach
der ldentitit <7./;=0 der Vektor y,. der Nullvektor, und somit ist nach
(3.2b) R317;'7:=0- Die geometrische Bedeutung dieser Relation ist die Existenz
des absoluten Parallelismus der Linienelemente /" im 9(,-Raum, da die Integ-
rabilitatsbedingungen des Differentialgleichungssystems ' (d)=0, d. h. die
Formeln:

() =[0 &' — P uldx & — R, W[dx’ dx*]1 =0

(vgl. [2] § 42, S. 38), in diesem Falle erfiillt sind.

Der Hauptkriimmugnstensor (1. 15a) ist aber bei diesem Beispiel im
allgemeinen von Null verschieden, auch in dem Falle, in dem der Haupt-
kriimmungstensor R}, des Finslerraumes ¥, Null ist. Auf Grund der Rehtxon

p. =0 ist ndmlich nach (1 18a) in diesem Falle

,([)j =2 ()[l(pk]p,f_ Vi)

und nach (1. 18) beweist das unsere Behauptung. Ein absoluter Paralielis-
mus der Vektoren existiert also im 9,-Raum auch dann nicht, wenn das im
Fn-Raum giiltig war. (Vgl. [2] § 43.)

Beispiel C. Nehmen wir an, dafl A,,==0 ist, so wird nach den
Formeln (3. 6) und (3.8) Rou— Ros: bestehen. Wenn also (3. 9) giiltig war,
so ist auch der ,-Raum ein Raum von skalarer Kriimmung dritter Art.
Wenn wir fir A die Form

3.-11) Ay =g pr D= d1.p(X)
nehmen (p, ist ein nur vom Orte x* abhéngiger Gradientvektor), so bekommt
man nach (1. 18a) @, =0, d. h. es stimmen nach (1. 18) sogar die Haupt-

kriimmungstensoren der 2,- und §,-Rdume iiberein. Bedingen wir noch die
Relation . =0, so wird nach (0.7)

(3. 11a) | M;'e= A}

giiltig sein, und auf Grund der Formeln (1. 15) und (1.17) werden aufier -
den Kriimmungstensoren R;’; und R auch die Krimmungstensoren S,
-des A,- und F,-Raumes iibereinstimmen. Das konnen wir im folgenden Satz
zusammenfassen:
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Satz 1. Bestehen die Relationen (3.11) und (3. 11a), so sind die Kriim-
mungstensoren (1.15), (1. 15a) und (1.17) des W,-Raumes mit den entspre-
chenden Kriimmungstensoren des Finslerraumes 5, identisch.

§ 4. Definition der affin-skalaren Riume. Beispiele

In diesem Paragraphen wollen wir die metrisch-affinen Raume 3, (vgl.
die Definition 2 in der Einleitung) von skalarer Kriimmung definieren. Wir
wollen diese Definition in der Weise festlegen, dali die metrisch-affinen
Riume ¥, von skalarer Kriimmung, die wir kurz als affin-skalare Riume
bezeichnen wollen, eben die Finslerraume §, von skalarer Kriimmung be-
stimmen, falls 4/, =0 ist. Die Definition bestimmen wir mit Hilfe des Ten-
sors K, da daraus die iibrigen Kriimmungstensoren auf Grund der Formeln
(2.5) und (2.6) schon bestimmbar sind.

Definition 4. Ein metrisch-affiner Raum 8B, soll ein affin-skalarer

. i ¥ .

Raum B, von erster, zweiter, bzw. dritter Art genannt werden, falls K" die
Form :

(4.1) K = K F2( Y00 —7 o Vi),

4.2) (2 Ki=KF(/,—7.0), (b) K" =K*"F2570—17,),
bzw.

(4.3) K" = K*F2(0i—I'l))

hat. (Fiir die Bedeutung von yi. bzw. fiir die Benennung ,skalarer Raum
zweiter Art“ vgl. unsere Definition 3, und die nachfolgenden Zeilen.)

Offenbar entsteht (4.2) von der Formel (4. 1) dadurch, daff wir in den
beiden Gliedern von (4. 1) je ein y; durch den metrischen Grundtensor g;
ersetzen. Ist nun 4/, =0, und v, — ga, so bestimmt jeder der Type (4.1)—
(4.3) einen Finslerraum §. von skalarer Kriimmung (vgl. [1], § 13, insb.
Gleichung (13. 3)). Die Existenz dieser Typen wollen wir wieder durch Bei-
spiele zeigen. '

Vor allem bemerken wir, daff ein ¥,-Raum auf Grund von (0.6) und

(2.3) — abgesehen von dem metrischen Grundtensor g; — allein durch die
Angabe von
(4. 4) AL L A

bestimmt werden kann, wihrend nach den Formeln (2.3) und (O.8) Af
iiberhaupt nicht in expliziter Form bekannt sein muS.
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_ Zweitens bemerken wir, dafi der Kriimmungsskalar K™ in den Ridumen
vom Typ (4.1) und (4.2) in manchen Fillen mit dem Tensor y; vereinigt
werden konnte, d. h. man konnte in (4. 1) im Falle K" >0 statt yi den Ten-
sor yu VK s bzw. im Falle (4 2) 75 K*y; einfiihren. Die Formeln
(4.1) und (4. 2), ausgedriickt mit y}, wiirden dann eine einfachere Struktur

haben. Befriedigt aber y; eine charakteristische Relation (wie z. B. \*7,y,,~0
ist), die fur v schon nicht giiltig ist, so ist es zweckmafig den Kriimmungs-
tensor K™ des affin-skalaren Raumes in der Form (4.1) bzw. (4. 2) zu be-
stimmen,

Drittens bemerken wir die im folgenden wichtigen Relationen

(4.5) li;f:O» F; =0,
wo das Semikolon die schon im Paragraphen 2 beniitzte Berwaldsche kova-
riante Ableitung bedeutet.

Beispiel A’. Nehmen wir an, daB A=~ 5 F2pt ist, wo p' einen kon-
travarianten Vektor bedeutet. Z. B. fiihrt der durch (3.9a) angegebene Tensor
A7, zu diesem Vektor. Beachten wir jetzt die Formeln (2.7) und (4.5), und
nehmen wir noch an, daf der zu Grunde gelegte Finslerraum $§, ein Raum
von skalarer Kriimmung ist, d. h.

(4. 6) K= FK(6,—1'L)
besteht, so wird nach der Bezeichnung:
4.7 7D — 5P s + 0P+ (0500 —
— 3P0 +Pllip.— 5 PP+ K
der Kriimmungstensor K" die Form (4.2a) haben, der ¥,-Raum ist also ein
affin-skalarer Raum von zweiter Art. Der Kriimmungsskalar ist jetzt K*=1.
Beispiel B. Nehmen wir an, daB im Beispiel A" p'=1/¢ ist. Nach
(4.5), (1.6) (a) bekommt man von der Formel (4. 7):
(4.8) Vi=GHR)G+
Da im Beispiel A’ der Tensor K" die Form (4.2a) hatte, wird jetzt nach
(4.8) und wegen K*=1 (vgl. Beispiel A’):
(4.9) K" =F (3 + K)(0—1'L),

der 9,-Raum ist also ein affin-skalarer Raum von dritter Art mit dem Kriim-
mungsskalar (- K). Wir haben also von einem Raume §, von skalarer
Kriimmung (vgl. Formel (4.6)) wieder einen Raum von skalarer Kriimmung
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bekommen, der Kriimmungstensor hat sich aber dabei verdndert, wihrend in
Satz 1 eben der Kriimmungstensor sich nicht verdnderte. Nach den Formeln
(4.6) und (4.9) konnen wir das im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 2. Ist §. ein Finslerraum von skalarer Kriimmung, in dem also
(4. 6) giiltig ist, und ist '
A= L F2Ui, _

so ist der zugehdrige %,.—Raum ein affin-skalarer Raum von dritter Art, des-

sen Kriimmungstensor K ' sich von K'; nur um einen skalaren Faktor unter--
scheiden kann. Es ist: :

v 4K+1

K==

Beispiel C. Nehmen wir an, dafl (4.6) besteht und

K.

Ai =i p,v, pr=p(x}, ..., x"
ist. Beachten wir jetzt, daB neben (4.5) auch +';=0 besteht, so bekommt
man aus der Formel (2.7) den Typ (4. 2b), mit
Yoi =K+ DoDi—2P0;j+ Pj;o-
Fiir y; kann in diesem Falle

vi=Klli+pip;—2pi; +pji
gesetzt werden. '

§ 5. Parallelitbertragung des Linienelementes
in den verschiedenen skalaren Rdumen

Zu Grunde gelegt sei wieder ein ,-Raum von skalarer Kriimmung.
Nehmen wir an, daf die Ubertragungsparameter (0.6) in i, k symmetrisch
sind; in diesem Falle existieren infinitesimale Parallelogramme im 9(,-Raum.
Die Paralleliibertragung des normierten Llnienelementes ist durch

(5.1) w'(d)=0

charakterisiert. Fithrt man in einem 2, -Raum mit symmetrischen Ubertragungs-
parametern den Vektor [* parallel um ein infinitesimales Parallelogramm
herum, so bekommt man nach (5.1) und (0.10) fiir die Verdnderung von [:

(5.2) (0d—d o) ' = R}.0x dx".

Beziiglich der Paralleliibertragung des Vektors {* in den Finslerriumen um
ein infinitesimales Parallelogramm besteht der folgende
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Satz von Berwald. ,1) Fiihrt man in einem Finslerschen Raum
skalarer nicht konstanter Kriimmung R ein beliebiges normiertes Linienele-
ment parallel um ein willkiirliches infinitesimales Parallelogramm herum, so
unterscheiden sich seine Anfangs- und  Endlage um einen Vektor, der (von
Groflen hoherer als zweiter Ordnung abgesehen) der 3-Richtung bezw.
2-Richtung angehort, die durch das Linienelement und die 2-Richtung des
Parallelogramms aufgespannt wird. Wenn insbesondere die 2-Richtung des
Paralielogramms senkrecht zu einem der Vektoren mit den kovarianten Kom-
ponenten [; oder Ry;-ist, so gehort der Differenzvektor (bis auf Grofien min-
destens dritter Ordnung) der 2-Richtung des Parallelogramms an. lIst die
2-Richtung des Parallelogramms zu- beiden Vektoren /; und Rj; senkrecht, so
stimmen Anfangs- und Endlage des Linienelements in zweiter Ordnung iiberein.

2) Fiihrt man in einem Finslerschen Raum konstanter Krimmung ein
beliebiges normiertes Linienelement parallel um ein willkiirliches infinitesima-
les Parallelogramm herum, so unterscheiden sich seine Anfangs- und End-
lage um einen Vektor, der (von Grofien hoherer als zweiter Ordnung abge-
sehen) der 2-Richtung des Parallelogramms angehort. Wenn insbesondere die
Kriimmung Null ist oder wenn die 2-Richtung des Parallelogramms zum
Linienelement senkrecht ist, so stimmen Anfangs- und Endlage in zweiter
Ordnung iiberein.” (Vgl. {1] § 14, S. 775.)

Im folgenden werden wir das Analogon dieses Berwaldschen Satzes in
unseren - und Y, -Rdumen formulieren.

Satz 3. Der Berwaldsche Satz iiber die Paralleliibertragung von I' um
ein infinitesimales Parallelogramm in den Finslerrdumen von skalarer Kriim-
mung ist in den ¥,-Rdumen von skalarer Kriimmung dritter Art giiltig. Auch
fiir den Typ (3.2a) ist der Berwaldsche Satz giiltig, die Verdnderung von Il
wird aber in den verschiedenen Fillen nicht von der drei- bzw. Zweirichtung
(', dxi, 0x) baw. (dx', dx¥) sondern von der durch die Vektoren

5.3 - v, A Sdx, Wy ox
bestimmten drei- bzw. Zweirichtung (A, u') abhdngig sein.
Beweis. Nach (3.2a) und (5.2) ist:
(5. 4) (0d—do) i = (3 R*||;0x7 + R*[;0x7) il —
— (5 R*||sdx’ + R* [, dx*) i 45 7° R* [l d ¥ d x>,
Fiir den Typ (3.3) ist in (5.4) nach den Definitionsformeln. (5. 3): 7' = 0;,
Zi=dx), w=0x". Die Formel (5.4) entspricht der Formel (14. 1) von [1].

Der Vergleich dieser beiden Formeln ergibt unmittelbar die Richtigkeit un-
seres Satzes 3.
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Der Berwaldsche Satz (vgl. [1] § 14) iiber die Paralleliibertragung der
normierten Linienelemente in Finslerrdumen skalarer Kriimmung um ein in-
finitesimales Parallelogramm ist in den ,-Riumen vom Typ (3. 1) und (3. 2b)
nicht giiltig falls der Kriimmungsskalar R* auch von den +' abhingig ist.
Ist aber der Kriimmungsskalar von + unabhédngig, so kann das Analogon des
Berwaldschen Satzes fiir jede Art der A,-Rdume skalarer Kriimmung bestimmt
werden. Fiir die Typen (3. 2a) und (3. 3) wurde das schon in unserem Satz 3
gezeigt.” Wir brauchen also nur die Typen (3. 1) und (3. 2b) -untersuchen. Es
besteht der

Satz 4. Ist der %,-Raum ein Raum von skalarer Kriimmung erster
Art, und ist der Kriimmungsskalar nur vom Orte x' unabhdngig, so gilt der
Berwaldsche Satz iiber die Paralleliiberfragung von I in den §.-Rdumen von
konstanter Kriimmung (vgl. [1] § 14, 2), S. 715) auch in diesen Rdumen, statt
der Zweirichtung (dx', 0x%) steht aber jetzt der Zweirichtung (', w') (vgl. (5. 3))
und statt 1, steht y,. Ist der A.-Raum vom Typ (3.2b), so ist A ==dx,
wi = dx\ und im Berwaldschen Satz soll nur [; mit v, vertauscht werden.

Bemerkung. In den entsprechenden Berwaldschen Untersuchungen
kommen Finslerrdume konstanter Kriimmung vor, wabhrend wir von dem
Kriimmungsskalar R* nur die Unabhangigkeit von den #' bedingt haben. Im
Finslerschen Fall folgt aber nach dem Schurschen Satz [1], § 16, daff der
Kriimmungsskalar eine Konstante ist, falls sie von den +' nicht abhingt.

Beweis des Satzes 4. Auf Grund von (5.2) und (3. 1) ist
(5.3) (0d—do)' = R*[(7,;0 X)) 2/ —(Yor d X*) ']

(5. 5) entspricht der Glelchung (14. 3) von [1]. Vergle1chen wir diese beiden
Formeln, so folgt unmittelbar der Satz 4.

Wir wollen nun die Paralleliibertragung des Linienelementes » um ein
infinitesimales Parallelogramm in einem affin-skalaren Raum ¥, untersuchen.
In einem Berwaldschen affinen Raum 3, ist die Verdnderung des Linienele-
mentes + nach einer Paralleliibertragung um ein infinitesimales Parallelogramm

(5. 6) (0d—do)' — K}, ox’ dx"

(vgl. [1] Gleichung (7.16)). Um die Losung unseres Problems zu bekommen,
miissen wir also von den Formeln (4.1)—(4.3) immer den Krummungs’(en—
" sor K, » bestimmen.

Fiir den Typ (4.3) bekommt man nach (2.5) fiir K, die Form:

(6.7 K= 2FK" 0+ 5 FK* (00— 'Ly,
die abgesehen vom Faktor F — mit dem Typ (3. 3) identisch ist, die auch

A 12
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einen Finslerraum £, von skalarer Kriimmung charakterisiert. Auf Grund von
(5. 6) und (5.7) besteht also der folgende

Satz 5. Fiir die Paralleliibertragung des Linienelementes +' um ein in-
finitesimales Parallelogramm besteht in einem affin-skalaren Raum dritter Art
der Berwaldsche Satz (vgl. [1] § 14), wenn darin statt I' das Linienelement +*
gesetzt wird.

Fiir die anderen Typen der affin-skalaren Riume konnten auf Grund von
(5.6) und (4. 1)—(4.2b) leicht dhnliche Satze bestimmt werden. Z. B. fiir
den Typ (4. 1) ist .

K= Fi3 1 oo —7 o vem) +
+ 2 K yee— 7o vem) + 5 KL wyoo)lln— o vodllal)
und somit besteht nach (5.6) der

Satz 6. In einem affin-skalaren Raum von erster Art verindert sich
das Linienelement ' bei einer Paralleliibertragung um ein infinitesimales
Parallelogramm um einen Vektor, der eine lineare Kombination der Vektoren
(5.3), und

o' = Yullnox’dx', o E ( yp)l|nox dx’,
ist.

0. VARGA gab in seinem Aufsatz [12] eine andere Charakterisierung der
Finslerrdume skalarer und konstanter Kriimmung. Er filhrte das normierte
Linienelement /* um eine geschlossene doppelpunktfreie Kurve. Die Analoga
dieser Untersuchungen koénnen in erster Reihe in unseren affinskalaren 3,-
Raumen bestimmt werden, da diese die Ausdriickbarkeit von K; durch K™
wesentlich beniitzen, wahrend in den %,-Raumen R, im allgemeinen durch
R.%. nicht unmittelbar ausdriickbar ist, wie im Finslerschen Raum (vgl. [1]
Formeln (13.3) und (13.5)). Wir werden im folgenden zeigen, daf die Varga-
sche Charakterisierung der 3,-Rdume von skalarer Kriimmung fiir die affin-
skalaren %, -Raume zweiter Art und vom Typ (4. 2b) giiltig ist (vgl. [12] Satz 2).

Die Paralleliibertragung lings einer Kurve x'=x/(f) des normierten
Linienelementes /* in einem metrisch-affinen 2, -Raum ist durch

dr

. dxl:
(5‘8) dt —“‘_G I.'(x,l)-‘a—t—

festgelegt. Ist C eine geschlossene doppelpunktfreie Kurve, die auf der zwei-
dimensionalen Fldche: :

X' =x'(u, v)
liegt, d. h. die Gleichungen

C: x'=x'(u(t),(t)
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hat, so-ist zwischen Anfangs- und Endlage von [’ nach einer Parallelver-
schiebung lings C der Differenzvektor

‘ 9 (x", x7) Sy g

(5.9 dl'= 2F K ,(0) (“))( 5, ) )tzf”zlS—l- O (%),
wo 4§ den von der Kurve C eingeschlossenen (euklidisch gemessenen)
Flacheninhalt bedeutet. Die Relation (5.9) kann dem Finslerschen Fall voll-
standig analog abgeleitet werden (Vgl. [12] (1, 23)—(1, 32).) %), da die Glei-
chung (5.8) mit der entsprechenden Relation des Finslerraumes (vgl. [12]

Gleichung (1, 19)) vollstindig analog ist.

" Nach der Bezeichnung '
Oxl
ou

bekommt man bei Vernachlassigung der Glieder hoherer Ordnung in & von
der Gleichung (5.9) die folgende Formel:

A4S = " O—)il—dgzq"

(5. 10) Al = K'op'd"

Berechnen wir nun K;', mittels (4.2b) unter Beachtung von (1.6) (a) von
der Definitionsformel (2.5), so bekommt man nach<(5. 10) fiir 4/’ die Formel

Al = Ap' +Bg'+CI,

wo A, B und C skalare GroBen sind;_wehn wir diese Formel wieder mit
(5. 10) vergleichen, so wird:

] *; fok ‘i i le
(5.11) =K g = Ap'+Bqg' 4 CI').

Wegen der schiefen Symmetrie von K in j, k, und wegen der Will—

kiirlichkeit von p’, ¢° bekommt 'man von der Gleichung (5. 11), daB K,
die Form:

S 1 * W . i
(5 12) ? [(] == 2()[_,'44/;] -+ le.:l
hat, wo Bj. einen schiefsymmetrischen Tensor bedeutet. Wir beweisen jetzt
den folgenden

Satz 7. Die Formel (5.12) ist fiir die affin-skalaren Riume zweiter
Art und vom Typ (4. 2b) charakteristisch.

5) K;', entspricht im Finslerraum FR,’, . Im[12}ist statt R, die Bezeichnung R;;’
beniitzt. Auch die Bedeutung von O(¢’) befindet sich in [12], S. 148.
) Diese Gleichung ist mit der Gleichung (2, 30) von [12] analog.
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Beweis. Wir haben schon gezeigt, dafi in den affin-skalaren Rdumen
vom Typ (4. 2b) die Relation (5. 12) gultlg ist. Nehmen wir jetzt an, daf} (5. 12)
besteht, wir miissen zeigen, daB K;’. die Form (4. 2b) hat. Nach einer Kon-
traktion von (5. 12) mit ¥ wird:

: K*[I; EKj‘ih ’Uj == Fﬁ(liA/.v— dz'Au -+ B lf)'

Nach der Bezeichnung .
vor 2 — Ay— By

wird K", die Form (4. 2b) haben, da B,, wegen der schiefen Symmetrie von
B;; verschwindet, und somit y,,— — A, ist. Das beweist unsere Behauptung.

Der Typ (5. 12) charakterisiert auch die affin-skalaren Riume von drit-
ter Art, wenn noch die Relation

AI.' + Bol: = —K* [I.'

giiltig ist. Das kann nach einer Kontraktion von (5.12) mit / im Hinblick
auf (4. 3) unmittelbar verifiziert werden:

Sind die Ubertragungsparameter LY, in i,k nicht symmetrisch, so bil-
den die Punkte:

P(x), Q(x+dx), R(x+dx), S(x+dx+dx+ddx), T(x+ x4 dx-+ddx)
ein infinitesimales Fiinfeck. Da
(5. 13) Ax' L (0d—do)x' = — 2 [dx" dx]

besteht, falls dx’ parallel langs des infinitesimalen Fiinfecks umgefiihrt wird,
bekommt man auf Grund von (5. 1), (0.10) und (1. 15) nach einer Parallel-
iibertragung von /" um das infinitesimales Fiinfeck ebenso wie z. B. im Rie-
mannschen Raum (vgl. [14], Chap. IV. § 8):

(Vd—do)l = — L Ry [dx dx| + Ly dx.

Ist also der W,-Raum ein Raum von skalarer Kriimmung, so kommt .rach
unserer letzten Formel zu den infinitesimalen Vektoren von den Sitzen 3 und
4 noch der durch (5. 13) definierte Vektor Ax* hinzu.

§ 6. Relationen fiir den Krﬁﬁlmungsskalal'. Der Schursche Satz

In den Riumen von skalarer Kriimmung muf§ die kovariante Ableitung
des Kriimmungsskalars immer gewisse Relationen befriedigen, die aus den
Bianchischen Identitidten d. h. in unserem Falle von den Gleichungen (1.23)
und (2. 8) entstehen. Ist der Kriimmungsskalar allein vom Orte x‘ abhdngig,
so bekommt man aus diesen Identitdten im Finslerschen Fall den Schurschen
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Satz, nach dem der Kriimmungsskalar eine Konstante ist, falls sie von den
x' unabhdngig und die Dimension n>2 ist. (Vgl. [1] § 16.)

In unseren %,-Ridumen von skalarer Kriimmung und in unseren affin-
skalaren Raumen ist zwar der Schursche Satz nicht giiltig, wir wollen aber
kurz zeigen, wie die charakteristische Relation fiir den Kriimmungsskalar ab-
leitbar ist.

Im Falle der 9,-Raume von skalarer Kriimmung miissen wir in die Glei-
chung (1. 23) die entsprechende Form von Ry’ von den Gleichungen (3. 1)—
(3. 3) einsetzen, dann mit /* eine Kontraktion und auf i, / eine Verjiingung
durchfithren. Wir bekommen auf diese Weise fiir den Kriimmungsskalar R*
eine Gleichung von der Form:

6.1) \7 R(p, + 7 R*H 77 Ry, =0

wo 7, x¥, und v, durch A und g bestimmt sind.

Aus dieser Formel folgt leicht der folgende

Satz 8. Ist v,=0 und det(p))=£0, so folgt aus der Unabhingigkeit
des Kriimmungsskalars R* von v, dafi R* ==konst. ist. Bestehen die Relationen

(6.2) (/)).]: = ())";—IJ[,._, W, = 0, |

so 'ist die Behauptung beziiglich R* wieder giiltig.
Beweis. Aus ¢, =0 und R*|l;==0 folgt nach (6. 1):

(6. 3) (p){,ﬂj R*=0,

da fiir einen Skalar: 6,_@ ist, falls der Skalar von den +* unabhéngig ist.
Aus der Annahme: det (¢j)=~0 folgt somit nach (6.3): 9;R* =0, und mit
R*|l:==0 zusammen beweist das die erste Hilfte des Satzes 8.
Die zweite Hilfte kann ebenso bewiesen werden, wie im Fmslerschen
Fall (vgl. [1] (16.7) und die nachfolgenden Zeilen). Nach (6.2) und nach
der Bedingung R®|;=0 wird aus (6.1):

6. 4) 9;R* (0] —171,) =0,

woraus nach der Operation: [j.g"" die Relation g,R" =0 folgt und das be-
weist nach (6.4) die zweite Behauptung des Satzes 8.

Fiir die affin-skalaren Rédume bekommen wir aus (2. 8) und aus den
entsprechenden Formeln (4.1)—(4. 3) in ahnlicher Weise eine zur (6. 1) ana-
loge Relation fiir den Kriimmungsskalar K*. Der Satz 8 wird dann auch fir
die affin~-skalaren Riume giiltig sein.
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§ 7. Grundziige der Theorie der Hyperflichen.
Theorie von Davies und Wegener

Eine Hyperfiiche
Du-1: X =x(u", > ..., ")

kann in einem metrischen Linienelementraum in zwei Besichtspunkten behan-
delt werden: Erstens kann man ,., als eine Mannigfaltigkeit der tangenten
Linienelemente, zweitens als die Transversalfldche einer durch die Punkte von
" Du-t hindurchgehenden Schar von autoparallelen Linien betrachten. Fiir die
Finslerrdume hat die erste Auffassung E. T. DAViES in seiner Arbeit [3], die
zweite |. M. WEGENER in der Arbeit [15] ausfiihrlich behandelt. Wir werden
im folgenden die Bezeichnungen von E. T. DAvies beniitzen mit dem Unter-
schied dafl wir die Raumkomponenten der Tensoren durch lateinische, die
Flachenkomponenten aber durch griechische Indizes bezeichnen werden. Dem-
entsprechend bedeuten
B g.x, a8 0
au”
die Tangentenvektoren®) und C’ den Einheitsnormalenvektor der Hyperfliche $,._,.
Die Grundgroben g, und A/, induzieren eine Flacheniibertragung der
Vektoren auf 9., wir benotigen aber nur das induzierte invariante Differén-
tial des normierten Linienelementes /°. Das invariante Differential eines Fli-
chenvektors &% konnte ebenso, wie im Finslerraum bestimmt werden (vgl. [3]
und [5]).
Betrachten wir erstens die Hyperflache $,., als die Mannigfaltigkeit der
tangenten Linienelemente, dann ist:

(e=1,2,...,n—1)

Do xf———x[(u), v = BLi",
wenn (u¢, i¢) die Linienelemente der Hyperfliche .., bedeuten. Die zum
Linienelement (u“, i“) gehorige Einheitsnormale C? ist jetzt aus den Glei-
chungen o
gi(X"(u), Bait®)B,C' =0,  (0=1,...,n—1)

zu bestimmen. Nach der Formel (0.10) bekommt man auf Grund der lden-
titat (vgl. [3], Gleichungen (12) (e), (f), (g), oder [13] § 2, insbesondere Glei-
chung (2. 8)) . ' .

B,BY-C'C,=0,
die Relation: .
(1.1) w (d) = BLdl" +(B,B] + C'C) (Bas+ L xBiBy) " dut’,

8) Im —folgenden werden die griechischen Indizes immer die Zahlen 1,..., n—1
durchlaufen, wihrend die lateinischen Indizes, wie vorher, die Zahlen 1, ..., n bedeuten.
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wo
»  def 2 def 02
BaﬂAOapx Dap== Ty
bedeutet. Nach den Bezeichnungen
7.2 o' (@) dlY 4 B (Bos+ L} BLBs)I“du’
B B
(1. 3) bep ™ Co(Bup+ L;'+ BiBf) ")
wird aus (7. 1)
(1. 4) :  o"(d)=BLa" (d) - C'bydu’.

(7.4) stimmt formal mit der Forme! (2.15) von [5] iiberein, die beniitzten
Ubertragungsparameter sind aber von den unsrigen selbstverstindlich ver-
schieden, da KikucHl in seiner Arbeit [5] nur den Finslerschen Fall behan-
delt hat. '

Wir wollen nun in den Punkten einer Hyperflache .1 diejenigen Li-
nienelemente auszeichnen, die auf $)_, normal stehen. Wenn wir zu -diesen
_Linienelementen als Anfangselemente die autoparallelen Kurven konstruieren,
so bekommen wir "~ 9., als die Transversalfliche einer Schar von autoparal-
lelen Kurven. Dieser Wegenerschen Auffassung entsprechend, wollen wir auch
in diesem Falle das induzierte invariante Differential " von [/“ bestimmen.
Die Hyperflichen in dieser Auffassung werden wir immer durch einen Stern
kennzeichnen. '

Es ist jetzt C'=1F. Wir wollen die Zerlegung des Vektors o' nach dem
n-Bein B,, " bestimmen. Diese Zerlegung hat die Form:

(1.5) w' (d) = —n* Bé, + ol
(vgl. [14] Gleichung (10)) wo t¢ und st die Formen
(7. 6a) & et du” (7. 6b) ¥, du”

bedeuten. Da nach der Wegenerschen Auffassung Be. und /' zueinander or-
thogonal sind, bekommt man aus der Gleichung (7. 5) nach einer Kontraktion
mit ; auf Grund der Identitat (1.8)

= AooidX' - /luul Bfrdua—;
d. h. nach (7.6b): '

e

f
Cg - /Iout Bi‘ .

?) Unsere b,g ist nicht direkt die zweite Grundform der Fliche (vgl. z. B. [9] (2. 9)).
Doch sind schon b,g mit den entsprechenden GroBen identisch, da die Abweichung unse-

rer b,, von der zweiten Grundform von M ﬁy abhanglg ist, und M, 8 =10 besteht.
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Fiir die Berechnung der expliziten Formel der ¢, beachten wir, dab
. wegen [;B; =0 die Relation

—ng’.f=lf53gf
besteht. Aus (7. 5) bekommt man somit nach einer Kontraktion mit B7:
(1.8) 7ty ayot = —BigDI' = ;DB +1'(Dg.;) B,

WO
tef j
B a¥ g,;Bj, aeB‘— guBoBﬂ

bedeuten und die a¢? die kontravarianten Komponenten des metrischen Grund-
tensors a.s von $,-; sind. Der Unterschied vom Finslerschen Falle besteht

darin, dafi in den 3(,-Rdumen im allgemeinen 15g,;,<-%—0 ist. Nach (1. 1), (1. 4)
und (1.5) ist

Dgy= —2(Ay A+ Ay )dx"—2 g’ (d).

Mit Hilfe dieser Formel bekommen wir von den Formeln (7. 8) und (7. 6a)
im Hinblick auf (0. 7a):

(7.9 Cor = Ape"y = 1{(8e X’ + Lx By Br) — 2. Aoy By By
Im folgenden bendtigen wir noch die Zerlegung von D'B,} nach dem
n-Bein By, I. Der Vektor bB, hat die Form:
(1. 10) DB, =",B +¢,l.
Nach einer Kontraktion mit ; bekommt man fiir ¢,:
(7.11) 9o = ;D B] == (05, x" + LV By Bl dut’

und nach einer Kontraktion der Glelchung (7.10) mit B wird im Hinblick
auf (7.5) und (7 6a):

(1.12) B DBy = v, du’
mit
(7.12a) v S B (05:X + L« By BY) — My,

wo M,’, selbstverstandlich die Projektion des Tensors M,-.‘";; auf Di.1 ist.
Jetzt werden wir die Hyperflache ., durch zwei Differentialgleichungs-
systeme charakterisieren. Ein Vergleich der Formeln (7. 11) und (7.9) gibt:

(7.13) Pp = (Cor + 2 Aoy By Br)dur".

Beachten wir jetzt, dall I* von den u',...,u"-' abhingig ist, so bekommt
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man die beiden charakteristischen Differentialgleichungssysteme der Hyper-
flichen durch Gleichsetzen der Koeffizienten von du® von (7.5), (7.6a) und
(7. 6b) einerseits, und von (7. 10), (7. 12) und (7. 13) anderseits. Es wird:

(1. 14) 0l LB = —ct B+l
(1.15)  eox’ =+ L BB = (74"« -+ My ") Bu ' (Cpr -+ 2 Aju By BY).

Diese beiden Formeln entsprechen den Gleichungen (13) von [15].

Mit der Bestimmung der charakteristischen Gleichungen (7.14) und
(7. 15) haben wir die Grundgleichungen der Hyperflachen auch in der We-
generschen Auffassung festgelegt. Diesen zwei Auffassungen entsprechend
konnen in den 9,-Rdumen zwei verschiedene Type der autoparallelen Hyper-
flaichen — die im Finslerschen Fall eben die Hyperebenen sind — bestimmt
werden. Fiir die autoparallelen Hyperflachen geben wir die folgende

Definition 5. Ist eine Hyperfliche %,., die Mannigfaltigkeit der
tangenten- Linienelemente (Daviessche Auffassung) und sind die autoparalle-
len Linien von $..1 auch im Sinne der Ubertragung des W..-Raumes autopa-
rallel, so ist ©,_. eine autoparallele Hyperfliche A, erster Art.

Ist die Hyperfldche 9\ die ‘Mannigfaltigkeit der normalen Linienelemente
(Wegenersche Auffassung), und sind diese Linienelemente entlang der Hyper-
fldche parallel, so ist Hn-1 eine autoparallele Hyperfliche A;-, zweiter Art.

Wir geben jetzt die analytische Kennzeichnung der autoparalielen Hyper-
flachen erster und zweiter Art. Die autoparallelen Linien einer Hyperﬂache
.1 sind durch die Differentialgleichungen

* o _ a 1 du*
(7. ]6) ) (d)— O, l ——F ——d—t‘—
~ bestimmt. Im Falle einer autoparallelen Hyperfliche A, .. folgt aber aus ¢ =
die Relation ' =0, da die autoparallelen Linien von A, , auch in Bezug
auf die Ubertragung des 9,-Raumes autoparailel sind. Nach der Gleichung
(7. 4) wird aber dann

(7 17) . by, =0

bestehen, wo bqs durch (7.3) bestlmmt ist. Umgekehrt, es folgt aus (7. 17)
nach (7. 16) auf Grund der Gleichung (7 4) die Relatlon @' =0. Wir kon-
nen also behaupten:
Die Gleichung (1. 17) ist dle charakteristische Relation der autoparallelen
Hyperflichen A, .. erster Arl. '
Fiir eine autoparallele Hyperfliche zweiter Art ist o' =0, falls die Kurve
x'=xi(t) auf der Hyperfliche A%_, liegt; d.‘h'. x == x'(u®(t)) besteht. Es wird
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nach (0. 10)
(7.18) 3ol + L3 By =0.

Nach (7. 14) bekommt man aber auf Grund dieser Gleichung ¢*, =0 und
¢,=0 und somit wird aus (7.15)

.19 dgrX' + Li '+ By Br=v,'s Bl + 21" Ay By By
Wir konnen somit wieder behaupten:
Die Differentialgleichungen (1.18) und (1.19) charakterisieren die auto-

parallelen Hyperflichen A, zweiter Art.
Wir bemerken noch, daB fiir die A}_,-Rdume wegen ¢, =0 immer

(7. 20) oo Bi==0

giiltig ist, was wir im folgenden noch beniitzen werden. Wir verweisen noch
darauf, daB aus der Definition 5 noch nicht gefolgert werden kann, daf
A,-i- bzw. Al_,-Flichen in jedem Raume existieren. Wir werden sehen, daf
die Existenz dieser Fliche die Form der Kriimmungstensoren bestimmt.

Im Finslerraum §, charakterisierte ]. M. WEGENER die Hyperebenen auch
durch die Eigenschaft, daB die Hyperebenen jeden in ihr gelegenen Vektor
bei Parallélverschiebung dauernd enthalten (vgl. [15] § 3). Fiir die A:_-Fla-
chen ist diese Eigenschaft nur dann giiltig, falls die Ubertragung metrisch,

d. h. D‘gu;:O ist. In diesem Falle ist namlich fiir einen Vektor g
(7- 21) gu.:E"J;”—{—g.‘klib&"’:O,
wenn fiir &
gil;li.E’(:O

besteht. Ist nun

gt-,.lfD‘E’"'=0
d. h.: erfolgt die Anderung des Vektors in der Tangentennchtung von A,
's0 bekommt man aus (7. 21) die Relation :

(7.22) ginE at(d)=0.

Da im Falle einer metrischen Ubertragung l,e* = 0, folgt aus (7.22) ¢* =0,
da & einen beliebigen Vektor von Aj_; bedeuten kann.

§ 8. Charakterisierung der Riume. von skalarer Kriimmung
mit Hilfe der autoparallelen Hyperflichen

Bekanntlich konnen die Riemannschen Riume von skalarer Kriimmung
auch dadurch charakterisiert werden, dafl in diesen Rdumen in jedem Punkte
eine Hyperebene gelegt werden kann, deren Normalenvektor eine vorgegebene
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Richtung hat. Diese Eigenschaft kann auch in den Erweiterungen der Rie-
mannschen Raume von skalarer Kriimmung {ibertragen werden, nur muly man
statt der Hyperebenen die autoparallelen. Hyperflichen in Betracht ziehen.
In unserem Aufsatz [8] haben wir die Raume von skalarer Kriimmung vierter
Gattung eben durch diese Eigenschaft charakterisiert (vgl. [8] letzte Definition
im Paragraphen 2). Auch in den Finslerraumen ist das giiltig, d. h. der §,-Raum
ist ein Raum von skalarer Krimmung, falls zu jedem Linienelement (x, %)
eine Hyperebene gelegt werden kann (vgl. der Hauptsatz I von [9], S. 12),
wo v die Richtung des Normalenvektors ist.

Durch die Existenz der autoparallelen Hyperflichen bekommen wir einen
neuen Typ der Raume von skalarer Kriimmung. Wir definieren diese Rdume
durch die folgende

Definition 6. Der N,-Raum ist ein Raum von skalarer Kriimmung
vierter Art, falls in jedem Punkte eine autoparallele Hyperfiiche erster Art
A,_: existiert, deren Normalenvektor C; eine beliebig vorgegebene Richtung hat.

Da fiir eine A,_,-Fliache (7.17) immer giiltig ist, muf in einem %, -Raum
von skalarer Kriimmung vierter Art die Gleichung (7. 17) vollstdndig integ-
rabel sein. Auf Grund der Definitionsformel (7.3) bekommt man aus (7.17):

CA(Brpl“ I’ 4-L7)) =
Multiplizieren wir diese Gleichung mit C’, beachten wir dann die Relation

C'Ci=0.—B, B
s0 bekommen wir: ’

8. 1) Bigtt® i’ — 2B, G*“(u, i) +2G" (x, v) =0,

wo G~ durch (2.3) und G durch die Formeln
G™ &L Bl (Bp, i " 4 L7 i(x, v) ' v")

bestimmt sind und » =B a° giiltig ist. Nach zweimaliger Ableitung nach i
folgt aus (8. 1)

(8.2) B, — B Gy (u, i)+ G} ByBs==0,
wO
G go:‘:g-a(}*“ 00— .02 '
‘) T =T 2 FIANT Oueau—g‘“‘

bedeutet.
Die Integrabilititsbedingungen von (8.2) bekommt man ebenso, wie im
Finslerraum durch partielle Ableitungen von (8.1) und darauffolgende Ver-
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tauschung der Indizes (vgl. z. B. [9] Formein (3. 7), oder [5], Formeln (5. 6)):

(8. 3a) B} BiB.G;'u(x, ) = Be G, (u, 1), ' = Bjit,
(8. 3b) C:B; By B G u(x, v) =0,

(8. 3¢) By BoBoK; (%, v) = BuK, it 1), o' =By,
(8. 3d) CiBy By B K (x, v) =0,

WO

*¢ def * *; dcf
Gl_‘) o= 6,}!04; oy GJ L= i ’G, I

bedeuten und K;’,, durch (2.6) angegeben ist; K(, . ist der aus G gebil-

dete entsprechende Berwaldsche Kriimmungstensor. Die Gleichungen (8. 3b)

bzw. (8.3d) bestimmen je eine Forderung fiir die Raumtensoren Gii bzw. K .
Es ist der folgende Satz giiltig:

Satz 9. Notwendig und hinreichend dafiir, daf3 der Raum ein 2, -Raum
von skalarer Kriimmung vierter Art sei, ist das Bestehen der Relationen (8. 3)
fiir jedes n-Bein C', B,, in dem C' auf dem Vektor I' immer senkrecht steht.

Beweis. Da in einem 9,-Raum von skalarer Kriimmung vierter Art
die charakteristischen Gleichungen (7.17) der autoparallelen Hyperflachen,
bzw. die mit (7.17) gleichwertigen Gleichungen (8. 2) vollstindig integrierbar
sein miissen, sind die Gleichungen (8. 3) notwendig.

Nehmen wir jetzt an, dafl die Relationen (8. 3) bestehen. Die Gleichun-
gen (8.2) sind dann vollstandig integrierbar. Nehmen wir noch zu (8.2) die
Differentialgleichungen

2,x =B,

hinzu, so ist auch dieses erweiterte System vollstindig mtegnerba1 da nach
(8.2)

Oi'eg]x'=0
besteheri wird. Es existiert somit eine Hyperfldche
. : : : X
8.4 Du-rs X=x'(u', 1 ..., 0", 9 == gu" e,

die im Punkte x’ die beliebig vorgegebenen Tangentenvektoren B,, hat. Das
[V

beweist eben den Satz 9, da diese Hyperﬂache dann notwendig eine A,-i1-
Fliache ist.

Beziiglich der Form des Tensors G’ konnen Zhnliche Untersuchungen
durchgefiihrt werden, wie im Finslerschen Fall (vgl. [9], § 3). Der Kriim-
mungstensor K’ wird aber eine andere Form haben, da die speziellen
Eigenschaften dieses Tensors anders sind, wie im Finslerraum 3, .



Affine Finslerrdume von skalarer Kriimmung 185

Nach einer Kontraktion von (8.3d) mit {* und mit {7 wird:
(8.5) KJ'wCiB{=0

Nach einem Lemma von A. RAPCSAK (vgl. [9] Formel (3. 8), Seite 9) hat
dann K,'y. die Form

(8.6) K== A+ 0B,

wo A, einen kovarianten Vektor, bzw. B einen Skalar bedeutet. Eine Uber-
schiebung von (8.6) mit I* gibt wegen K’ —0

8.7 B=—A,.
Fiihren ‘wir jetzt die Bezeichnung
(8.8) Yor o Ai, bzw.  ya g [iAx

ein, so wird nach (8.7)
yuo e —Au e B

bestehen, und (8. 6) geht in der Form (4. 2b) iiber.
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 10. Ein ¥,-Raum von skalarer Kriimmung vierter Art ist immer
ein affin-skalarer Raum vom Typ (4. 2b).

Jetzt wollen wir diejenigen 9(,-Rdume betrachten, in denen autoparallele
Hyperflichen zweiter Art (vgl. die Definition 5) existieren. Wir geben die
folgende -

Definition 7. Ein ,-Raum ist von skalarer Kriimmung fiinfter Art,

wenn in jedem Punkte P, eine autoparallele Hyperfliche A, zweiter Art exis-
tiert, und die Normale von A, in P, eine beliebig vorgegebene Richtung hat.

Die autoparallelen Hyperflachen zweiter Art sind durch (7. 18) und (7.19)
charakterisiert. In einem %,-Raum von skalarer Kritmmung fiinfter Art sind
diese Differentialgleichungssysteme volistindig integrierbar, und die Integra-
bilitatsbedingungen von (7. 18) bestimmen die Form des Kriimmungstensors Ry

Diese Integrabilititsbedingungen konnen im Hinblick auf (7.20) in der
Form

(8. 9) R:il:l B:z B:r =0,

bestimmt werden. Da ' ‘ .
():n - Bln B:I + l[ lm

besteht, folgt aus (8.9) die Relation

(8.10) RyBl +RY sl ==0
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woO
*r.  def py*i r k pl * def * kol
Ro gtr= Ro'lrlBi B(_)Brr; Rougoz Ro IclBQ Ba—

bedeuten. Eine Kontraktion von (8. 10) mit ; bzw. mit B} gibt
(8.11) RYyw=0, Rl =0.

Aus (8.9) und (8.11) wollen wir nun die Form von R, bestimmen.
Die Beindarstellung von R.’; nach dem n-Bein By, I" (beziiglich der Methode
vgl. [15], §1) ist
(8.12) RYy=R.\y(Bf li—BE1).

Bemerkung. Unsere nachfolgende Methode ist im Wesentlichen mit
der von A. RAPCSAK beniitzten Methode (vgl. [10] § 3) identisch, nur miissen

. *, . . - . .
wir auch R,’; bestimmen, da dieser Tensor im 9(,-Raum im allgemeinen
nicht verschwindet.

Eine Kontraktion mit /’ von (8.12) gibt

(8 13) ) R:Uoj = R:uug Bj("-

In dhnlicher Weise bekommt man fiir R, unter Beachtung von (8. 11) und
der schiefen Symmetrie von R, in j, k: .

(8.14) Ri= 2R By Biily+ 20 R0y Bii Ly

Eine Kontraktion mit /¥ gibt auf Grund von (8.13):

*

R:g'mr Bél B}.r = R:iol.- - Rnoul.'[i'
Setzen wir diese Werte in (8. 14), so wird wegen (8. 13):
(8. 15) Rs=2Ryudy.

In den U,-Raumen von skalarer Kriimmung fiinfter Art ist der folgende
Satz giiltig:

Satz 11. Die Relation (8.15) charakterisiert die N, -Rdume von skala-
rer Kriimmung fiinfter Art.

Bemerkung. Es kann leicht verifiziert werden, daf die Type (3. 2a)
und (3. 3) fiir R*=konst. die charakteristische Gleichung (8. 15) befriedigen.

Beweis des Satzes 11. Die Notwendigkeit von (8.15) folgt daraus,
daB (8.15) die Integrabilititsbedingungen von (7.18) sind. Aus (7.18)
und (7. 14) folgt schon %, =0, ¢,=0, die fiir die Hyperebenen zweiter Art
charakteristisch sind. Die Integrabilititsbedingungen von (7.19) bestimmen
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keine weitere Bedingungen fiir den ,-Raum. Das bedeutet, dafi die Bedin-
gung (8. 15) hinreichend ist, da aus (7. 18) und (0. 10) langs der Hyperflache
immer o (d)—0 folgt (vgl. [15] § 3).

§ 9. Zusammenhang mit anderen Untersuchungen

Wir wollen zunichst den Zusammenhang unserer ,- und 3,-Riume
von skalarer Kriimmung mit den entsprechenden Punktrdumen untersuchen.
Nehmen wir an, dafi

9.1) A, ) E L) — TP (x,0), M ,=0

ist, d. h. L/, soll von den v unabhingig sein. Der 9(,-Raum ist beziiglich der
Ubertragung nach der Formel (1.1) ein Punktraum. Nehmen wir noch an;
dafl auch der durch (0. 1) definierte metrische Grundtensor von den «' unab-
hangig ist, so bekommen wir die in unserem Aufsatz [8] behandelten affinen
Erweiterungen des Riemmannschen Raumes.

Bestimmen wit nun aus den Formeln (0.8) und (9. 1) die Ubertragungs-
parameter G;', so wird:

Gli=Lyn=Lis—2, QE L.

Die Berechnung von K;', gibt aus (2.5) und (2.6) im Hinblick auf (1. 15a)
9.2) K= R - 237 52— 22} 1 201 — 22,251

Ist der Raum ein 9, -Raum von skalérer Kriimmung vierter Art, so be-
steht die charakteristische Gleichung (8.3d), wo jetzt die Funktionen alle
allein von x’ abhingig sind. In diesem Falle muB aber C;K; ', die Form:

G [(T;[I:I == CjAI.-I —+ o ﬁjt + C Yik
haben (vgl. [4] Gleichung (17.7)). Beachten wir jetzt die schiefe Symmetrie von
K in k1, so folgt, daB :
Awy =0,  yj==—"F

" bestehen. Wegen der Willkiirlichkeit von C; wird dann K" die Form

©.3) Kj'w=2yud)+0iAu,  Agy =0
haben. Fiir R’y bekommen wir aus (9.2) die Formel:
9.4 A R = 10l 5 O A — g R+ 2 2+ 212

Diese Formel ist mit dem Formel (4. 1) von [8] identisch, wenn A =0
gesetzt wird. y;, und A sind durch die Forderung, dafi der %,-Raum ein
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Raum- von skalarer Kriimmung vierter Art sei, nicht eindeutig bestimmt. Eben
deshalb war in [8] moglich, auller (4.1) noch die weitere Forderung (4. 2)
zu stellen. Ist also dieser ¥,-Raum ein Punktraum, so werden wir ihn, nach
der in [8] verwendeten Terminologie, einen J;-Raum von skalarer Kriimmung
vierter Gattung nennen. Statt Satz 9 besteht jetzt der

Satz 12. Notwendig und hinreichend dafiir, daf der .-Raum von
skalarer Kriimmung vierter Gattung sei, ist das Bestehen der Relationen (9.4)

und (8. 3c).

Beweis. In einem Punktraum sind die Bedingungen (8 3a) und (8. 3b)
immer identisch erfiillt, da hier G;w=0 ist. Aus (9. 4) folgt auf Grund von
(9. 2) die Relation (9.3), und aus der Formel (9.3) folgt die Giiltigkeit von
(8. 3d). Nach Satz 9 folgt dann die Richtigkeit des Satzes 12.

Zuletzt wollen wir noch den Zusammenhang der 9,-Rdume von skala-
rer Kriimmung mit unseren friiheren. Untersuchungen [7] bestimmen. Unser
Basisraum war ein Finslerraum, die durch (0.6) bestimmte Ubertragung ent-
hilt aber wegen der Willkiirlichkeit von /. auch die in [6] und [7] beniitz-
ten Ubertragungen. Ziehen wir in unserer Formel (3. 2b) den Index i herauf, so
kann unmittelbar verifiziert werden, daff der 9,.-Raum in den in unserem Aufsatz
[7] als ¢.-Raum skalarer Kriimmung von erster Gattung bezeichneten Raum

avn

iibergeht, wo 7,; jetzt den Vektor /; des &,-Raumes bedeuten wird. Der Vektor
l; des ¢,-Raumes ist aber im allgemeinen vom entsprechenden Vektor g ;F
des %,-Raumes verschieden.
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