Sur certains automorphismes des algébres hilbertiennes

Par 1. KOVACS & Szeged

Introduction

Soit R une algebre hilbertienne'), c’est-a-dire une s*-algébre?) sur le
corps des nombres complexes, munie d’'un produit scalaire hermitien positif
(x]y), vérifiant les axiomes suivants:

() (x]y)=(Ix") pour x,y € R,

(i) (xy[2) = (y[x"2) pour x,y,z€R.

(iii) Pour tout x € R, I'application y — yx est continue.

(iv) L’ensemble des éléments de la forme xy, ot x,¥ € R, est partout
dense dans R.

Soit Hr I'espace hilbertien complété de R. Les axiomes (i) et (iii) entrainent
que les applications y —xy, y —ypyx se prolongent de maniére unique en
opérateurs bornés U, V. définis sur Hr. On a immédiatement:

Uiy =AU+ ulU, U= U.U, (U-T)* = U

=4 ‘/:r: + .u'll/!/ ‘/:n!/ : V_r/ V'r, (l/"r)‘= = V’n:* .

VMH—}LJ/

Désignons par U(R) [resp. ‘P(R)] I’ x-algébre des opérateurs U, (resp. V.).
L’adhérence forte de AU(R) [resp. ‘P(R)] est une algébre de von Neumann
qui sera désignée par R’ (resp. R"). On appelle R’ (resp. R') lalgébre de
von Neumann associée a gauche (resp. a droite) 3 R. L’ensemble (R’) des
opérateurs bornés définis sur Hr permutables aux éléments de RY est iden-
tique 2 R': (R =R". Par suite, R’nR" est le centre commun de R’ et

1) Dans tout le travail, nous utiliserons la terminologie de {2]. Pour les propriétés
élémentaires des algébres hilbertiennes, cf. [2], chap. I, § 5.

?) On appelle %-algébre sur le corps des nombres complexes C une algebre asso-
ciative A sur C, munie d'une application biunivoque x—-x* de A sur A telle que
(Ax + py)* = Ax* + 7y, (xp) =y"x", X*=x (x, y€A; 4, p€C).
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R®. Si R‘nNR" se réduit aux opérateurs scalaires, c’est-a-dire si R’ et R"
sont des facteurs, R sera dite irréductible.

Un élément a € Or est dit borné a gauche (resp. a droite) s’il existe un
opérateur borné U, (resp. V,) défini sur Hr tel que U.,x=V.a (resp.
Vo,x=U,a) pour x € R. (Les éléments de R sont bornés a gauche et a
droite et les notations U,, V. sont cohérentes avec les notations U,, V. anté-
rieures lorsque x € R.) L’ensemble B, des éléments bornés a gauche est
identique a I’ensemble B, des éléments bornés & droite. Les éléments de
I'ensemble B= B, = B. sont dits simplement bornés. Les U, (resp. V.), a
borné, forment un idéal bilateré de R? (resp. R?). On dit que R est achevée
si tout élément borné de Hgr appartient 3 R.

Pour S ¢ (R%)"?) [resp. S¢€(R%*), posons:

1 1

p(S)=(ala) si ST = U, (resp. S2="V.) pour un a ¢ Hr borné;

¢(S)= -+ oo dans le cas contraire.

Alors, ¢ est une trace') normale, fidele et semi-finie sur (R%)* [resp. (R")*].
L’idéal bilatere des 7€ R’ (resp. R?) qui peuvent se mettre sous la forme
U. (resp. V.) avec un a borné est identique a I'idéal bilatere des T € RY
(resp. R") tels que ¢(T*T)< 4 co. Si a et b sont des éléments bornés, on
a o(UsU,) = (a|b) [resp. ¢(ViV.)=(a|b)] (cf. [2], chap. I, §6, th. 1). On
appelle ¢ la frace naturelle sur (R%)* [resp. (R")*].

Soit M un =x-automorphisme®) quelconque de R. Par la relation
Dy(Uz) = Uspe [resp. Ea(Va)= Vo] (x € R), M définit un =x-automorphisme
@y (resp. Py) de UM) [resp. P(R)], comme on le voit aisément.
Nous convenons de dire qu’un x-automorphisme M de R est induisant d
gauche (resp. @ droite) si M ,induit” un *-automorphisme de R’ (resp. R")

N

3) Pour un ensemble M d’opérateurs bornés définis sur un espace hilbertien, M+
désigne 'ensemble des éléments hermitiens =0 de M. On appelle M+ la partie positive
de M.

1) Soit & une algébre de von Neumann. On appelle frace sur &* une fonction ¢
définie sur &%, a valeurs =0, telle que @(S+ T)=¢(S)+ o(T), (AS)=21¢(S),
@(USU")y=¢(S) pour S, TEA™, A=0, et pour tout élément unitaire U de €. On dit
que a) ¢ est fidéle si les conditions SE€EY, p(S)=0 entrainent S=0; b) ¢ est normale
si, pour tout ensemble filtrant croissant § < €1 de borne supérieure S€ ™, @(S) est
la borne supérieure de @(&); ¢) @ est semi-finie si, pour tout 7 non nul de &%, il existe
un S non nul de g% majoré par T tel que p(S)< - oo (cf. [2], chap. [, § 6, déf. 1).

Soient & une algébre de von Neumann, ¢ une trace sur & *. L’ensemble des T€ &l "
tels que @(T) < - o est la partie positive d’un idéal bilatére m de €. Il existe une forme
linéaire ¢ et une seule sur m coincidant avec ¢ sur m™* (cf. [2], chap. I, §6, prop. 1).

5) Etant donné une x-algébre A, on appelle %-aufomorphisme de A tout automor-
phisme M de lalgébre A, vérifiant (Mx)* = Mx* (x€A).

7
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au sens suivant: @, (resp. ¥y) peut étre prolongé en un - automorphlsme
de RY (resp. R%)°).

Dans la premiére partie du présent travail, nous donnons une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’un s#-automorphisme d’une algébre
hilbertienne soit induisant a gauche (resp. a droite) (cf. 1., théoréme). Il en
résulte que pour qu'un =#x-automorphisme d’une algeébre hilbertienne soit
induisant & gauche it faut et il suffit qu’il soit induisant a droite (cf. 1.,
théoréme, corol. 1). On peut donc parler simplement d’s-automorphismes
induisants (cf. 1., définition). Le corollaire 2 du théoréme du paragraphe
1 fournit une déscription des x-automorphismes induisants d’une algébre
hilbertienne irréductible. Les recherches de la deuxiéme partie du travail,
liées & celles de la premiére, se rapportent au cas d’une algébre hilbertienne
munie sur un groupe localement compact unimodulaire (cf. 2.).

1.

Théoréme. Soient R une algébre hilbertienne, M un x-automorphisme
de R. Pour que M soit induisant @ gauche (resp. & droite) (cf. Introduction),
il faut et il suffit que M et son inverse M__1 comme des opérateurs linéaires
admettent des prolongements linéaires fermés dans Dg.

Démonstration. Supposons que la condition du théoréme soit
remplie. Nous ‘allons démontrer que @®;, peut étre prolongé en un x-automor-
phisme de R’ (pour les notation, cf. Introduction). Désignons par M (resp.
M) le plus petit prolongement linéaire fermé de M (resp. M™'). M (resp.
M) est identique & M™ [resp. (M™')*]7). L’existence de M* et (M™')"
traine I’existence de (M*)"', et on a (M*)™ = (M"')*. En appliquant ce raison-
nement a I'opérateur M*, on voit que (M™)™" existe et (M**)" == ((M*))",
d’olt (M*™)"' = (M'l)‘*, c’est-a-dire

-(l) M =m"

Soit maintenant x un élément quelconque de R. Pour tout y¢€ R, on a
MU,y = M(U,y) = M(xy) = MxMy = Up.My = ®y(U,)My. Ceci veut dire

6) L’ #-automorphisme @y (resp. ¥y) définit uniquement son prolongement sur R
(resp. RY). En effet, tout x-automorphisme d’une algébre de von Neumann est continu
dans la topologie ultraforte (cf. [2], chap. I, § 4, th. 2, corol. 1), et I «-algébre d’opéra-
teurs °[ (R) [resp. “P(R)] est ultrafortement partout dense dans lalgébre de von Neumann
R? (resp. R") (cf. [2], chap. I, § 3, th. 2).

7) Pour la théorie des opérateurs linéaires de I'espace hilbertien, nous renvoyons le
lecteur a {4].
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que Oy(UJMEMU,, doi [Py (U)]™ M™ S M*™ U.*. Donc, pour tout x € R,
(2) - DOy(U)MEMU..

Par suite, U,M 'S M ®y(U,) (x € R). En multipliant & droite par M, on ob-
tient _

3) UM MeM* @M(Um)M (x€R).

Soit @ un élément quelconque de Dy.y. Alors, d’aprés (2), Uaé@ et
d);,(U)Ma—MU a (x €R). Dapres (3), Py(U.)Ma € Dy et U, M Ma =
=M ®y(U,)Ma. Donc

4) _ UMMEM MU,
pour tout x € R. On en déduit
®) U.IM|S |M{U. (x €R),

ol | M= (M M)*

Prouvons maintenant que 'opérateur IM| admet un inverse, c’est-a-dire
que les conditions a € Dy, |M|a=0 entrainent a=0. Soit donc aEQ‘,”
tel que [M|a==0. Alors, pour fout b€ Dy 7E D, ona (|M|a||M|b) =

= (a||M|*b) = (a|M*1Wb)—O Pour prouver que a==0, il suffit de prouver
que les éléments M Mb (bEDy M) sont partout dense dans Dy, ou ce qui
revient au méme, que l’opérateur M" M admet un inverse & dense domaine
dans $g. Comme linverse de I'opérateur autoadjoint MM, sil existe, est
autoadjoint, donc a dense domaine dans Hgr, il ne reste qu’a prouver l'exis-
tence de (M"M)™'. Soit donc b€ Dgyay; tel que M Mb=0. Alors, pour
tout ¢ € Dy, on a (M Mb|c) = (Mb|Mc)=0. Comme Vensemble des élé-
ments de la forme Mc (c€ Dy;) est partout dense dans Hr, Mb=0, d’oi
b=0 (cf. (1)), ce qun veut dire que Pinverse de M"M existe. 1l en résulie
I'existence de |M| Tenant compte de (5), on a

® UMD S IMT'U, (x€R).

Considérons maintenant la décomposition polaire de M, c’est-a-dire la
décomposition M= U|M|, oit U est un opérateur -partiellement isométrique
admettant pour sous-espace initial 'adhérence de |M[£'m et pour sous-espace
final Padhérence de MHg. Comme les opérateurs M et [M| admettent des
inverses a4 dense domaine dans Hr, U est unitaire.

En multipliant maintenant (2) par M = |M|"'U™" a droite, nous obte-
nons, d’aprés (6),

Oy(U)EMUM = UM\U|M U = UMM U.U" = UUU™.

A 16
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Ainsi, pour tout x € R, @ (U.)= UU,U"". En posant ®(T)==UTU"" pour
tout 7€ R’ on définit un =x-automorphisme @ de R’ prolongeant @,
donc M est induisant & gauche.

En partant de la relation

MV,y=M(yx)=MyMx = Vy, My = Pu(V.)My (x,y€R),

on voit que #y(V,)=UV,U™" pour tout x ¢ R. Ainsi ¥, peut étre prolongé
en un *-automorphisme de R?, c’est-a-dire M est aussi induisant & droite,
ce qui veut dire que la condition du théoréme esi suffisante.

Prouvons maintenant que la condition est nécessaire. Supposons donc
que M soit induisant & gauche®). Désignons par @ [I’s-automorphisme de
R’ prolongeant @;;.

Soit ¢ la trace naturelle sur (R’)". Posant ¢ (T)=@(P(T)) pour
T ¢ (R%)*, on obtient une trace normale fidéle et semi-finie ¢, sur (R%)*
(cf. note 4). Soit R, une algébre hilbertienne achevée partout dense dans
Hr telle que R”=RY] et telle que ¢, soit la trace naturelle correspondante
(cf. [2], chap. I, § 6, lemme 1). Soient 2: x— U.,, et 91 y—» U, les appli-
cations canomques de R et de Ry dans R’. Alors, 2i'oc @' oL est un iso-
morphisme de l’algébre hilbertienne R sur I’algébre hilbertienne Ri qui se
prolonge en un opérateur unitaire W de Hr. Pour tout 7€ R, on a ®(T)=
=W TW (cf. [2], chap. |, § 6, th. 4). D’aprés la construction de W, on a

e = @' (U,) pour tout x € R. Il en résulte que, pour y € Ry, ®(U,) € U(R).

U(R,), muni du produit scalaire (Uy,|U,,)1 = ¢(UU,), est un espace

prehllbertlen séparé dont nous désignerons le complété abstrait par \»cw(R)

Soit (a,),e, une famille d’éléments de Dgr telle que (pl(T)—Z (Ta.|a)) pour

T¢ (RJ)+ (cf. [2], chap. I, § 6, prop. 2, corol.). Ainsi, pour tout y€R,, on
all ,,Hl =g (U, Uy) ——Z(U,’,* Uja.la)= 2, |Usa.|2.  Donc, I'application
U,— (Uja).er est une apphcatlon 1sometr1que de I’espace préhiibertien U(R)

dans h—z@hg, ol Hr est identique & Hr pour ¢ €/l Cette application
A=¥i

se prolonge en une apphcatlon isométrique 6 de D%(R) dans 9.
Nous prouvons que I’application y — @(U;) de R, dans “GUJ(R) admet

un prolongement linéaire fermé. Soit donc yi, y»,... une suite d’éléments de
R: telle que y.—0, et telle que @(U; ) ait une limite ”6'@%(&) au sens

de la structure hilbertienne de '@%(Rl)' Alors, il faut prouver que u=0.
Soit (1) = (u.).e; € . L'égalité [|§(DP(U; ) —u)|]® == %7 o, )a,—ul?

8) Nous considérons uniquement le cas quand M est induisant a4 gauche. Dans
Pautre cas, quand M est induisant i droite, on peut raisonner de maniére analogue.
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montre que ®(U, )a, tend vers u, dans Dr pour tout ¢€/. Or, si x€R,
(@(U;,)a] )| =|(a| LUmx)| = |(a| W Uy Wx)| =
= |(Wa.|Viveyu)| = [la.|| | Via || |92]] == [l @ || I} Vive|| [|90]] = O,

donc (u,|x) == lim (@(U; )a.|x) =0 pour tout ¢ € /. Ainsi 6(u)=0, c’est-a-dire
n->0 .
u=0. '
Prouvons maintenant que M admet un prolongement linéaire fermé
dans 9g. Soit donc {x.}r-1 une suite d’éléments de R telle que x,—0, et

telle que la suite {Mx,}.-, est convergeante dans Hgr. Il faut prouver que
| M| — 0.

Comme W est unitaire, {.= Wx,}.=: est une suite d’éléments de R,
convergeant vers zéro. La relation
|@U; )= LU= ( LU -4, Uy, 1)) =

= ¢ ((Jl‘l’_I U”"_]!/m- |V-l!/”) =® (U’:m_m: (jmm—x”) -
=o(P(Ur _.

m %, (j.’r,m—rrn)) = q’((/;Ia:"l— M, U‘me—Jl'xl‘l) == ” Mxm ——MXJLI ,

-1
y,-Woy, 0

montre que la suite {@(U; )}.=: est fondamentale dans la métrique de
.{351‘8(31)._' D’aprés ce qui précéde, P(U;)— 0. Ainsi,

“ Mx, ”_) = ¢(U;[I" Uﬂf:l:") = (P(d)(U:n L]:n”)) =@ (U::" U’E“) ==
— (DU, Ui ) = on( (U Uy ) = | DU, 0.

. ‘. . , -1

En raisonnant de maniere analogue, on voit que I'opérateur M~ admet
aussi un prolongement linéaire fermé dans Dg, ce qui achéve la démon-
stration du théoréme,

Remarque. La suffisance de la condition du théoréme est une con-
séquence du lemme de Schur généralisé (cf. {3], p. 258, th. 1) concernant
aux représentations des x-algébres. La démonstration directe, dont l'idée est
analogue a celle de la démonstration du lemme cité, était donnée pour la
convenance du lecteur. Pour le raisonnement utilisé dans la deuxiéme partie’
de la démonstration du théoréme, cf. [1], lemme 14.

Corollaire 1. Soit M un s-automorphisme d’une algébre hilbertienne.
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) M est induisant a gauche.

b) M est induisant a droite.

Démonstration. Ceci résulte aussitdot du théoréme.
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Avant que nous formulions le corollaire 2, nous convenons d’une

Définition. Un #-automorphisme d’une algebre hilbertienne possé-
dant les propriétés du corollaire 1 est dit induisant.

Corollaire 2. Soit R une algébre hilbertienne irréductible. Pour
qu’un %-automorphisme M de R soit induisant, il faut et il suffit que M soit
la restriction sur R d’un opérateur de la forme LU, ott U est unitaire dans
Dr et oir 2.>0.

Démonstration. La condition est suffisante. En effet, soient U/ un
opérateur unitaire dans g et 2>0 tels que la restriction de AU sur R est
identique a M. Alors, M™" est la restriction de A”'U™" sur R. Ainsi, M satis-
fait & la condition du théoréme, donc, d’apreés le corollaire 1, M est induisant.

Réciproquement, supposons que M soit induisant. D’aprés le théoréme,
ceci veut dire que M et M~ admettent des prolongements linéaires fermés

dans Y. Soit M= UM M)® = U|M| la décomposition polaire de M (M
désigne le plus petit prolongement fermé de M dans 9gr). En raisonnant
comme dans la démonstration du théoréme, on voit que U est unitaire et,
pour tout x¢ R, on a U.|M|S|M|U., V.|M|S|M|V,. Daprés (R’ =R et
la théorie spectrale, ces relations impliquent que les projecteurs de la famille
spectrale de | M| appartiennent 4 R’ n R’. En étant R irréductible, il en résulte
que la famille spectrale de |A—/l| ne se compose que de O et [, c’est-a-dire
que |M|==121, >0 (I désigne I'opérateur identique de Dg). Ainsi M= AU,
ce qui établit la démonstration du corollaire 2.

2.

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, dx I'élément de
la mesure de Haar, L ’ensemble des fonctions continues a support compact sur
G. Pour f€ L, posons f*(x)==f(x""). Muni de Vinvolution ainsi définie, du pro-
duit de composition f*g(x)z.‘f(y)g(y-‘x)dy, et du produit scalaire (flg)=

= ‘f(x)g_f(_x)dx, L est une algebre hilbertienne, comme on le voit aisément.
" Soit 7 un homéomorphisme de G sur G. Par f(x)— fr(x)=f(Tx),
T définit une application linéaire biunivoque de L sur L. Supposons que la
mesure de Haar sur G soit invariante par T (ainsi par 77! aussi), c’est-a-
dire que l'on ait ‘f(Tx)dx=’f(x)dx pour tout f€ L. Nous allons démon-
trer la ) ’ _
Proposition 1. Pour que lapplication f(x)— fr(x) de L sur L soit
un *-automorphisme de Palgébre hilbertienne L, il faut et il suffit que T
soit un automorphisme de G.
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Démonstration. Supposons que 7 soit un automorphisme de G.
Alors, pour feL, on a ) .

() =(F(T0) = (T )= ATx)=(f @)
Pour f,g€lL, on a
(Fe2)r@®) — [ FO)e (1 Tx)dy = | (Tx)Y)g(y)dy =
— [ F(T(T)e((Ty) " )dy = | (T(xp)e(Ty )y,
Frxgr() = | Frxige(y)dy = [ (T () Ty ay,

Jregr=(fxg)r.

f— fr est donc un k-automorphisme de I’algébre hilbertienne L.
Réciproquement, supposons que f—f, soit un x-automorphisme de

Palgébre hilbertienne L. Alors, f— f,~ est aussi un x-automorphisme de L.

Ainsi, pour tout f€ L, on a

AT = () = (F (s = ST 57, |
Il est connu que les éléments de L ,séparent” les points de G, c’est-a-dire .

pour x,y € G, x=£y, il existe une fonction f€ L telle que f(x)==7(»). Il en
résulte que

d’oi

(T =7"'x" (x € G).
D’autre part, pour tout f, g€ L, on a
[T () dy = (Fr)r(x) = frvgr(x) = [ AT Cp))e(Ty-Ddy.

Posons y— T'y. Alors, on a

JATC)e Ty )dy = [ AT T y)e(T(T" )" )dy =

= [(TT P)e(TT "y Ydy=| (TT " y)g(y")dy.
Donc, pour tout f,g€L, on a

[IATN—ATET )y )dy =o0.

On en conclut que, pour tout x € G,

J(TX)p)—AT(xT"'y)=0 (veQ)
pour tout f€ L. Comme les éléments de L séparent les points de G, on a
(Tx)y=T(xT'y) pour tout x,y € G. En posant y= Tz, on a

(TxX)(T2)=T(x2),
ce qui achéve la démonstration de la proposition 1.
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Proposition 2. Soit T un automorphisme topologique de G par
lequel la mesure de Haar sur G est invariante. Alors, applications f— fr de
L sur L est un x-automorphisme induisant de L.

Démonstration. D’aprés la proposition 1, I'application f— f, est
un %-automorphisme de L dont I'inverse est identique a Iapplication
f—f,~. Linvariance de la mesure de Haar par 7 implique que ces appli-
cations sont isométriques. Alors, notre assertion résulte du théoréme du
paragraphe 1.

Corollaire. Pour tout élément a fixé de G, Papplication f(x)—
— f(axa™') de L sur L est un x-aufomorphisme induisant de L.

Démonstration. En tenant compte de la proposition 2, ceci résulte
de ce fait que la mesure de Haar est invariante par les automorphismes
intérieurs de G.
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