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Uber transfinite Funktionen. II
Von G. FODOR in Szeged

Sei S eine Menge mit der Michtigkeit N, und cf(¢)>0 (d.h. w. sei
nicht mit @ konfinal).

Sei M eine Teilmenge von S und nehmen wir an, daf f(x) eine Funk-
tion in M mit Werten aus S und J(x) eine Funktion in § mit Werten aus
W(m,) ist, so dab d(f(x))<d(x) fiir alle x € M mit d(x)>0 [und I(f(x))=
=d(x) fiir 0(x)=0] und J(S)& W(w.) gilt.

Wir wollen uns mit den folgenden zwei Problemen befassen:

Problem 1. Wenn 0(f(x))<d(x) (x € M, d(x)>0) gilt und d(M) eine
stationdre Teilmenge von W(w,) ist, gibt es dann immer eine Teilmenge E
von M derart, dafi O0(f(E))<J(E) ist und O(E) eine stationdre Teilmenge
von o(S) bildet?

Problem 2. Wenn d(f(x))<d(x)(x € M, d(x)>0) ist, ferner S, M und
0 (M) stationdre Teilmengen von W(w.) sind, gibt es dann immer eine statio-
ndre Teilmenge E von M derart, daf3 O(f(E))<d(E) gilt und O(E) eine sta-
tiondre Teilmenge von O(M) ist?

Bei den Bedingungen des Problems 1 gilt der folgende Satz:

Satz A. Es gibt eine Teilmenge E von M, so dafi 0(f(E))<d(E) gilt
und O(E) eine slationdre Teilmenge von 0(M) ist.

Dieser Satz ist eine Veraligemeinerung des folgenden Satzes des Ver-
fassers ([2]), welcher sich aus Satz A mit d(x) =x fiir x€ S ergibt: Wenn M
eine stationdre Teilmenge von W(w,) ist, so existiert zu jeder in M definier-
ten Funktion- f(x) mit f(x)<x fir xé M, x>0 (und f(0)=0 fiir 0 € M)
“eine stationdre Teilmenge E von M, so daB f(E)<E ist.

Ist N, regulir, S& W(w,) und d(x) eine bestimmt divergente Funktion,
so gilt bei den Bedingungen des Problems 1 der folgende Satz: ‘

Es gibt ein Element y, von S, so dafi o(y)<o(f'(»)) gilt und
O(f 'y, eine stationdre Teilmenge von O(M) ist, wo f'y,==1{x € S:f(X) = .}
ist. : '
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Es folgt aus A:

Satz B. Sei N. reguldr und S eine zusammengehdirige Teilmenge von
W(w.). Wenn ‘

a) O(M) eine stationdre Teilmenge von W(we) ist und

b) f(x) und J(x) bestimmt divergent sind,
so gibt es eine Teilmenge E von M, so daf

¢) O(E) eine stationdre Teilmenge von O(M) und
d) fiir alle x € E, 0(f(x))=d(x) ist.

Dieser Satz ist (fiir reguldre N,) eine Verallgemeinerung des folgenden
Satzes von W. NEUMER ([3]), welcher sich aus B mit d(x)==x fiir x€ S
ergibt: Sei M eine stationdre Teilmenge von W(w,) und sei in M eine be-
stimmt divergente Funktion f(x) mit Werten aus W{(w.) definiert. Dann gibt
es eine stationdre Teilmenge E von M, so daf fiir alle x € E, f(x)=x ist.

Der Satz B gilt fiir singulire N, nicht. Man kann niamlich in diesem
Fall solche bestimmt divergente Funktionen f(x) und d(x) in M bzw. in §
definieren, dafi J(S)< W(w.), o(M) eine stationdre Teilmenge von W(w,)
ist und fiir jede x € M, Jd(f(x))<d(x) mit o(x)>0 gilt.

Die Antwort auf Problem 2 ist im allgemeinen negativ. Man kann
namlich in W(w.) solche Funktionen f(x) und J(x) definieren und dann
W(w.) in zwei fremde Mengen M und N zerlegen, daB M bzw. J(N) sta-
tiondr und N bzw. (M) nicht stationdr sind, ferner d(f(N))<d(N) gilt und
fiir alle, mit W(w.) zusammengehorige Teilmenge M’ von M die Menge
d(f(M")) mit W(w.) zusammengehorig ist.

Es erhebt sich noch die Frage: Bei den Bedingungen von B gibt es
auch eine stationire Teilmenge E von M, so da J(f(x))=d(x) fiir alle
X € E und J(E) eine stationdre Teilmenge von W(w,) ist (wenn nur M auch
eine stationdre Teilmenge von W(w.) ist)? Die Antwort ist negativ.

Wir brauchen folgende Definitionen und Bezeichnungen (vgl. z. B. [4]).
Ist A4 eine Ordnungszahl, so bedeute W(A) die Menge aller Zahlen &, fiir
die < ist. Sind M und N zwei Teilmengen von W () ohne Maximum, so
heilen M und N zusammengehorig, wenn es zu jeder Ordnungszahl jeder
der beiden Mengen eine grofiere Ordnungszahl in der anderen Menge gibt.
Sind « und » zwei Limeszahlen, so heit ¢ konfinal mit », wenn u der
Limes einer wachsenden Folge vom Typ » ist. ist « eine Limeszahl, so be-
deute cf(«) den Index y der kleinsten Ordnungszahl w,, mit der « konfinal
ist. Eine Teilmenge M von W(A) heiit in W(4) abgeschlossen, wenn sie
zu jeder Fundamentalfolge von Zahlen aus ihr auch deren Limes enthilt, so-
fern dieser < A ist. Eine in W(A) abgeschlossene, mit W(/) zusammengehorige
Teilmenge M von W(A) heiit ein Band von W(A). Eine Teilmenge M von
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W(d) heifit stationar, wenn W(A)—M kein Band von W(A) enthélt. Eine
auf einer Teilmenge M von W(A) definierte Funktion ¢ heifit regressiv, wenn
p(E)<§& ist fiir alle Argumente £€ M mit §=1 (und ¢(0)=0 im Fall, dal}
0 ¢ M). Eine auf einer mit W(4) zumammengehorigen Teilmenge M von W(A)
definierte Funktion f(§) mit Werten aus W{(A) heifit bestimmt divergent,
wenn es zu jedem @< ein « gibt, so dab f(§)>@ fir =« gnlt

Wir brauchen die folgenden Sétze:

Satz C. Sei A eine Limeszahl mit cf(A)>0 (d. h. 4 ist nicht mit w
konfinal), {K.}ue<.(T =w.4)) eine Folge von Typ « vom nichtleeren und
paarweise disjunkten nicht-stationdren Teilmengen von W(A) und x. das erste
Element von K.(« <), und wir nehmen an; daj die Menge U =={Xs}acx Schon
nach Grifie geordnet ist (d.h. xa<xp fiir e<p). Ist U nicht-stationdr und
im Falle ©= 0.y mit W(d) zusammengehirig, so ist die Menge \J K« nicht-
stationdr (Vgl. [2)). et

Satz D. Wenn M nicht-stationdr ist, so ldfit sich auf M eine bestimmt
divergente Funktion ¢ definieren (vgl. (4], § 9, Satz 2).

Wir beweisen nun den

Satz 1. Sei S eine Menge mit der Mdchtigkeit N., MSS, f(x) eine
Funktion in M mit f(M)c S, und O(x) eine Funktion in S mit §(S)<
€ W(w,). Wenn ‘

1 cf(e)>0 (d. h. w. nicht mit o konfznal ist),

2. 0(f(x))<d(x) mit d(x)>0 (und O(f(x))=0 fiir d(x)=0), und

3. O(M) eine stationdre Teilmenge von W(w.) ist,
so gibt es eine Teilmenge E von M derart, daj

4. 0(E) eine stationdire Teilmenge von 0(M) ist, und

5. 0(f(E))<d(E) gilt.

Wir filthren zwei Beweise an:

Beweis 1. Sei B={f,}r<n,, e€in Band vom Typ w;q in W(wd),
wobei §,=0 ist. Wir bezeichnen mit H, die Menge aller x¢ M, fiir die
Br = 0(f(X))<Bys1: Hyp={x€ M:8, = 0(f(x)) < Brss}. Offenbar ist H,n H, =0
fir 5. Da B ein Band ist, d. h. lim 8, =g, fiir jede Limeszahl 2 <@,

P
und lim g, = w,. ist, so ergibt sich hieraus nach der Definition von H,, dass
P Wep (1)
‘M= |y H,.
POt (@)

Sei nun {H,je<: (t = i) die Teilfolge der nicht-leeren Mengen H,. Sei
Ferner 0(H,))=H;,. Offenbar ist

(M) =\ H,.
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Sei nun H1f£'=H;,€-—€U€H;,£ (E<v). Man kann offenbar annehmen, daf
<

H} #0E<*). Wenn n€Hy, ist, so ist n>8,; es gibt niamlich wegen
H}. S H, = J(H,,) ein Element x¢ H,,, fiir das d(x)=n gilt, folglich ist
n=0(x)>0(f(x))=#,. Es sei y,, das erste Element von Hy; fiir alle £<-.
Wir definieren nun auf der Menge V= {y,j¢<: (T =y @) eine regressive
Funktion :

Y (Vrg) = B
Man sieht sofort, dali w(n)==y(¥), wenn n und » zwei verschiedene Ele-

mente von Y sind. So ergibt sich hieraus auf Grund von Satz D, daB die
Menge Y nicht-stationdr ist. Da d(M) stationdr ist und

o(M)= fU Hy o (= 0g@)

<t
ist, so existiert nach dem Satz C ein &<, fiir das M, stationdr ist. Folg-
lich ist auch H,, = dJ(H,,) stationar. Damit ist der Satz 1 bewiesen.

Beweis 2. Sei U= {yp}p<u,, eine stationire Teilmenge von J(M)
vom Typ @i und

Mp={xeM:0(x)=ps € U} (B<wirim)-
Offenbar ist Mz==0 (8< wepw) und MynM,=0 (n=~v). Sei mg ein
beliebiges Element von My und M’ = {mg}p<0,,,. Die Abbildung (mg) =

= d(mp) =ys ist offenbar eine eineindeutige Abbildung von M’ auf U. Wir
definieren nun auf der Menge U eine Funktion ¢ mit der Gleichung

¢ (ys) = O(f(mp)).

Die Funktion ¢ ist regressiv, weil d(mg)=yz>0(f(mp)) = (ys). Nach
dem Satz 2 in [2] gibt es eine stationire Teilmenge N von U, fiir die

Pp(N)<N =

ist. Wir bezeichnen mit E die Menge v~!'(N). So ergibt sich nach der De-
finition der Funktion ¢(yp) = ¢(d(mp))= Jd(f(ms)), dal

P(N) = p(d(E)) = S((E));
O(A(E) < I(E).

Damit ist der Satz 1 bewiesen.

folgtich ist

Satz 2. Sei S eine zusammengehirige Teilmenge von W(ws), M S,
f(x) eine Funktion in M mit f(MYESS, und J(x) eine fFunktion in S mit
0(S)E W(w.). Wenn
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we reguldr («>0),
O(f(x))<0(x) mit d(x)>0 [und I(f(x))==0 fiir d(x)=0],
o(x) bestimmt divergent, und
4. 0(M) eine stationdre Teilmenge von W(ws) ist,
so gibt es ein Element ¥y, von M, so daf

5. 0(¥) <I(f~ 'yo) und
6 O(f'y,) eine stationdre Teilmenge von J(M) ist.

W

Beweis. Nach dem Satz 1 existiert eine Teilmenge E von M, fiir die
J(E) stationdr ist und J(f(E))<d(E) gilt. Da d(x) bestimmt divergent ist,
so ergibt sich aus d(f(E)) <N., dabi f(E)<N.. Offenbar ist

Ec U f'x
_mEf(E)

JEYS U (%),
w€l(E)

Da O(E) stationir ist, ergibt sich wegen f(E)<N., daB es ein Element
y, von f(E) existiert, fiir die J(f 'y, stationdr ist. Damit ist der Satz 2
bewiesen.

Aus dem Satz 1 folgt es unmittelbar der folgende

und

Satz 3. Sei S eine zusammengehorige Teilmenge von W(w.), MES,
f(x) eine Funktion in M mit f(M)SS, und d(x) eine Funktion in S mit
I(S8)E W(wa). Wenn

1. Nao(a>0) reguldr,

2. 6(M) eine stationdre Teilmenge von W(w.) ist und

3. f(x) und J(x) bestimmt divergent sind,
so gibt es eine Teilmenge E von M, so daf

4. O(E) eine stationdre Teilmenge von o(M) und

5. fiir alle x € E, 0(f(x))=0(x) ist.

Beweis. Seien M ={x€M:0(f(x))<d(x)} und My={xEM:
o(f(x))=d(x)}. Offenbar ist o(M)=0J(M,)UJd(M,). Nehmen wir nun an,
daff der Satz 3 falsch ist. Dann ergibt sich, da J(M) stationdr ist, dal§
Jo(M,) stationdr ist. Da N, reguldr ist, so ist M, mit W(w.) zusammen-
gehorig. Nach dem Satz 1 existiert eine mit W(w.) zusammengehorige Teil-
menge Mi von M;, so daB d(M;{) eine stationidre Teilmenge von W{(w.) ist
und J(f(M?7))<o(Mi) gilt. Da f(x) und Jd(x) bestimmt divergent sind, so
ergibt sich, daf M{ nicht mit W(w.) zusammengehorig ist, im Widerspruch
dazu, daB M| mit W(w.) zusammengehorig ist.

Fiir singuldre N, gilt der Satz 3 nicht. Seien ndmlich A, B und C drei abge-
schlossene Teilmengen vom Typ m. @ von W(m.), so dai C<B<A gilt und
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A mit W(ws) konfinal ist, und seien {a¢le o, ) Oei<a, @ und {Cghe<u )
die zu A, Bund C gehorige wachsenden Funktionen, ferner sei A'= {o.¢}i<wyy(q
und A”={Gu.g1}e<0, - Wir definieren nun zwei Funktionen d(x) und f(x)
in S=A'UA”UBUC bzw. in M=A"UBUC wie folgt. Es sei d(@n.¢)=
= Uus1), O(Quirs) = Qog, O(be) = ag, 0(ce) = b¢, f(Qu.c) = Quir1, f(be)=c;
und f(cg)==c,. Offenbar ist d(M)=A"UB eine stationdre Teilmenge von
W(ws) und f(M)= A" u C. Man kann leicht einsehen, daB J(x) und f(x)
bestimmt divergent sind und fiir alle x €M, J(f(x))<d(x) gilt.
Wir beweisen nun den

Satz 4. Es gibt zwei in W(w.) definierte Funktionen f(x) und d(x)
mit Werten aus W(w,), so dap

1. 0(f(x))<d(x), mit d(x)>0,

2. 0(W(w.)) eine stationdre Teilmenge von W(wa) und

3. fiir alle stationdire Teilmenge M von W(w.) die Menge J(M) nichi-
stationdr ist.

Beweis. Zu zwei beliebigen Oldnungszahleh y und § mit #=1 exis-
tieren zwei eindeutig definierte Zahlen n und & derart, daf

v=08n+E wobei 0=n=¢, 0=E<§.

Sei nun =5 und y € W(w,). Wir definieren die Funktionen f(x) und d(x)
in der folgenden Weise. Sei

o(dn)  =5u+4 f(6n)  =53+2,
0(5n+1)=>5n, fGn+1)=0,
0(5n+2)=>5n+3, f(5n+2)=0, (n<we)
0(31+3)=51+3, fGu+3)=5+1,
d(51+4)=>5n+4, fn+4)=>5n+2,

fiir alle n € W(ws). Offenbar ist

o(fGn) =0(Bn+2)=5n+3<0(Bn)=>51+4,

I(f(Bn+1))=0(0)=4<d(Bn+1)=>57,

O(fGn+2))=0(0)=4<d(5n+2)=5n-+3, (n>0)

L O(f(Bn+3))=0(Bn+1)=5n<d(Bn+3)=5n+3,

o(f(6n+4))=00Bn+2)=51n+3<d(Bn+4)=5n+4.
Daraus folgt leicht der Satz 4.
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Satz 5. Es gibt zwei in W(w.) definierte Funktionen f(x) und o(x)
mit Werten aus W(w,.), so daf

1. f(x) und d(x) bestimmt divergent,

2. 0(W(w.)) eine stationdre Teilmenge von W(wa) ist und

3. ist M eine Teilmenge von W(ws) und O(f(x))=0(x), fiir alle x € M,
so ist M nicht stationdr.

Beweis. Sei

oGn)  =5n+4, fGn)  =5n+3,
OGBn+1)=>53+3, fGn+1)=5,
obdn+2)=>5n+1, JOn+2)=5n, (n<we)
0(5n+3)=>57+2, fn+3)=>5y,

0 (5n+4)=>57, fGn+4)=>5(n+1).

Offenbar ist .
O(f(BN))=006Bn+3)=>5n+2<0(Bn)=>5n+4,

o(f(5n+41)) 0(Bn+1)=5n+3,
O(f(5n+2)) ==0(Bn)=5n+4>{0(Bn+2)=5n+1,
o(f(51+3)) 0(Bn+3)=51n+2,

O(fBn+4)=006Bn+1)=5Mn+1)+4>0(5n+4)=>5n.
Daraus folgt leicht der Satz 5.
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