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Über transfinite Funktionen. II 
Von G. FODOR in Szeged 

Sei 5 eine Menge mit der Mächtigkeit N« und cf(ct)>0 (d .h . coa sei 
nicht mit co konfinal). 

Sei M eine Teilmenge von S und nehmen wir an, daß / ( x ) eine Funk-
tion in M mit Werten aus 5 und ö(x) eine Funktion in 5 mit Werten aus 
W(wa) ist, so daß ö(f(x))<d(x) für alle x £ Af mit r j ( x ) > 0 [und d(f(x)) = 
= ö(x) für d(x) = 0] und d ( S ) S W(wa) gilt. 

Wir wollen uns mit den folgenden zwei Problemen befassen: 

P r o b l e m 1. Wenn ö(f(x)) < d(x) (x $ M, ö(x) >0) gilt und ö(M) eine 
stationäre Teilmenge von W(c»„) ist, gibt es dann immer eine Teilmenge E 
von M derart, daß d(f(E))<d(E) ist und 'HE) eine stationäre Teilmenge 
von d(S) bildet? 

P r o b l e m 2. Wenn c)(f(x))<ö(x) (x £ M, d ( x ) > 0 ) ist, ferner S, M und 
(){M) stationäre Teilmengen von W(M„) sind, gibt es dann immer eine statio-
näre Teilmenge E von M derart, daß ö(f(E))<d(E) gilt und c)(E) eine sta-
tionäre Teilmenge von ö(M) ist? 

Bei den Bedingungen des Problems 1 gilt der folgende Satz: 

S a t z A. Es gibt eine Teilmenge E von M, so daß <)(f(E))<<)(E) gilt 
und ö(E) eine stationäre Teilmenge von ö(M) ist. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des folgenden Satzes des Ver-
fassers ([2]), welcher sich aus Satz A mit d(x) = x für x£S ergibt: Wenn M 
eine stationäre Teilmenge von W(coa) ist, so existiert zu jeder in M definier-
ten Funktion / (x ) mit / ( x ) < x für x £ M , x > 0 (und / (0 ) = 0 für 0 6 M) 
eine stationäre Teilmenge E von M, so daß f(E)<E ist. 

Ist K„ regulär, W(cüa) und r)'(x) eine bestimmt divergente Funktion, 
so gilt bei den Bedingungen des Problems 1 der folgende Satz: 

Es gibt ein Element y„ von S, so daß <Ky»)<d{f'\y0)) gilt und 
'Hf ' y) eine stationäre Teilmenge von d(M) ist, wo f ly„ = \x £ S:f(x) — y,,} 
ist. 
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Es folgt aus A: 

S a t z B. Sei N„ regulär und S eine zusammengehörige Teilmenge von 
W((o„). Wenn 

a) ()(M) eine stationäre Teilmenge von W(<oa) ist und 
b) f{x) und <){x) bestimmt divergent sind, 

so gibt es eine Teilmenge E von M, so daß 
c) <HE) eine stationäre Teilmenge von ö(M) und 
d) für alle x£E, d(f(x))^d(x) ist. 

Dieser Satz ist (für reguläre X«) eine Verallgemeinerung des folgenden 
Satzes von W. NEUMER ([3]), welcher sich aus B mit ö(x) = x für x£S 
ergibt: Sei M eine stationäre Teilmenge von W(a)q) und sei in M eine be-
stimmt divergente Funktion f ( x ) mit Werten aus W{wa) definiert. Dann gibt 
es eine stationäre Teilmenge E von M, so daß für alle x£E, f ( x ) ^ x ist. 

Der Satz B gilt für singulare X„ nicht. Man kann nämlich in diesem 
Fall solche bestimmt divergente Funktionen f ( x ) und ()(*) in M bzw. in 5 
definieren, daß ( J ( S ) c % ) , ö(M) eine stationäre Teilmenge von W(ma) 
ist und für jede x £ M, ö{f(x))<d{x) mit d ( x ) > 0 gilt. 

Die Antwort auf Problem 2 ist im allgemeinen negativ. Man kann 
nämlich in W(ca„) solche Funktionen f ( x ) und d'(x) definieren und dann 
W(wa) in zwei fremde Mengen M und N zerlegen, daß M bzw. d(N) sta-
tionär und N bzw. ö{M) nicht stationär sind, ferner ö(f(N))<ö(N) gilt und 
für alle, mit W(m„) zusammengehörige Teilmenge AT von M die Menge 
d(f(M')) mit W(a)a) zusammengehörig ist. 

Es erhebt sich noch die Frage: Bei den Bedingungen von B gibt es 
auch eine stationäre Teilmenge E von M, so daß ö(f{x))^d{x) für alle 
x $ E und ö(E) eine stationäre Teilmenge von U^(OJ„) ist (wenn nur M auch 
eine stationäre Teilmenge von W(wa) ist)? Die Antwort ist negativ. 

Wir brauchen folgende Definitionen und Bezeichnungen (vgl. z. B. [4]). 
Ist J eine Ordnungszahl, so bedeute W(J) die Menge aller Zahlen für 
die i<A ist. Sind M und N zwei Teilmengen von W(A) ohne Maximum, so 
heißen M und N zusammengehörig, wenn es zu jeder Ordnungszahl jeder 
der beiden Mengen eine größere Ordnungszahl in der anderen Menge gibt. 
Sind ,u und v zwei Limeszahlen, so heißt ,a konfinal mit v, wenn fi der 
Limes einer wachsenden Folge vom Typ v ist. Ist a eine Limeszahl, so be-
deute cf(a) den Index 7 der kleinsten Ordnungszahl my, mit der ci konfinal 
ist. Eine Teilmenge M von W(A) heißt in W(A) abgeschlossen, wenn sie 
zu jeder Fundamentalfolge von Zahlen aus ihr auch deren Limes enthält, so-
fern dieser <A ist. Eine in W(A) abgeschlossene, mit W(A) zusammengehörige 
Teilmenge M von W(A.) heißt ein Band von W{A). Eine Teilmenge M von 
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W(sl) heißt stationär, wenn W(A)—M kein Band von W(A) enthält. Eine 
auf einer Teilmenge M von W(A) definierte Funktion (p heißt regressiv, wenn 
?{%)<% ist für alle Argumente H ( M mit (und <p(0) = 0 im Fall, daß 
Ó £ iVi). Eine auf einer mit W(A) zumammengehörigen Teilmenge M von W(A) 
definierte Funktion /(§) mit Werten aus W(A) heißt bestimmt divergent, 
wenn es zu jedem ß< A ein cc gibt, so daß / (£ )> /? für 5 s « gilt. 

Wir brauchen die folgenden Sätze: 

S a t z C. Sei si eine Limeszahl mit cf(sl)>0 (d. h. A ist nicht mit <o 
konfinal), \Ku)a<, (r^oJnfiAj) eine Folge von Typ T vom nichtleeren und 
paarweise disjunkten nicht-stationären Teilmengen von W(A) und x„ das erste 
Element von Kr,(ct< %), und wir nehmen an, daß die Menge U={xa}a<t schon 
nach Größe geordnet ist (d. Ii. xa < xß für a < ß). Ist U nicht-stationär und 
im Falle r = mit W(A) zusammengehörig, so ist die Menge U K„ nicht-
stationär (Vgl. [2]). 0 < I 

S a t z D. Wenn M nicht-stationär ist, so läßt sich auf M eine bestimmt 
divergente Funktion <p definieren (vgl. [4], § 9, Satz 2). 

Wir beweisen nun den 

Satz 1. Sei S eine Menge mit der Mächtigkeit N«, M^S, f ( x ) eine 
Funktion in M mit f(M)czS, und ö(x) eine Funktion in S mit d(S)<¡ 
£ W{ma). Wenn 

1. cf(a)>0 (d.h. coa nicht mit o> konfinal ist), 
2. ö(f(x))<ö(x) mit ú(x)>0 (und d(f(x)) = 0 für d(x) = 0), und 
3. ö(M) eine stationäre Teilmenge von W(o)„) ist, 

so gibt es eine Teilmenge E von M derart, daß 
4. ö(E) eine stationäre Teilmenge von ö(M) ist, und 
5. ö(f(E))<ö(E) gilt. 

Wir führen zwei Beweise an: 
B e w e i s 1. Sei B = ¡ßr}r<a>cfia) ein Band vom Typ ojcf(a) in W(wa), 

wobei ßn = 0 ist. Wir bezeichnen mit Hv die Menge aller x£M, für die 
ßr ^ <Hf(x))<: Hv = {x£M: ßr ^ ö(f(x))< ßv+s). Offenbar ist Hn n M == 0 
für r¡=f=-i. Da B ein Band ist, d. h. \\mßr — ßx für jede Limeszahl h<wofia) 

und lim ßv = (o„ ist, so ergibt sich hieraus nach der Definition von Hv, dass 

• m = u Hr. 

Sei nun {//r£}£<t ('r^=ftty(„)) die Teilfolge der nicht-leeren Mengen HT. Sei 
Ferner d (H r . ) = H ' n . Offenbar ist 
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Sei nun H,',i = HL — U H L ( 5 < r ) . Man kann offenbar annehmen, daß 
c f<£ 

H ' , ' ^ 0 ( S < - i ) . Wenn ist, so ist •>]>ßn; es gibt nämlich wegen 
H ' r 6 = ein Element x£HVi, für das d(x) = •>] gilt, folglich ist 
•>] = ö(x)>d(f(x))^ßrr Es sei y V i das erste Element von Hi'g für alle 2 < r . 
Wir definieren nun auf der Menge Y = {yv^i<x ( r ^ o ) , : n a ) ) eine regressive 
Funktion ip: 

VÖV£) = Ä.£. 

Man sieht sofort, daß ip{i])=t='lp(,')> wenn •>] und v zwei verschiedene Ele-
mente von Y sind. So ergibt sich hieraus auf Grund von Satz D, daß die 
Menge Y nicht-stationär ist. Da d(M) stationär ist und 

<KM) = U H" (T^ftvw) f<* 

ist, so existiert nach dem Satz C ein £,0<T, für das //¿'f stationär ist. Folg-
lich ist auch Hv ( = (f(Hr-() stationär. Damit ist der Satz 1 bewiesen. 

B e w e i s 2. Sei U = { y p } ß < M o n a ) eine stationäre Teilmenge von d(M) 
vom Typ coCf(a) und 

Mß= {x Z M: d(x) = yß { U) (ß< w,,',«)). 

Offenbar ist Mp=f=0 ( ß < m c f ( a ) ) und M,, n Mr = 0 (r\=f=v). Sei mß ein 
beliebiges Element von Mp und M' = { m ^ K ^ j • D ' e Abbildung ip(inß) = 
= d(niß) = yß ist offenbar eine eineindeutige Abbildung von M' auf U. Wir 
definieren nun auf der Menge U eine Funktion rp mit der Gleichung 

'f'(yß) =
 fHf(mß)Y 

Die Funktion cp ist regressiv, weil ö{niß) = y« > ö(f(mß)) = (p(yß). Nach 
dem Satz 2 in [2] gibt es eine stationäre Teilmenge N von U, für die 

<P{N)<N 

ist. Wir bezeichnen mit E die Menge ^ ( N ) . So ergibt sich nach der De-
finition der Funktion (p(yß) = <p(d{mß)) = d(f(mß)), daß 

tp(N) = 9(ö(E)) = ö(f(E)y, 
folglich ist 

ö(f{E))<ö(E). 

Damit ist der Satz 1 bewiesen. 

S a t z 2. Sei S eine zusammengehörige Teilmenge von W(w„), Mg^S, 
f ( x ) eine Funktion in M mit f ( M ) £ S, und d(x) eine Funktion in S mit 
J(S)S W(w„). Wenn 
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1. (»a regulär (cc> 0), 
2. d ( / ( x ) ) < d ( x ) mit d (x) > 0 [und d ( / (x ) ) = 0 für d(x) = 0], 
3. d(x) bestimmt divergent, und 
4. ö(M) eine stationäre Teilmenge von W(cia) ist, 

so gibt es ein Element y0 von M, so daß 
5. d(j;0)<d(/"1>'o) und 
6 d ( / - 1 y 0 ) eine stationäre Teilmenge von d(Af) ist. 

B e w e i s . Nach dem Satz 1 existiert eine Teilmenge E von M, für die 
ö(E) stationär ist und d ( / ( £ ) ) < d ( E ) gilt. Da d(x) bestimmt divergent ist, 
so ergibt sich aus ~ ö ( f ( E ^ < ü a , daß / ( £ ) < . Offenbar ist 

E £ U f 
r.ef(E) 

und 
d ( £ ) S U d i f ' x ) . 

• c / (/•) 
Da ö(E) stationär ist, ergibt sich wegen / ( £ ) < N „ , daß es ein Element 
>>0 von f(E) existiert, für die ö(f'lya) stationär ist. Damit ist der Satz 2 
bewiesen. 

Aus dem Satz 1 folgt es unmittelbar der folgende 

S a t z 3. Sei S eine zusammengehörige Teilmenge von W(oja), MQS, 
f(x) eine Funktion in M mit f ( M ) ^ S , und d(x) eine Funktion in S mit 
d{S)<^W{wa). Wenn 

1. N«(«>0) regulär, 
2. ö(M) eine stationäre Teilmenge von W(coa) ist und 
3. / ( x ) und d(x) bestimmt divergent sind, 

so gibt es eine Teilmenge E von M, so daß 
4. ö(E) eine stationäre Teilmenge von ö(M) und 
5. für alle x 6 E, d ( / ( x ) ) ^ d ( x ) ist. 

B e w e i s . Seien Mi = {x£M:ö(f(x))<ö{x)} und M2 = {x£M: 
d ( / ( x ) ) ^ d ( x ) } . Offenbar ist ö(M) = ö(M1) u d(Mä). Nehmen wir nun an, 
daß der Satz 3 falsch ist. Dann ergibt sich, da d(Af) stationär ist, daß 
d(Afi) stationär ist. Da X« regulär ist, so ist Afj mit W(coa) zusammen-
gehörig. Nach dem Satz 1 existiert eine mit W(wa) zusammengehörige Teil-
menge M[ von Mi, so daß d(Mi) eine stationäre Teilmenge von W(a>„) ist 
und d( / (Ai] ' ) )<d(Mi) gilt. Da / (x ) und d(x) bestimmt divergent sind, so 
ergibt sich, daß Mi nicht mit W((oa) zusammengehörig ist, im Widerspruch 
dazu, daß Mi mit W(wa) zusammengehörig ist. 

Für singulare X„" gilt der Satz 3 nicht. Seien nämlich A, B und C drei abge-
schlossene Teilmengen vom Typ r/jc/(a) von W(oja), so daß C<B<A gilt und 
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A mit W(wa) konfinal ist, und seien {aé}£<(0ena)) {Mf«ty(«) und {cf} í<>c/.(o) 

die zu A, B und C gehörige wachsenden Funktionen, ferner s e i y l ' = {aa.t}z<a,cf(a) 

und A"—{a„j.£+i}f<wc/-(0). Wir definieren nun zwei Funktionen d(x) und f ( x ) 
in 5 = y l ' U i 4 " u ß u C bzw. in M=.A'öBuC wie folgt. Es sei d(a6>.¿) = 
==ö,u(i+1), í)'(o„J.í+i) = oM.í, <){bi) = ar,.i, d(cL) bé, /(o,,.í) = i, f(bí) = C£ 
und f(c¿) = c0. Offenbar ist d(./W) = j 4 ' u ß eine stationäre Teilmenge von 
W(wa) und / (A/) = A " u C . Man kann leicht einsehen, daß d(x) und f ( x ) 
bestimmt divergent sind und für alle x£M, ö ( f ( x ) ) < ö ( x ) gilt. 

Wir beweisen nun den 

S a t z 4. Es gibt zwei in W(oja) definierte Funktionen f(x) und ö(x) 
mit Werten aus W{a>a), so daß 

1. ö(f(x))<ö(x), mit d ( x ) > 0 , 
2. (){W(<on)) eine stationäre Teilmenge von W(co„) und 
3. für alle stationäre Teilmenge M von W(o>„) die Menge <)(M) nicht-

stationär ist. 

B e w e i s . Zu zwei beliebigen Ordnungszahlen y und ß mit p' = t exis-
tieren zwei eindeutig definierte Zahlen i] und £ derart, daß 

y = ßi] + £., wobei = 0^£<ß. 

Sei nun ß=5 und y £ W((oa). Wir 
in der folgenden Weise. Sei 

d(5rj) = 5 » j + 4, 

d(57j + l) = 5 ? i , 

d (5 i j + 2) = 5i? + 3, 

r)(57i + 3) = 5 / i + 3, 

d(5/ i + 4) = 5/ i + 4, 

für alle r} £ W(wa). Offenbar ist 

definieren die Funktionen f(x) und r)'(x) 

/ ( 5 T?) = 5 > ? + 2, 

/ ( 5 , ¡ + l) = 0, 

/(57? + 2) = 0, (r¡ < OJn) 

/ (5?; + 3) = 5 ? ] + l , 

f{b,} + 4) = 5 ^ + 2, 

Hf(5>l)) = <*(5»j + 2) = 5/i + 3 < d(5ij) = 5 r¡ + 4, 

d ( / ( 5 •>] + 1)) = d(0) = 4 < ö (5 i] + 1) = 5 i h 

d(/(5r¡ + 2)) = d'(0) = 4 < d ( 5 / ; + 2) = 5?; + 3, (r¡> 0) 

ó(f(5,¡ + 3)) = ó(5i¡ + 1) = 5>¡ < ó(5?¡ + 3) = 5 r¡ + 3, 

d ( / ( 5 /¡ + 4)) = d(5r¡ + 2) = 5?i + 3 < d(5 + 4) = 5?? + 4. 

Daraus folgt leicht der Satz 4. 
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S a t z 5. Es gibt zwei in W(u>a) definierte Funktionen f(x) und d(x) 
mit Werten aus W(«0), so daß 

1. f(x) und d(x) bestimmt divergent, 
2. d(W/(w„)) eine stationäre Teilmenge von W(coa) ist und 
3. ist M eine Teilmenge von W(OJ„) und d ( / (x ) ) ^ Ö(x), für alle x £ M, 

so ist M nicht stationär. 

B e w e i s . Sei 

d(5»j) = 5 >] + 4, / (5 / ; ) = 5 / ; + 3, 

d(5/; + 1) = 5V + 3, f(5>] + 1) = 5»?, 

d(5i j + 2) = 5 ? j + l , / ( 5 / ] + 2) = 5/;, (>]<coa) 

d(51] + 3) = 5 + 2, / ( 5 i j + 3) = 57;, 

d (51? + 4) = 57;, / ( 5 7 / + 4) = 5(7; + 1). 

Offenbar ist 
d ( f ( 5 >])) = d(5?/ + 3) = 5/; + 2 < 0(5,]) = 5;; + 4, 

< * ( / ( / d ( 5 / ; + 1) = 5 /; + 3 , 

d ( / ( 5 /; + 2)) ( = d(57?) = 5r, + 4 > d(5rj + 2) = Ö7j + 1, 
d(/(57; + 3)) ) ( d(5i j + 3) = 5// + 2, 

d ( / ( 5 // + 4)) == d(5 (/; -(- 1)) = , 5 ( / ; + l ) + 4 > d(5 V + 4) = 5 n . 

Daraus folgt leicht der Satz 5. 
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