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Uber die monotone Superposition der Wahrheitsfunktionen

Von ANDRAS ADAM in Szeged

§1

A. W. Kusniezow faBlt den Inhalt des Paragraphen 2 seiner Arbeit [2] in dem
Satz zusammen: Wenn eine Wahrheitsfunktion auf zwei Weisen durch wiederholungs-
Jfreie Superpositionen aus irreduziblen Funktionen dargestellt wird, dann sind diese
Darstellungen fast iibereinstimmend (S. 202). Dieses Resultat kann folgenderweise
etwas ausfiihrlicher erldutert werden. Es existieren evidente Methoden, die, fiir
eine (im allgemeinen mehrstufige) Superpositionsdarstellung angewandt, eine Dar-
stellung derselben Funktion Jiefern, so daf3 die beiden Darstellungen ,,gleiche Tiefe™
haben. Seien diejenigen Superpositionsdarstetlungen einer Wahrheitsfunktion be-
trachtet, die ,,am tiefsten” sind im Sinne, daB die in ihnen auftretenden Funktionen
durch Superposition, nicht zerlegt werden kdnnen. Die Behauptung des Kusnje-
zowschen Satzes besteht darin, daf} jede solche Darstellung in eine beliebige andere
solcher Art-durch die erwihnten evidenten Methoden umformt werden kann.

Die vorliegende Arbeit hat den Zweck, eine Variante der Theorie von Kus-
NJEZOW zu erbauen. Unsere Untersuchungen weichen aber in Gegenstand, Aufbau
und Methode von denen von KUsSNJEZOW betrdchtlich ab. Was den Gegenstand
anbetrifft, gebrauchen wir den Begriff der wiederholungsfreien Superposition in
einer durch eine Monotonitits-Erforderung beschrinkten Form.!) Im Aufbau
unserer Forschungen und in der Formulierung unserer Ergebnisse weichen wir
besonders von [2] ab; in dieser Hinsicht ist unsere Arbeit mehr einigen Teilen des
Artikels [3] von TRACHTENBROT dhnlich,?) und folgt den in [1] begonnenen Weg.
Wir gehen in einige Einzelheiten der Theorie mehr ein, als KusNiEzow; die Tech-
nik unserer Beweise ist meistens ganz verschieden; der Begriff der Primimplikante?)
wird in groflen MaBe beniitzt, und die Herleitung der tieferen Ergebnisse griindet
sich auf dem zweiten Satze von [1].

Da unsere Betrachtung parallel zu den Untersuchungén von KUSNJEzOW
und TRACHTENBROT geht, braucht der Leser nicht {2] und (3] zu kennen. Wir defi-

1) Dieser Umstand bedeutet, daB unsere Forschungen ,,nicht so tiefgehend” sind, wie die
von KusNiezow. Es ist bemerkenswert, dafl obwohl sein Satz den analogen Satz im Falle unseres
beschrinkten Superpositionsbegriffes gewissermaBen plausibel macht, ihn doch nicht enthalt.

2) Es besteht aber eine gewisse Dualitiit mit den Methoden von TRACHTENBROT: er betrachtet
hauptsichlich die maximalen zweipoligen Teilgraphen, wir werden aber meistens die minimalen
abtrennbaren Teilmengen untersuchen.

3) Es zeigt die Bedeutung dieses Begriffes, daB er auch im Beweis derartiger Sitze, die nicht
uber Primimplikanten reden, sehr wirksam verwendet werden kann.
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nieren die ein- und mehrstufigen Superpositionsdarstellungen einer Funktion, doch
ist es meistens geniigend, die Untersuchungen auf die einstufigen Darstellungen
einzuschrinken. Um alle monotone Superpositionsdarstellungen zu beschreiben,
macht nur die Erlduterung der Anlagen der monoton-abtrennbaren Teilmengen
Schwierigkeiten (Satz 1). Darum beschiftigt sich die Arbeit hauptsichlich mit der
mengentheoretischen Situation dieser Teilmengen: es wird im Satz 7 gezeigt, daB
die Gesamtheit der monoton-abtrennbaren Teilmengen in Bezug auf die Vereini-
gung und die Differenzbildung der nicht-disjunkten Mengen abgeschlossen ist.
Es wird eine kanonische Darstellung der Wahrheitsfunktionen so eingefiihrt, daf
jede Funktion eine wohlbestimmte derartige Darsteliung hat, und durch eine Kette
derartiger Darstellungen aus solchen Funktionen aufgebaut werden kann, deren
jede entweder zum vierten Typ gehort,*) oder Konjunktion oder Disjunktion ist. Die
Sdtze 2 und 11 geben (sukzessiv angewandt) eine Ubersicht der monoton-abtrennbaren
Teilmengen fiir eine Funktion f, wenn die iterierte kanonische Darstellung von f
bekannt ist. Die Folgerung des Satzes 12 zeigt, dafl unsere Forschungen im Falle
einer monotonen Funktion ,,gleiche Tiefe” haben, wie die von KusNnJEzow. Der
letzte Paragraph zdhlt. einige offene Probleme auf, deren Erlauterung (auch wegen

des Zusammenhanges mit der Theorie der Relais-Kontakt-Schaltungen) wiin-
schenswert scheint.

§2

Es wird vorausgesetzt, dafl die Terminologie und die Ergebnisse der vorher-
gehenden Arbeit [1] dem Leser bekannt sind. Wir werden die Sitze von [1] als Satz
1*, 2%, 3* erwdhnen. In den Beweisen wird der Satz 2* oft auch ohne Berufung
angewandt werden.

Es wird immer angenommen werden, daB3 eine Wahrheitsfunktion von jeder
ihrer Variablen effektiv abhingt.’) Wir bezeichnen die Implikation durch —, das
Zeichen = wird einem anderen Zweck dienen.

Nun fithren wir einige allgemeinere Superpositionsbegriffe ein, als der (in [1]
grundlegende) Begriff der einfachen wiederholungsfreien Superposition, Betrachten
wir eine Wahrheitsfunktion f[0] (@={x,, x5, ..., x,}). Seien 1), 92 _  Hm
(m=1) paarweise disjunkte Teilmengen von @, und werde die Vereinigungsmenge

gOUIDU...UOM™ durch & bezeichnet. Im Falle, dal n-+1 Wahrheitsfunk-
tionen

FHO=0)U(xD, XD, ..., x)], O], FO[D], ..., fm[gem]

existieren,®) derart, daB durch die Substitutionen x(V = f(1), x(2) = f(2)__  x(m) = f(m)
eine Funktion entsteht, die als Funktion von x,, x,, ..., x, (in dieser Reihenfolge
aufgefaBBt) mit f iibereinstimmt, sprechen wir iiber eine Darstellung von f[6] in

4) D. h. sie hdngt von keiner Variablen monoton abnehmend ab, und gestattet keine nicht-
triviale Superpositionsdarstellung.

5) Dies ist dquivalent mit der Aussage: ist x; eine beliebige Variable von f, so hat f eine
Primimplikante, die x, (unnegiert oder negiert) enthalt.

6) Die Anordnung der Menge 6 auch auf ihre Teilmengen iibertragen wird; die Variablen
x, x@ ., xtm kommen in @ nicht vor, und sie treten in (6 —6)U {xD,....x} — in der Reihen-
folge der wachsenden Indizes — als letzte auf.
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der Form einer einstufigen wiederholungsfreien Superposition, und schreiben wir
@1 f= (5020, fD 25D, f) = (),

Wir sagen, daB x? und jede Variable von f% einander entsprechen; eine Variable
von f*, die nicht substituiert wird, entspricht sich selbst.

Zunichst wollen wir die k-stufige wiederholungsfreie Superposition induktiv
definieren. Es sei angenommen, dal3 die Begriffe der einstufigen, zweistufigen, ...,
(k — 1)-stufigen wiederholungsfreien Superpositionen bekannt sind. So sei eine
Darstellung der Funktion f in der Form einer einstufigen wiederholungsfreien
Superposition gegeben. Wir betrachten einige der inneren Funktionen £V, £
S in einer wiederholungsfreien Superpositionsdarstellung, wobei

-jede dieser Darstellungen entweder einstufig, oder zweistufig, ..., oder (kK —1)-
stufig ist, und

mindestens eine der Darstellungen (k — 1)-stufig ist.

In diesem Falle sprechen wir {iber eine k-stufige wiederholungsfreie Superpositions-
darstellung der Funktion f.

Wir bemerken, daBl von der Mitte des Paragraphen 3 an diese Superpositions-
begriffe mit der Beschrinkung gebraucht werden, daB f* von jeder der Variablen
X0 x@x(m monoton wachsend abhingt.

Ist f[0) eine monoton wachsende Funktion von x; und x;, und ist {x;, x;}
eine monoton-abtrennbare Teilmenge von @ fir £, so heillen x; und x; assoziierte
Variablen. Jede Variable ist mit sich selbst assoziiert genannt.

Betrachten wir die Funktionen, die von mindestens zwei Variablen abhidngen
und von der Konjunktion und Disjunktion (von zwei oder mehreren Variablen)
verschieden sind. Wir fithren vier Type dieser Wahrheitsfunktionen ein, so daB3
jede Wahrheitsfunktion zu genau einem dieser Type gehort. Hat f[0] mindestens
eine Variable, von deren sie monoton abnehmend abhiingt, so gehort f[8] zum
ersten Typ. Ist f[0] nicht vom ersten Typ, und hat sie mindestens ein Paar asso-
ziierter Variablen, so gehort sie zum zweiten Typ. Die iibrigen Wahrheitsfunktionen
(d. h. diejenigen, die von jeder Variablen monoton wachsend oder nicht-monoton
abhiingen, und kein assoziiertes Variablenpaar haben) bilden den dritten und vier-
ten Typ, und zwar eine derartige Funktion f[0] gehort zum dritten Typ genau dann,
wenn sie mindestens eine monoton-abtrennbare Teilmenge hat, die in 0 echt ent-
halten wird und aus zwei oder mehreren Elementen besteht. Es ist klar, welche
Funktionen zum vierten Typ gehdren.

Es sei eine Primimplikante 9 der Funktion f[0] gegeben. Sei die Relation
oL, &) wahr firr A und #’(<6) dann und nur dann, wenn 9, nicht die leere
Konjunktion ist (d. h. wenn mindestens ein Element von 6 in 9 — unnegiert
oder negiert — auftritt).

Sei f eine Wahrheitsfunktion, die von den Variablen x, x,, ..., x, abhingt.
Bezeichnen wir durch o eine Teilmenge der Menge {1, 2, ..., n}. Definieren wir
eine Funktion g(x,, x,, ..., x,) so, daB die Werte von g durch die Gleichheit

g(Xl’ X2y erey xn)=f‘('i‘ls iZ» b ';Cn)
bestimmt werden, wo X; im Fall j§a x;, und im Fall j€a X; bedeutet. Dann sagen
wir, den Negationsoperator N, fiir f angewandt zu haben. Hat a nur ein Element

i, dann schreiben wir statt Ny;; auch Nj,.
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§3

Wir erwihnen zuerst die triviale Tatsache, daB jede einstufige wiederholungs-
freie Superpositionsdarstellung (2. 1) einer Wahrheitsfunktion f folgenderweise suk-
zessiv aufgebaut werden kann. Erstens betrachten wir selbst f, danach eine ein-
fache Darstellung von f, in deren die innere Funktion eine der Funktionen f(,
f@, ., ft ist (die duBere Funktion wird durch die innere eindeutig bestimmt).
Im néchsten Schritt kommen zwei innere Funktionen vor (die innere Funktion
der vorhergehenden Superposition und eine andere; gewihlt aus £, f(2) o),
Die Fortsetzung des Verfahrens fiihrt in m Schritten zur vorgegebenen Superposi-
tionsdarstellung der Funktion f

Hilfssatz 1. Betrachten wir die Wahrheitsfunktion f[0]; sei & eine Teilmenge
von 0. Wenn es eine einfache wiederholungsfreie Superpositionsdarstellung von f
gibt, in deren die innere Funktion genau von den Flementen der Menge 8 abhingt,
dann gibt es genau zwei derartige Darstellungen von f, und zwar kann die andere Dar-
stellung folgenderweise aus der ersten gebildet werden: wir wenden den Negations-
operator N auf f* an, und wir ersetzen f durch [°.7)

Beweis. Es ist klar, dal unser Verfahren eine (von der gegebenen verschie-
dene) Superpositionsdarstellung von f gibt. Es ist zu beweisen, dal f keine iibrige
Darstellung erlaubt, in deren die innere Funktion von den Elementen von 6" ab-

hédngt. Namlich sei
(FFIO—-0)U{x); fil0']=x")

eine beliebige Darstellung von f.

Fall 1: Es gibt eine volle Elementarkonjunktion 9 von f”, bei deren dic Werte
von f” und f{ tbereinstimmen. Es ist (aus Symmetriegriinden) geniigend, den Fall
zu untersuchen, daf3 dieser Wert t ist. Es kann zuerst gezeigt werden, daB} f* und
J1 immer gleich sind, wenn x” den Wert 1 hat. In der Tat, sei B & x’ eine volle Ele-

mentarkonjunktion fiir /* (und fi). So soll die Gleichheit
AB&X)=f(B &N =B &x)
gelten.

Nun konnen wir beweisen, daBl f und fi identisch gleich sind. Da f* und
fi effektiv von x’ abhiingen, besitzen diese Funktionen vier volle Elementar-
konjunktionen von der Form D&x’, D&, E&x’, €& X', so dalB

FE@&X) A (D &T) und fH(E &X)£[H(E&T)

gelten. Sei € eine volle Elementarkonjunktion von f (und fi). Wire f/(€)=1
und fi(€)=}, so bekdmen wir die Ungleichheit

SE &)= *C&x)=fFC &) =T (€ &X)=f(€ & C),
die ein Widerspruch ist. Die Giiltigkeit der beiden Gleichheiten /(€)= und

7y Der Leser kann wahrnehmen, daB die Zeitworter ,,substituieren” und ,.ersetzen’ nicht
in demselben Sinne verwendet sind. ,,Substituieren” bezieht sich nimlich auf die Bildung einer
Funktion durch Superposition; ,.ersetzen” bedeutet an dieser Stelle des Textes: f* spielt dieselbe
Rolle in der neuen Darstellung, wie f in der urspriinglichen. (Wir werdenim § 6 auch iiber Sub-
stitu tion von Primimplikanten reden.)
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f1(€) =t fiihrt auf dieselbe Weise zu einem Widerspruch. Die so bewiesene Uber-
einstimmung von f” und fi impliziert auch die identische Gleichheit von f* und fi.

Fall 2: fi ist die Negation von f”. Es ist klar, daB £ aus /* durch die Anwen-
dung von N,  entsteht.

Satz 1. Wir betrachten die Wahrheitsfunktion f[0}; seien OV, 00, . ., 0"
paarweise disjunkte Teilmengen von 0. Wenn es eine einstufige wiederholungsfreie
Superpositionsdarstellung von f gibt, in deren die inneren Funktionen fV, (3 .
S (der Reihe nach) von den- Mengen 0 0@, . 0 abhingen, dann gibt es
genau 2™ derartige Darstellungen von f; und zwar kann jede Darstellung aus der an-
gegebenen folgenderweise eindeurig gebildet werden: wir betrachten eine Teilmenge
o der Menge {1,2, ..., m}, wir wenden den Negationsoperator N, auf f* an, und wir
ersetzen [0 durch f ) genau in denjenigen Fillen, daf§ i€ gl[l

Beweis. Der Spezialfall m=1 ist im Hilfssatz 1 bewiesen worden. Der all-
gemeine Fall wird daraus durch vollstindige Induktion nach m leicht folgen, wenn
wir das sukzessive Erbauen der gegebenen Darstellung (s. den Anfang dieses Para-
graphen) betrachten. Wir diirfen annetimen, daf3 die inneren Funktionen so numeriert
sind, daB in der ersten Darstellung nur f™[0M)], in der zweiten nur /) und @[],
in der dritten nur fM, f@ ynd f®[OP)], ... als innere Funktionen auftreten. Sei
der Satz fiir m=i—1 giilltig angenommen. f erlaubt genau 2{~! Darstellungen,
in denen die Variablenmengen der inneren Funktionen genau 6V, &) .  6¢-b
sind. Fiir jede dieser Darstellungen hat die duBere Funktion (nach dem Hilfssatz 1)
genau zwei einfache wiederholungsfreie Supérpositionsdarstellungen, in denen die
innere Funktion von den Elementen von 8® abhidngt. Die Substitution der Funk-
tionen f(), . f(" D fiihrt zu 2-21-1=2! einstufigen wiederholungsfreien Darstel-
lungen von f, in denen die Variablenmengen der inneren Funktionen 81, ... 81
sind. Also gilt der Satz auch fiir m=1i, womit der Beweis durch Induktion voll-
bracht wurde.

In den folgenden Teilen der Arbeit werden unsere simtlichen Superpositions-
begriffe durch eine beschrinkende Bedingung spezialisiert verwendet werden. Nam-
lich, es wird iiber die einstufigen wiederholungsfreien Superpositionen vorausge-
setzt, daBl die Funktion f* monoton von jeder der Variablen x(), x(2) x(m
abhéngt; in entsprechendem Sinmne werden die mehrstufigen Superpositionen ver-
standen. Wir bringen diese Beschrdnkung dadurch zum Ausdruck, dall wir iiber
monotone Superpositionen reden.

Eine einfache w1ederholungsfrele Superposition heiBBt wachsend, wenr f* mono-
ton wachsend von x” abhingt.

Satz 2. Es sei eine Darstellung der Wahrheitsfunktion f in der Form einer ein- -
fachen wiederholungsfreien wachsenden Superposition gegeben. Eine Teilmenge 0+
von 0~ 0 ist dann und nur dann monoton-abtrennbar fiir f*, wenn 0+ monoton-
abtrennbar fiir f ist. Eine Teilmenge 0+ von ' ist dann und nur dann monoton-
abtrennbar fiir ', wenn 0% monoton-abtrennbar fiir f ist.

Beweis. Der Teil ,,nur dann” der ersten Behauptung kann leicht eingesehen
werden. Umgekehrt, sei 6+(S60—8) monoton-abtrennbar fiir f. Nach Satz 1*
sind die Primimplikanten von f* genau

3.1 A o & X7, ..., WDy & x/, AEHD, LA™,
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wobei AMD, ..., A samtliche Primimplikanten von f bedeuten, so numeriert, daf
S‘I(')(1<15m) genau in den Fillen k<i=m die leere Konjunktion ist. Dieselbe
Primimplikante von f* kann in (3.1) auch in mehreren Exemplaren auftreten.
Seien B, € zwei beliebige Primimplikanten von f*, so daB' keine von Be+ und
Qg+ die leere Konjunktion ist. Sei 3 das j,-te und € das j,-te Glied in der Aufzih-
lung (3. 1). Die Konjunktionen %A5? und A§? sind offenbar nicht leer; dies impli-
ziert (durch die Annahme fiir 8+ und den Satz 2*), daf3 AT, &AG? eine Prim-
implikante von f ist. Wir sondern nun zwei Fille ab, je nachdem

(UG & UGy =AY
leer ist oder nicht. Ist es leer, so gilt offenbar die Gleichheit
G2 | Ao & AP = Bo-0y {x‘})—v.+~ & Gy,

und im entgegengesetztem Falle stimmt ersichtlich (A§%+ & A§?)s_p & x* mit dem
an der rechten Seite von (3. 2) vorkommenden Ausdruck iiberein. Dieser Ausdruck
ist also eine Primimplikante von f*, und 6+ ist monoton-abtrennbar fiir f*.

Um die zweite Behauptung in der Rlchtung ,,nur dann” zu beweisen, sei die
innere Funktion f” in der Form

(£l =0 U{x"}]; g,[0%]=x")
dargestellt. So gestattet f die Darstellung
I=((f*; 81=x); g2=%").
Es folgt aus dem Satze 1*, daBl die duBere Funktion der letzten Darstellung
monoton von x” abhéngt, wenn sowohl g, von x” wie f* von x” monoton abhingt.
So soll 8+ auch fiir f monoton-abtrennbar sein.

Umgekehrt, sei 6*(c@) fir f monoton-abtrennbar. Seien B, € beliebige
Primimplikanten von f’, fiir die B+ und €g+ nicht leer sind. Es gibt nach
Satz 1* zwei Primimplikanten %, A'? von £, die 8= und C=A" ge-
niigen; Ay e & ALY ist dann auch eine Primimplikante von f. Wegen des
Satzes 1* und der monotonen Abhingigkeit der Funktion f* von x’ ist dann

(U oe &AG)g =By _ g+ & s

eine Primimplikante von f".

§4

Satz 3.8) Es seien O und 0" monoton-abtrennbare Teilmengen von 0 fiir die
Wahrheitsfunktion f[0). Wir nehmen an, daf jede der Mengen 6" und 0" mindestens
zwei Elemente enthdlt, und ihr Durchschnitt aus einer Variablen x; besteht.”)
Dann gilt entweder

oW, 0 —{xP=0o@ {x)=0, 0" ~{x;})

8) Wir werden spéter die Sitze 3 und 4 vefa‘llgemeinern (Sitze 6, 7).
9) Es ist klar, daB die Funktion f monoton von x; abhingt.
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Siir jede Primimplikante von f, oder erfullt Jjede Primimplikante hochstens eine der

Relationen
o, 0 —{x}), e, {x;}), o(A, 0" —{x:}).

W1r werden den Satz 3 in den Hilfssédtzen 2 — 6 beweisen. Die Hilfssdtze 4, 5, 6
geben die Behauptung des Satzes. Es wird in jedem Hilfssatz die Annahme des
Satzes erfordert.

Hilfssatz 2. Gilt
Q(%: o — {xi}) & Q(%, {xi})

fiir eine Primimplikante B, so gibt es eine Primimplikante G, die

(8, 0" —{x;}) & o(C, {x;}
erfiillt. .

Beweis. Betrachten wir eine beliebige Primimplikante D, fiir die (D, 0” — {x,})
wahr ist. (Es gibt immer eine Primimplikante von dieser Beschaffenheit.) Dann
ist

(Do &230 o )o o &Bp=0C
eine . Primimplikante, die ¢(GC, 0”—{x 1)) und 0(€, {x;}) geniigt.

Hilfssatz 3. Es existiere eine Primimplikante B, fiir die

Q(’EB: & — {xi}) & Q($5 {xi})
gilt. Dann ist . _ .
o, 0)— o, {x;})
wahr fiir jede Primimplikante A.

Beweis. Angenommen, der Hilfssatz sei falsch, erhdlt man durch iterierte
Anwendung des Satzes 2* in jedem Falle einen Widerspruch zur Tatsache, daB3
eine Primimplikante keine Teil-Konjunktion einer anderen Primimplikante sein kann.

In der Tat, betrachten wir eine Primimplikante 9, die die Konklusion des
Satzes nicht erfiillt (d. h. fiir den o(9(, #)=1% und o, {x;})=1| gelten).

Fall 1: o, 0”—{x;})=1. Dann sind
?Bo'&s.][o_a' und (%9_9”&9[9”)0'&9[9_9'
Primimplikanten; die zweite ist eine echte Teil-Konjunktion der ersten.

Fall 2: o, 60”"—{x;})={ und (B, 0"~ {x;})=1. Dann wird de; Wider-
spruch durch 3 und die Primimplikante

(Vo & Ap-g)o & Voo = V(o' - {x:})
geliefert.

Fall 3: o, 0" —{x;))=0(, 0" —{x;})=1{. Dann ist A ein echter Teil der
Primimplikante

9[0' & (@o" & (Q}e' & 9[9-9’)9-0”)0_6' = SJ[ & @a".. {xi} N
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wobei € eine Primimplikante ist, die

06, 0" —{x) & o (€, {x;})

geniigt (der Hilfssatz 2 sichert die Existenz einer Primimplikanten von dieser Be-
schaffenheit).

Hilfssatz 4. Entweder gilt
o, 0°U60") - o, {x;})

fiir jede Primimplikante W, oder geniigt jede Primimplikante hichstens einer der Re-
lationen

0L L, 0% O U0 —{x).

Beweis. Wir nehmen an, der Hilfssatz sei falsch, d. h. daB es zwei Primimpli-
kanten A, B gibt, fiir die

0@, 0'U07) = o(B, {x)=0(B, 0'UO") —{x}) =t

Q(Q[’ {xi}) =}

und

gelten.

Die Gleichheit - :
' o(B, ('U) —{x})=1
kann auch in der Form

; 0B, 0~ (x) V 0B, 0"~ {(x) =t

geschrieben werden. Wir koénnen (aus Symmetriegriinden) ohne wesentliche Ein-
schrinkung annehmen, daB o(3, 8" —{x,}) gilt. Nach Hilfssatz 2 wird auch die.
Gleichheit

(€, 0" —{x.p) & o(G, {x;}) =1

durch eine passende Primimplikante € erfiillt.

Andererseits impliziert die Giiltigkeit von o(M, 68U 6"}, daB entweder o (2, 6’
oder ¢(, 8”) wahr ist. Wir kénnen den Hilfssatz 3 anwenden (eventuell soll in
ihm @ durch 6” und B durch € ersetzt werden); dieser behauptet, daB ¢ (2, {x;})
wahr ist. Dieser Widerspruch beweist den Hilfssatz 4.

Hilfssatz 5. Gilt die erste Alternative des Hilfssatzes 4, so sind
o (x )~ 0 0 {x)

und
0 (9[’ {xi}) -0 (9[5 0” - {xi})
fiir jede Primimplikante wahr.

Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es, die erste Implikation zu beweisen..
Betrachten wir eine Primimplikante ¥, der (9, 0 —{x;}) geniigt. Wire
e, {x;h)=t und o(Q 6 —{x;})=14 fiir irgendwelche Primimplikante 9, so-
wire auch :

Bo-o & Ao =Vo- (- {x:})
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-eine Primimplikante. Diese ist aber eine echte Teil-Konjunktion von ¥ und so
kann keine Primimplikante sein. Dieser Widerspruch beweist den Hilfssatz.

Hilfssatz 6. Gilt die zweite Alternative des Hilfssatzes 4, so geniigt jede Prim-
dmplikante hidchstens einer der Relationen

o, 6 —{x;}), Q0" —{x}).
Beweis. Es seien.
QLo —{x;)), o 0"—{x;}) und o(Y,{x;})

-wahr fiir zwei passende Primimplikanten 9, 3. Dann erfiillt die Primimplikante
Q@ =%y_y & B, beide der Relationen

o€, {x;}) und o(C, 0"~ {x}).
‘Dies widerspricht der angenommenen zweiten Alternative des Hilfssatzes 4.

Satz 4.%) Es seien 0' und 6” monoton-abtrennbare Teilmengen von 0, deren
_jede mindestens zwei Elemente enthdlt, und deren Durchschnitt aus einer Variablen
x; besteht. Dann sind auch

0; Ue”, & —{x), 0"—{x;} und (@U0")—{x;}
.monoton-abtrennbare Teilmengen von 0.

Beweis.

A) Wir zeigen erstens die Behauptung fiirr 0" — {x;}. Seien A und B zwei’ Prim-
implikanten von f; so dafl Ap._ ;3 und Y4y nicht leer sind. Wir sollen zeigen,
-dal} auch

SJ[B'—{x.-} & 23(9-—0')U{Xi}
-eine Primimplikante ist. Wir werden zwei Fille danach absondern, welche der
Alternativen des Satzes 3 gilt. )

Fall 1. Beide von ¥ und ¥ enthalten die Variable x;. Dann ist
9[0'—{:«} &23(0—0')\.'{.\”:'} -’59[0'—{x;} & Yo_o &3?.-:9[0' & 230—01
-wahrlich eine Primimplikante. (X; bedeutet die Variable x; unnegiert oder negiert '

danach, ob die Funktion f von x; monoton wachsend oder monoton abnehmend
.abhingt.)

Fall 2. g, r und By, sind beide leer. Dann gilt ersichtlich die Gleichheit
9[9'_{_“} & 23(0—0’)u{x.'} = 9[0' & 230..9'.
B) Die Richtigkeit der Behauptung fiir 0” — {x;} kann durch eine der vorher-
-gehenden analoge Gedankenfolge bewiesen werden.

C) Wir .wollen beweisen, daB ¢ UU8” monoton-abtrennbar ist. Dafiir geniigt
€s zu zeigen, daB auch

Aprvo & BVo- (000
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eine Primimplikante ist, wenn die Primimplikanten 9 und 3
oL U0 =0o(B,00U0")=1
erfiillen. Ersichtlich ist o(2, & U0”) dquivalent mit

@ AxH Ve, 0’ —{x;) V oA, 0" —{x;}).

Wir unterscheiden finf Fille. _
Fall 1: Es gilt die erste Alternative des Satzes 3. Dann ist

Woruo & By 900y =No - {xi} & Uy & 230—9')(0—9")u{xi}

eine Primimplikante
Wir werden in jedem der iibrigen vier Fille die Gultlgkelt der zweiten Alter-
native des Satzes 3 annehmen.

Fall 2: )
QL O —{x)=0B, 0 —{xP=1.
Dann’ wird die Gleichheit
Norvo & Vo (orvory = Ao &Bg-o
erfiillt. '
Fall 3: .
oL O —{xP=0(B, 0" —{x;})=1.
Dann haben wir die Gleichheit
Ao & By o0y = o & (Voo & Co)o—gr,

wo € eine beliebige Primimplikante ist, die ¢(€, {x;}) geniigt.

Die Fille 4 und 5 stammen aus den Fillen 2 bzw. 3 durch den Vertausch der
Rollen von ¢ und 0",

Offenbar enthalten die Fialle 2 —5 alle Moglichkeiten, wenn die zweite Alter-
native des Satzes 3 gilt.

D) Der letzte Teil dient zum Beweis der Tatsache, daB3 (6"U0”) — {x;} monoton-
abtrennbar ist. Wir wollen zeigen, daB3 !

“.1) Wiorwory— 4} & Bo- w0 i}
eine Primimplikante ist, wenn
oL O —~{x DV e@,L0"—{xN=008,0 —-{x)V o(B, 0" —{x})=1
gilt. Der Ausdruck (4. 1) ist in allen moglichen Féllen gleich mit Wy, o & Bo—evon»
der Gedankengang des Teils C) impliziert also unsere Aussage. (Die erwihnte

Gleichheit ist durch eine Diskussion leicht verifizierbar; man soll den Satz 3 in
Betracht nehmen.)
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§5

Es sei f(xy, ..., x,) eine Wahrheitsfunktion ersten Typs; seien x; , X;,, ...,%;
diejenigen Variablen, von denen f monoton abnehmend abhingt (i, <i, <...<i,).
Dann bedeute die kanonische Darstellung von f die Superpositionsdarstellung

= (55,230, 5, =x2), ., % _=xMm),

Die Funktion f* ist durch f eindeutig bestimmt, sie gehort zum zweiten, dritten
oder vierten Typ.
Nun betrachten wir eine Wahrheitsfunktion fzweiten Typs. Dann haben wir den

Satz 5. Die Assoziiertheit ist eine A'quivglenzrelation in der Menge der Vari-
ablen von f. Die simtlichen Variablen einer Aquivalenzklasse, die wenigstens zwei
Elemente enthilt, bilden eine. monoton-abtrennbare Teilmenge.

Beweis. Wir wollen zuerst die Transitivitit der Assoziiertheit zeigen. Seien
xy und x,, ferner x, und x; assoziiert. So sind {x;, x,} und {x,, x3} monoton-
abtrennbar. Wegen des Satzes 4 ist auch {x;, x;} monoton-abtrennbar, also sind
auch x; und x; miteinander assoziiert.

Die zweite Aussage des Satzes wird durch Induktion bewiesen. Es sei ange-
nommen, daB8 {x,, x,, ..., x,} eine Klasse assoziierter Variablen ist, und die Vari-
ablen xy, ..., x; (1=/<k) eine monoton-abtrennbare Menge bilden. (Die Anord-
nung der Variablen ist beliebig.) Wegen .der Assoziiertheit von x, und x4, ist auch
{x;, x,4+,} monoton-abtrennbar. So ist durch den Satz 4 auch {x,, ..., X}, X;4+,}
monoton-abtrennbar.

Der so bewiesene Satz 5 gibt uns die Moglichkeit den Begriff der kanonischen
Darstellung einer Wahrheitsfunktion f von zweitem Typ einzufiihren. Seien 01, ...
..., 8 die mindestens zwei Elemente enthaltenden Aquivalenzklassen. Die Dar-
stellung

f_—_. (f*;f(l):x(l), .”’f(m):x(m))

heiBt die kanonische Darstellung von f, wenn f* von jeder der Variablen x(1, ... x(
monoton wachsend abhingt, und die Variablenmengen von fM, ..., fi (der Reihe
nach) genau 6, ..., 6 sind. Diese kanonische Darstellung ist bis auf Permuta-
tionen von x(M, ..., x( als Variablen von f* (und bis auf die entsprechende Per-
mutation von f, ..., f®™) eindeutig bestimmt.

§6
Hilfssatz 7. In der kanonischen Darstellung einer Wahrheitsfunktion von

zweitem Typ ist jede innere Funktion entweder eine Konjunktion oder eine Disjunk-
tion (von zwei oder mehreren Variablen).

Beweis. Sei fO[0®] =f®(x;,, ..., x;) eine innere Funktion in der kanonischen
Darstellung der Funktion f{0] vom zweitem Typ. Nach Satz 1* sind die Primimpli-
kanten von f@ genau die (verschiedenen) nicht-leeren Elementarkonjunktionen
der Form Ay, wo 9 die Primimplikanten von f durchlduft, und kommen die Vari-
ablen x;, ..., x; nur unnegiert in den Primimplikanten von f® vor. (Die letzte
Behauptung folgt daraus, daB f von x;,:.., x, monoton wachsend abhidngt, und

1
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dasselbe auch fiir f* und x® gilt.) Es ist nun geniigend die folgende Aussage zu
beweisen: enthilt eine Primimplikante von f zwei verschiedene Variablen aus 6®,
so enthilt sie (und hiermit jede Primimplikante von f, fiir die N, nicht-leer ist)
alle Elemente von 6,

In der Tat, enthalte eine Primimplikante 2 von f die Varlablen Xi,s Xi, und
sei x; eine beliebige weitere Variable aus 6@, Da aber sowohl {x, , x; } als auch
{x,p,x _} monoton-abtrennbare Teilmengen fiir f sind, nach Satz 3" enthilt U
auch x;

Hilfssatz 7 ermoglicht die folgende Definition. Zwei assoziierte Variablen
X;, x, der Funktion f (von zweitem Typ) heillen konjunktiv-assoziiert (bzw. dis-
_]unktw -assoziiert), wenn diejenige Funktion f®[8®] der kanonischen Darstellung
von f, fiir die x; €09, x, €609 gelten, eine Konjunktion (bzw. eine Disjunktion) ist.

Aus den Deﬁnitionen und aus dem Satze 1* folgt ersichtlich der

Hilfssatz 8. Sei die Wahrheitsfunktion f monoton wachsend von x; und von
X; abhdngig. Die Variablen x; und x; sind dann und nur dann disjunktiv-assoziiert,
wenn jede Primimplikante hichstens eine dieser Variablen enthdlt und diese Variablen
in den Primimplikanten miteinander austauschbar sind. x; und x; sind dann und nur
dann konjunktiv-assoziiert, wenn in jeder Primimplikanten von f entweder keine oder
beide von ihnen enthalten sind.

Hilfssatz 9. Sei f{0] eine Wahrheitsfunktion von viertem Typ. Ist x; eine Vari-
able von f, von der f monoton wachsend abhéingt, dann gibt es

‘a) eine Primimplikante von f, die x; enthdlt und die eine Konjunktion mit min-
destens zwei Gliedern ist, und

b) eine Primimplikante von f, die x; nicht enthdlt.

Beweis. Ist a) falsch, so ist x; selbst eine Primimplikante und so kommt x;
in den Ubrigen Primimplikanten nicht vor. Dies bedeutet, daBl 6 — {x;} eine mono-
ton-abtrennbare Teilmenge ist, weil f eine Darstellung in der Form x;Vg[0 — {x;}]
erlaubt (g ist die Disjunktion der iibrigen Primimplikanten).

Wenn die zweite Aussage nicht gilt, so ist f offenbar in der Form x,;&hn[0 — {x;}]
darstellbar, was die monotone Abtrennbarkeit von 6 —{x;} bedeutet.

Hilfssatz 10. Seien x und xU) disjunktiv-assoziierte Variablen der Wahr-
heitsfunktion f* von zweiten Typ. Seien diese Variablen durch die Funktionen
FOIOD] bzw. fD[OD] substituiert. Es sei zugelassen, daff hichstens eine dieser Vari-
ablen nicht substituiert wird. Dann gilt Folgendes fiir die entstehende Funktion f:

a) wenn @ und fO) beide Disjunktionen sind, dann ist jedes Paar von Variablen
aus 0O U0V disjunktiv-assoziiert, und

b) wenn von fO und f9 mindestens die eine entweder eine Konjunktlon oder
eine Funktion vierten T yps ist, dann ist kein Paar von Vartablen Xi Xj, (x;, €09,
x;,€0Y) assoziiert.1°)

10) Es ist vorteilhaft die Konklusion des Satzes in demjenigen Falle, daB die eine der Va-
riablen von x() und x() — z. B. x() — nicht substituiert wird, auch explizit zu formulieren. Sie
lautet folgenderwelse

a) wenn f() eine Disjunktion ist, so ist x() disjunktiv-assoziiert zu jedem Element von 6(’)
und

b) wenn f() entweder eine Konjunktion oder eine Funktion vierten Typs ist, so ist x() zu

keinem Element von 6V assoziiert.
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Beweis. a) folgt leicht (durch den Satz 1*) aus dem Hilfssatz 8. Um b) zu
zeigen, sei es angenommen, daf3 z. B. f@ entweder eine Konjunktion oder eine
Funktion von viertem Typ ist. Betrachten wir ein Paar von Variablen der gege-
benen Form. Da x® und x in keiner Primimplikante von f* zusammen auftreten,
versichert der Satz 1*, dal} fiir jede Primimplikante 9% von f mindestens eine der
Konjunktionen Agi, e leer ist. So sind x,, , x;, offenbar nicht konjunktiv-asso-
zuert Wir wollen beweisen, dal3 sie auch nicht dlSjunktIV assoziiert sein konnen.

. kommt in einer passenden Primimplikante 3 von f® vor, die eine Konjunk-
thl’l mit mindestens zwei Gliedern ist. Sei 3 & x® ¢ine x® enthaltende Prlmlmplx-
kante von f*. Dann soll € & B eine Primimplikante von f sein. Wiren x; , x;, dis-
junktiv-assoziiert, so sollte

A=C & Vyir - (x) & X5

eine Primimplikante von f wegen des Hilfssatzes 8 sein, dies widerspricht aber
der Tatsache, daf3 eine der Konjunktionen 9y und Wy leer sein muB.

Hilfssatz 11. Seien x® und xU) konjunktiv-assoziierte Variablen der Wahr-
heitsfunktion f* von zweitem Typ. Seien diese Variablen durch die Funktionen
SOT0D] bzw. fO[OUN substituiert. Es sei zugelassen, daf hichstens eine dieser Variablen
nicht substituiert wird. Dann gilt fiir die entstehende Funktion f Folgendes:

a) wenn f9 und f9 beide Konjunktionen sind, dann ist jedes Paar von Variablen
aus 090V konjunktiv-assoziiert, und
b) wenn von fO und fU9 mindestens die eine entweder eine Disjunktion®oder
eine Funktion vierten Typs ist, so ist kein Paar von Variablen x,, x; (x; €00, x; € 0U)
assoziiert, ')

i

Beweis. a) folgt aus Hilfssatz 8. Es sei nun angenommen, daf} z. B. f® ent-
weder eine Disjunktion oder eine Funktion vierten Typs ist. Da x und x¢? in den
Primimplikanten von f* zusammen auftreten (Hilfssatz 8), so folgt aus dem Satz
1*, daB, fiir jede Primimplikante 2 von f, A, und gy entweder beide leer sind,
oder beide existieren. Betrachten wir ein Paar von Variablen der gegebenen Form.
Ist z. B. f@ entweder eine Disjunktion oder eine Funktion vierten Typs, so hat
f® eine die Variable x; nicht enthaltende Primimplikante 2. Ist Y eine x;, ent-
haltende Primimplikante von fU, so gibt es eine Primimplikante € von f, fir die

Compon =A &Y

gilt (wegen des Satzes 1*), also kdnnen x; und x;, nicht konjunktiv-assoziiert sein.
Ferner sei O eine x,;, enthaltende Prlmlmpllkante von f¥; die Existenz einer pas-
senden Prlmlmphkante € von f, die

@omuo(n =D&y
geniigt, zeigt, daB x; und x; auch nicht disjunktiv-assoziiert sein kdnnen.
Hilfssatz 12. Betrachten wir eine einfache wachsende wiederholungsfreie

Superpositionsdarstellung der Funktion f. Ist 0* eine Teilmenge von 0, die 0* D0’

11y Wird z. B. x() nicht substituiert, so ist die explizite Form der Konklusion dieselbe, wie
in der Fulnote 19) ausgesprochene Aussage, sollen aber ,,Konjunktion” mit ,,Disjunktion”, ,,kon-
junktiv”® mit ,,disjunktiv’’ vertauscht werden.
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und 0% — 0 = O geniigt und fiir f monoton-abtrennbar ist, dann ist @*—-HU{x}
fiir f* monoton-abtrennbar.

Beweis. Seien *, B* Primimplikanten von f*, die o(2(, (6* —0)U {x'}y
und o(B*, (6* —0)U{x’}) geniigen. Wihlen wir eine Primimplikante € von f* aus,.
bilden wir die Elementarkonjunktionen 9, 3 aus A* B* durch die Substitution
von § fiir x’. Nach Satz 1* sind U, B Primimplikanten von f, die ¢(, 6*) und
¢(B, 0*) geniigen. So ist auch Wy« & By« eine Primimplikante von f; dies impli--
ziert (durch den Satz 1*), daB

MUor & Bo—pr)p—-o'[& X'

eine Primimplikante von f* ist (x” soll hier genau dann vorkommen, wenn es in:
N auftritt). Diese Primimplikante ist gleich mit '

Qi[ikm -0 yi{x'} & BF_gs.

§7

In diesem Paragraphen wollen wir die Superpositionsdarstellungen der Funk-
tionen von drittem Typ zu untersuchen und die kanonische Darstellung dieser
Funktionen zu definieren. Wir beginnen die Betrachtung mit der Verallgemeine-- .
rung der Sdtze 3 und 4.

Seien §” und 6” monoton-abtrennbare Teilmengen fiir die Wahrheitsfunktion.
f16], wo 6N 0", 0" — 6", 8” — 6" all nicht-leer sind. Betrachten wir die einfache wie-
derholungsfreie Superpositionsdarsteliung

=" f=x),
wo f” von den Elementen der Variablenmenge 6'{10” abhingt. Die Sitze 3 und 4
sind anwendbar fir f*; (@ —0")U{x'} bzw. (8" —8)U{x"} spiclen die Rollen
von @ bzw. 0” (diese sind monoton-abtrennbar wegen des Hilfssatzes 12). Wenn
wir nun durch die Substitution von f” fiir x* die Funktion f bilden, dann fiihren

die Sitze 3, 4 zu den folgenden zwei Sitzen (man soll auch die Sdtze 1* und 2 in
Betracht nehmen):

Satz 6. Es seien 8" und 0” monoton-abtrennbare Teilmengen fiir f10), so daf¥
0'N0O”, O —0" und 0" — & nicht leer sind. Dann gilt die folgende Alternative:

a) entweder wird die Gleichheit -
oL, 0 —0) =0, 0NI)=0(A,0"—0)

von jeder Primimplikanten von f geniigt, oder
b) erfiillt jede Primimplikante hochstens eine der Relationen

e o—07), oQLONG), 0@ 6" —-0).

Satz 7. Es seien 8 und 0" monoton-abtrennbare Teilmengen wie im Satze 6.
Dann sind auch °U0", 8 — 8", 0" — 6 und (6" - 0")U(6” —0") monoton-abtrennbar.
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In den folgenden Teilen des Paragraphen untersuchen wir eine Funktion f[6]
von drittem Typ. Eine monoton-abtrennbare Teilmenge 0* (< 0) heilt eine kano-
.nische Teilmenge (fiir f), wenn

0* mindestens zwei Elemente enthilt, und

X;€0xx S 0% entweder O** ={x;} oder @**=0*

fiir jedes Paar einer monoton-abtrennbaren Menge 0** und einer Variablen x;
impliziert.

Satz 8. Die kanonischen Teilmengen von 0 (fiir f) sind paarweise disjunkt.

Beweis. Betrachten wir die kanonischen Teilmengen 6 und 6”. Gilt 6’ < 6”
-oder 0”@, so haben wir sofort einen Widerspruch mit der Definition der kano-
nischen Teilmenge. Wir wollen noch zeigen, daB mindestens eine der Mengen
gNne”, 0 —0", 8”—¢ leer ist. In der Tat, kénnen wir im Falle, dal3 sie alle nicht-
leer sind, die Sdtze 3* und 7 anwenden; es folgt aus der Definition der kanonischen
Teilmengen, daB jedes von ' 0”7, & —6” und 8” — (" aus einem Element besteht;
seien diese Elemente durch x;, x;, x, bezeichnet. So ist 8 ={x;, x;} und 0" = {x;, x;}.
Dies bedeutet, daBB f ein Paar verschiedener Variablen hat, die zueinander asso-
ziiert sind, dies aber widerspricht der Definition der Wahrheitsfunktionen dritten
Typs.

Auf'dem Grund des Satzes 8 definieren wir die kanonische Darstellung einer
‘Wahrheitsfunktion f[6] von drittem Typ als die Superpositionsdarstellung

f=(f*; fWox), . fim= xm),

wo die Variablenmengen von fM, ..., /@™ genau die kanonischen Teilmengen fiir
fsind, und f* monoton waschend von x, ..., x(") abhingt. Diese Darstellung ist
eindeutig im demselben Sinne, wie die kanonische Darstellung der Funktionen
von zweitem Typ. :

§8

Offenbar ist eine einstufige wiederholungsfreie Superpositionsdarstellung der
"Wahrheitsfunktion f ersten Typs dann und nur dann die kanonische Darstellung
von f, wenn f* zum zweiten, dritten oder vierten Typ gehort, und jede innere Funk-
‘tion die Negation einer derartigen Variablen ist, von deren f* monoton wachsend
abhdngt. Wir wollen in diesem Paragraphen analoge Ergebnisse fiir die Funk-
‘tionen von zweitem und drittem Typ erzielen.

Wir definieren zundchst die allgemein-kanonischen Teilmengen fiir die Funk-
‘tionen zweiten und dritten Typs auf induktive Weise. Eine kanonische Teilmenge
einer Funktion von drittem Typ ist auch allgemein-kanonisch. Ist f[0] eine Funk-
‘tion zweiten Typs, werden die Elemente einer Teilmenge 6* von 0 in der kano-
nischen Darstellung von f nicht substituiert, und bilden diese Elemente eine all- -
gemein-kanonische Teilmenge fiir f*, so ist 0* auch fiir f allgemein-kanonisch.

Satz 9. Die Darstellung
1(8. 1) f—_—. (f*, f(l):x(l)’ “.’f(m):x(m))
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ist dann und nur dann die kanonische Darstellung der Wahrheitsfunktion f von zwei-
tem Typ, wenn die Bedingungen o)—0) erfiillt sind:

o) f* nicht zum ersten Typ gehort;

B) die Funktionen fO, ... f™ Konjunktionen oder Disjunktionen (von zwei
oder mehreren Variablen) sind;

y) im Falle, daff (f* zum zweiten Typ gehirt oder eine Disjunktion ist und)
gewisse Variablen von f* eine volistidndige Klasse von disjunktiv-assoziierten Vari-
ablen bilden, und die Anzahl der Variablen in dieser Klasse durch | bezeichnet ist,
so werden mindestens | —1 dieser Variablen durch Konjunktion substituiert;

o) im Falle, daf3 gewisse Variablen von f* eine vollstindige Klasse von kon-
Junktiv-assoziierten Variablen bilden, und die Anzahl der Variablen in dieser Klasse
durch | bezeichnet ist, so werden mindestens | — 1 dieser Variablen durch Disjunktion
substituiert. ~

Beweis. Betrachten wir die kanonische Darstellung von f. Die Erfiillung von
«) ist evident, §) folgt aus dem Hilfssatz 7. y) kann indirekt bewiesen werden:
ist es falsch, so gibt es zwei disjunktiv-assoziierte Variablen von f*, so daB jede
dieser Variablen entweder eine Variable von f ist, oder durch Disjunktion substi-
tuiert wird. Betrachten wir nun die entsprechenden Variablen von f. Diese Vari-
ablen sind paarweise disjunktiv-assoziiert nach Hilfssatz 10. Darum sollten sie
einer einzigen Variablen von f* entsprechen (laut der Definition der kanonischen -
Darstellung der Funktionen zweiten Typs), und dieser Widerspruch beweist die
Aussage y). Die Giiltigkeit von §) folgt mit einem analogen Schiufl (mit der An-
wendung des Hilfssatzes 11.)

Umgekehrt, sei es angenommen, daB «), 8}, y) und &) erfiillt smd Wir haben
zu beweisen, daBl f zum zweiten Typ gehort, und die Variablenmengen der Funk-
tionen f® genau die nicht aus einem Element bestehenden maximalen Teilmengen
von 8 sind, die paarweise assoziierte Elemente enthalten. Die erste dieser Aussagen
folgt aus «) und B) unmittelbar, die andere aber folgt aus den Hilfssdtzen 10, 11
auf Grund von y) und §).

Satz 10. Die Darstellung (8. 1) ist dann und nur dann die kanonische Darstellung
der Wabhrheitsfunktion f von drittem Typ, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

o) f* nicht zum ersten Typ gehort;

B) jede fO zum vierten Typ gehort,

y) im Falle, dafi gewisse Variablen von f* eine allgemein-kanonische Teilmenge
bilden, wird mindestens eine dieser Variablen substituiert;

o) im Falle, daf3 gewisse Variablen von f* eine vollstindige Assoziiertheits-
klasse bilden, die aus | Elementen besteht, werden mindestens | —1 dieser Vari-
ablen substituiert.

‘Beweis. Betrachten wir die kanonische Darstellung von f. Die Erfiillung von
o) ist evident, §) folgt aus dem Satze 2. Sei es angenommen, da3 y) nicht gilt.
Dies bedeutet, daBl eine allgemein-kanonische Teilmenge fiir f* existiert, so daf
jedes Element dieser Teilmenge ohne Substitution bleibt. Dann ist diese Teilmenge
kanonisch fiir f. Die Annahme, daf3 y) nicht gilt, fiihrt somit zu einem Widerspruch.
J) kann (auch dies auf indirekter Weise) leicht bewiesen werden: wird es nicht ge-
niigt, dann hat f zwei Variablen, die zueinander assoziiert sind.
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Umgekehrt, seien o}, §), y), ¢) erfiilit. Es soll bewiesen werden, daBl f zum
dritten Typ gehort, und die Variablenmengen der Funktionen /@ genau die min-
destens zwei Elemente enthaltenden minimalen monoton-abtrennbaren Teilmengen
fiir £ sind. In der Tat, gehort f nach «) und ) nicht zum ersten Typ. Wenn man
auch ¢) in Betracht zieht, dann. machen die Hilfssdtze 10 und 11 klar, daB f kein
Paar assoziierter Variablen hat. Die Minimalitits-Eigenschaft der Variablenmengen
der Funktionen f ist evident auf Grund von f), y) und Satze 2.

§9

Sei f[0] eine Wahrheitsfunktion zweiten oder dritten Typs. Wir werden nun
die Konjunktiv- und Disjunktiv-Assoziiertheit fiir die Paare von Teilmengen von
0 (induktiv) definieren.

Sind x; und x; konjunktiv-assoziierte Variablen der Funktion f, dann sind
auch {x;} und {x;} konjunktiv-assoziiert. Betrachten wir die kanonische Dar-
stellung von f; seien die Mengen 0* und 6** konjunktiv-assoziiert fiir f*. Be-
zeichnet 0+ (bzw. 6+1) die Menge der (sémtlichen) Variablen von f] die den Elemen-
ten von 0* (bzw. 6**) entsprechen, so sind 6+ und 0++ konjunktiv-assoziierte Teil-
mengen fir f.

Seien O ) ... 6 (/=2) paarweise (disjunkte und) konjunktiv-assoziierte
Teilmengen fiir £. Wir sagen dann, daB3 die Relation

ol (0, 0P U...ue")
gilt.
Der Begriff der disjunktiv-assoziierten Teilmengen und die Relation ¢; werden
analog definiert.

Satz 11. Betrachten wir eine einfache wiederholungsfreie Superpositionsdar-
stellung der Funktion f[0], sei f* entweder eine Funktion vierten Typs, oder eine Kon-
Junktion oder eine Disjunktion. Eine Teilmenge 6%, die 6* — 0 #0 und 0+ 0" =0
geniigt, ist dann und nur dann monoton-abtrennbar fiir f, wenn (0% —0)YU{x"} fiir
f* monoton-abtrennbar ist, und eine der folgenden Aussagen A, B), C) erfiillt wird:

A) 020 ;

B) of*({x'}, 0¥ —0) und [ ist eine Konjunktion,

C) o' ({(x’}, 0% —0") und f ist eine Disjunktion.

Beweis. Es kann leicht gezeigt werden, daB3 die Abtrennbarkeit von (¢* —§) U
U{x'} notwendig ist. Im Falle #* >0 wurde diese Tatsache schon im Hilfssatz
12 bewiesen. Seinun 0" —0* @ angenommen. Nach Satz 7 ist 0* U ¢ fiir £ mono-
ton-abtrennbar, also konnen wir den Hilfssatz 12" anwenden.

Im Beweis der Notwendigkeit der Bedingungen haben wir noch zu zeigen,
dal} eine der Aussagen A), B), C) gelten muB, wenn 6* fiir f monoton-abtrennbar
ist. Sei 0" —6* nicht leer; wir wollen zuerst beweisen, daB f” nicht zum vierten Typ
gehdren kann. 6* N und 6’ —6* sind beide monoton-abtrennbar fiir f (Satz 7),
und so auch fiir /7 (Satz 2). Gehért 7 zum vierten Typ, so sollen diese Mengen
aus je einem Element x;, x; bestehen. Dies impliziert entweder f =x;&x; oder
f'=x;vx;, und damit einen Widerspruch zur letzten Annahme fiir f".
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Die behauptete Notwendigkeit kann nur in demjenigen Falle falsch sein, wenn
es ein Gegenbeispiel von folgendem Charakter existiert: die Funktion f[6] ist in

der Form
= 1101=x)

dargestellt, wo f” eine Konjunktion (bzw. Disjunktion) ist, ferner ist 0* eine mono-
ton-abtrennbare Teilmenge fir f, so daBl 6* -0, %0 und & —6* nicht leer
sind, aber af*({x'}, 6% —0") (bzw. ¢f*({x’}, 6% —8)) nicht gilt. Wir diirfen dieses
Gegenbeispiel so erwihlen, daB die Anzahl der Variablen von f minimal ist. Dieser
Auswahl impliziert, da3 jede von 0* —¢’, 6* U6 und 6" —6* aus einem Elemente
besteht. (Im entgegengesetztem Falle fihrte die einstufige Darstellung von f, in
deren die Variablenmengen der inneren Funktionen genau diese drei Mengen sind,
zu einem Beispiel, in dem die dargestelite Funktion von wenigeren Variablen ab-
hiingt.) Seien diese Elemente (der Reihe nach) x;, x;, x,. Wir konnen den Satz 3
fiir 6* und 0" anwenden; er behauptet, daBl x;, x; und x, paarweise konjunktiv-
(bzw. disjunktiv)-assoziiert sind.

. Umgekehrt, sei (0*—0)U{x’} monoton-abtrennbar fiir f*; seien
SEHO—(0xU0))U{x"}] und f7{(6* —0)U{x’}] derartige Funktionen, daf}

A= fr=x")
gilt. Dann gestattet
f= ((f**; f//:>x//); f/:x/)
auch in der Form
(f**, (fw; f’=>x’)=>x”) — (f’*’ﬁ; g[0>|< U 0!] :>x//)

eine Darstellung. Gilt A), so hingt g genau von den Elementen der Menge 0* ab.

Sei nun B) als giiltig, A) als ungiiltig angenommen. Es ist hinreichend die Mono-
ton-Abtrennbarkeit von 0* fir g=(f"; " =x") zu zeigen. Weil of*({x'}, 0% — ")
wahr ist, gilt .

o {x") =0, 0 —0)

fiir jede Primimplikante von f* (Satz 1*). So soll jede Primimplikante von f” die
Variable x’, und jede Primimplikante von g die simtlichen Elemente von ¢’ (unne-
giert) enthalten. Dies bedeutet, dal 2y & By« =N fiir jedes Paar A, B von Prim-
implikanten der Funktion g gilt.

Ist C) giiltig (A) aber nicht), so beginnt der Gedankengang &hnlich.
of{*({x'}, 6* — @) impliziert, daB x" eine Primimplikante von f”, ein jedes Element
.- von § eine Primimplikante von g ist, also kann g ersichtlich in der Form

hy(0*) v h,[0 — 0%] dargestellt werden.

§ 10
Der letzte Satz der Arbeit besagt die Umkehrung einer evidenten Tatsache.

Satz 12. Sei eine Darstellung der Wahrheitsfunktion f[0] in der Form einer
einfachen wiederholungsfreien (nicht notwendig monotonen) Superposition gegeben.
Hiingt f von einer in 0" enthaltenen Variablen x; monoton ab, so ist sowohl f* von
x" wie f" von x; monoton abhdngig.
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Beweis. Sei es angenommen, dal3 der Satz nicht erfullt wird.

Fall 1: f ist eine nicht-monotone Funktion von x;. Betrachten wir eine Prim-
implikante von f*, der x” enthilt. Auf Grund der Symmetrie kénnen wir voraus-
setzen, daB er die Form € & x” hat. Wegen der Annahme des Falles gibt es zwei
Primimplikanten von f’, die die Form ¥ & x; bzw. 3 & X; haben. Nach Satz 1*
sind sowohl € & A & x; als auch € & B & ¥; Prlmnmphkanten von f; f kann also
keine monotone Funktion von x; sein,

'4

Fall 2: /7 ist eine monotone Funktion von x;, und f* eine nicht-monotone
Funktion von x’. Die erste dieser Bedingungen ist damit dquivalent, daBl auch
J/ monoton von x; abhingt, und zwar eine von f” und f hingt von x; monoton
wachsend, die andere monoton abnehmend ab. f* hat zwei Primimplikanten in
der Form €& x’, B&X'. f (bzw. [) hat eine Primimplikante in der Form € & %,

(bzw. D & X,). (¥; bedeutet die Variable x; entweder unnegiert oder negiert). Durch
. den Satz 1* sind dann A& C & X; und B & D & X; Primimplikanten von f.

Folgerung. Hangt die Wahrheitsfunktion f[0] vorn jeder ihrer Variablen mo-
noton ab, so ist eine Teilmenge von 0 dann und nur dann abtrennbar, wenn sie mo-
noton-abtrennbar (fiir f) ist.

st

Die kanonische Darstellung einer gegebenen Wahrheitsfunktion von erstem
Typ kann leicht konstruiert werden. Auch die Konstruktion der kanonischen Dar-
stellung einer Funktion zweiten Typs macht keine Schwierigkeiten, denn die mat-
rixhafte Veranschaulichung des Enthaltenseins der Variablen in den Primimpli-
kanten gibt eine gut behandelbare Methode um die Assoziiertheitsklassen zu be-
stimmen (Hilfssatz 8). Im Gegensatz dazu, erfordert die Konstruktion der kano-
nischen Darstellung einer Funktion von drittem Typ die Bestimmung der engsten
nicht-trivialen monoton-abtrennbaren Teilmengen, die eine nicht leicht 18sbare
Aufgabe zu sein scheint.

Problem 1. Sei ein moglichst konstruktives Verfahren fiir die Bestimmung
der kanonischen Teilmengen von 0 fiir eine zum dritten Typ gehdrende Wahrheits-
funktion f[0] angegeben.

Es wird z. B. in [3] definiert (S. 230 —231), was unter der wiederholungsfreien
Realisation einer (monotonen) Wahrheitsfunktion durch einen zweipoligen Graphen
verstanden wird.1?) Zu dieser Zeit fehlt eine geniigend explizite kennzeichnende
Eigenschaft dafiir, daB eine Wahrheitsfunktion eine derartige Realisation gestat-
tet. Es folgt aus dem Satze von Kusniezow (2], S. 197), daf} eine Funktion genau
dann (derartig) realisierbar ist, wenn alle Funktionen realisierbar sind, die in ihrer
kanonischen Darstellung auftreten. Das allgemeine Problem der Realisation wurde
damit auf das Realisationsproblem der Funktionen vierten Typs reduziert.

Problem 2. Sei eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angegeben,
daf} eine Wahrheitsfunktion von viertem Typ, die von jeder ihrer Variablen mono-

12) Auch der ebenda definierte Begriff der Realisation mit Wiederholung wird im Problem
4 eine Rolle haben.
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ton wachsend abhiingt, durch einen zweipoligen Graphen ohne Wiederholung
realisiert werden kann!3) 14).

In den Untersuchungen dieser Arbeit wurde der (von KusNyezow benutzte)
allgemeine Superpositionsbegriff durch eine Monotonititsbedingung eingeschrinkt.
Die weitergehende Einschrinkung, daB die duBeren Funktionen wiederholungsfrei
realisierbar sein miissen, fithrt zum

Problem 3. Kann ein Analogon der in der vorliegenden Arbeit dargestellten
Theorie erbaut werden, wenn wir von jeder duBeren Funktion der Superpositionen
erfordern, dal3 sie von ihren Variablen monoton wachsend abhingt, und durch
einen zweipoligen Graphen ohne Wiederholung realisierbar ist?

Wie iiblich, nennen wir eine (im allgemeinen nicht wiederholungsfreie) Rea-
lisation der Wahrheitsfunktion f durch den / Kanten enthaltenden Graphen optimal,
wenn jeder Graph, der f realisiert, mindestens / Kanten hat. Wenn die Antwort
auf das Problem 3 bejahend ist, tritt auf auch das

Problem 4. Betrachten wir die kanonische Darstellung einer Wahrheits-
funktion f laut der analogen Theorie, auf die wir im Problem 3 verwiesen haben.
Es sei &* ein zweipoliger Graph, der die dullere Funktion der kanonischen Dar-
stellung von f ohne Wiederholung realisiert. Seien die inneren Funktionen fV, ..., f
derselben Darstellung durch die Graphen GO, ..., $® (der Reihe nach) optimal
realisiert. Substituieren wir jeden Graphen &® (1=i=m) fir dic der Variablen
x® entsprechende Kante von &*, so ergibt sich damit offenbar ein Graph, der
[ realisiert. Das Problem besteht darin, die Funktionen zu kennzeichnen, bei denen
dieses Verfahren zu einer optimalen Realisation fiihrt.

Wir bemerken zum Schluf3, daB das in der FuBBnote 1 von [1] erwdhnte Problem
- schon in der Arbeit [2] von KusNiEzow geldst wurde (in der Folgerung des Hilfs-
satzes 2.5, S. 208).
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