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Ш Р Е Й Е Р О В О РАСШИРЕНИЕ МУЛЬТИОПЕРАТОРНЫХ ГРУПП 

Ф. ГЕЧЕГ (Сегед)*) 

В в е д е н и е 

В настоящей работе дается обобщение известных теорем о шрейе-
р о в ы х расширениях групп и колец в рамках теории мультиоператорных 
групп. 

Множество й — следуя Хиггинсу — называем группой с системой 
мультиоператоров О, или короче П-группой, если й — группа по отношению 
к операторам + и —, и всякий оператор со££1 является л-арной ( л ^ О ) 
алгебраической операцией, заданной на й , причем выполняется требование 

0 0 . . . 0 ш = 0. 

Как известно, и группы и кольца содержатся в классе мультиопера-
торных групп. 

Сейчас мы соберем основные понятия относящиеся к О-группам, 
которые будут применяться впоследствии. 

Идеал А П-группы й есть такой нормальный делитель группы О, 
что для любых аи а2,..., о „ € 0 и Ь1,Ь2,..., Ь„£А имеет место вклю-
чение 

(«1 + М (а2 + Ь2)... (а„ + Ьп)а>е а^а2... а„(о + А. 
Мы говорим, что П-группа С является П-гомоморфным образом П-

группы О, если между их элементами можно установить соответствие 0 : Ь\-*Ь-
{Ь1 £ й , Ь\ 6 С ) , в котором каждому элементу из й сопоставлен вполне оп-
ределенный образ в С , в то время как всякий элемент из С обладает 
одним или многими различными прообразами в й и'которое обладает сле-
дующим свойством: 

(Ь1 + Ь2)& = Ъ\ + Ь'2; (р1Ь2... Ьпа>) © = Ь[Ь'2... Ь'па>, 

для любых и -¿>¡60. В том случае, когда О : Ь ^ Ь - является взаимно 
однозначным соответствием, оно называется П-изоморфизмом. 

*) Р. Ойсбно (5ге§е<3) 
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В случае П-групп основной проблемой теории шрейеровых расши-
рений является следующая: Пусть даны ^ - г р у п п ы С и ® . Надо определить 
все П-группы Г содержащие й в качестве идеала, причем П-факторгруппа 
Г / О О-изоморфа О-группе 

§ 1. Т е о р е м а о р а с ш и р е н и и 

Пусть дано множество й . Мы говорим, что на й определена операция 
<о0, если на й уже определена бинарная операция + и существует такой 
элемент 0 множества й , что 

о + 0 = 0 + о = а 

для любого Этот элемент 0 и есть результат 0-арной операции <и0. 
Операция — определена на б , если к каждому элементу а множества 

О можно найти такой элемент а ' , что 

а + а' = а' + а = 0. 

В этом случае мы говорим, что а' равно —а. 
Операция а^ определена на О, если для любых а и а } , а к ^ О имеет 

.место равенство 

< 1 ) (а1 + а^ + ак = а1 + (^ + ак), 

и м ы говорим, что тогда аА}ак(о1 равно левой (или правой) стороне ра-
венства (1). 

Пусть даны множества б и @ с системой операторов + , с о 0 , — 
и О. Элементы из й условимся обозначать буквами ¿>,-, элементы из © 
•буквами о,-, нулевой элемент группы й через 0, а группы © — через в. 
Множество пар элементов (о ; , Ь}) обозначим буквой Г. 

Теперь докажем, что имеет место следующая 

Т е о р е м а . М н о ж е с т в о Г т о г д а и т о л к о т о г д а я в л я е т с я 
ш р е й е р о в ы м р а с ш и р е н и е м П - г р у п п ы й с п о м о ш ь ю П - г р у п п ы 
•(35, е с л и 

(я) н а Г о п р е д е л е н ы о п е р а ц и и +,(о0,—,со1 и О; 

{/О + = + + + д л я л ю б ы х ¿>¡6в, ©, г д е 

и в"1 = а? = О01 = 0, Ь° = Ьг, 

(У) (а1,Ь1)(а2,Ь2)...(ап,Ь„)со = 
= {а1а2... а„со, со-1"2-"» + ь1ь2...ьпсоа1а2...а„ + _ _ _ ¿,яЮ) 
д л я л ю б ы х Ьи Ь2,..., Ь„е й, аи а2,..., и со0, с^}, г д е 



60 Ф. Гечег 

й)«1в2...в„> Ь1Ь2...Ь„соа1а2...а,,£(2 и совв...в-Ь,Ь2...Ь„совв...в-д) и э т и ф у Н К _ 

ц и и р а в н ы 0, е с л и л = 0 . ' ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства необходимости пусть дана 
П-группа Г содержащая в качестве идеала П-группу й , причем П-фактор-
группа Г / б О-изоморфна ^ - г р у п п е 

Тогда 

Г/в = Ща[ + в - о,, (о! + О) (а'2 + в ) . . . (а'„ + в) со ... апсо), 

для любой юб{а>0, оа1, О}, где является произволным элементом из смеж-
ного класса, являющегося прообразом элемента а при данном изоморфизме. 
Для однозначного выбора системы вычетов выберем заранее в каждом 
смежном классе по подгруппе б фиксированный элемент а-, и так полу-
чаем взаимно однозначное отображение П-группы © в О-группу Г. Можно 
принять, что в' — О. 

Так как @ = Г / 0 , то (о1 + я 2 ) , + 0 = а1 + 0 + а'2 + 0 . Таким образом 
существует такой элемент Ьк(£С), что (ах + а2)' + Ьк = а\ + а'2. Элемент Ьк 

зависит лишь от элементов а1 и а2. Поэтому можно писать: Ьк — а"1
2. 

Итак (а1 + а2)'+ а\2 = а'1 + а'2. 
Пусть а- произвольный элемент из Г. Так как й является идеалом 

в Г, то 
0 + а\ = а\+0. 

Таким образом к произвольному элементу существует такой элемент 
что 

+ я; = а\ + Ь1. 

Так как Ь, зависит лишь от элементов Ь} и о-, т. е. из-за взаимной 
однозначности отображения от Ь ] и то можно писать: 6, = 6"'. 

Отсюда следует 

(а'1 + Ь1) + (а'2 + Ь2) = а[ + а'2 + Ь\г + Ь2 = (а1 + а2)' + + + Ь2. 

Левая сторона есть не что иное, как результат операции + , применительно 
к двум произвольным элементам группы Г. 

В дальнейшем пусть ш произвольный элемент множества Ц . И ц П}. 
Так как б — идеал в группе Г, то 

(а[ + в) (а^ + в ) . . . (а'„ + в) со = а\а'2... а'„со + в. 

Вместо условия (у) можно потребовать просто выполнение равенства (а, , Ь 1 ) . . . 
... (а„, Ь„) со = (а,... А„ со, Ь), где ЬеО. Приведенная в тексте более сложная форма этого-
условия нужна нам потому, что из такой его формы будет непосредственно вытекать 
теорема о расширении групп с обычными операторами (см. § 2). 
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Итак, для произвольных элементов Ь1, Ь2, • • . , Ь„£ й можно найти такой 
что . 

(а[ + ¿>0 (а'2 + Ь2)... {а'п + Ьп)со = а\а'2. + Ь. 

Если а'1 = а'2 = ...=а'п = в'( = 0), тогда 
(0 + ¿>,)(0 + Ь 2 ) . . . ( 0 + г>„)« = 0 + Ь , Ь 2 . . . Ь„со. 

Так как О является группой, можно писать: Ь — Ьк + Ь1Ь2..,.Ьпш, где Ьк _ 
какой-то элемент из й. Ь зависит от о 1 ; а2,.. .,а„, Ьи Ь2,..Ь„ и со, а 
ЬгЬ2...Ь„ю от Ьи Ь2,..., Ь„ и со. Таким образом можно писать: ьк = ь1ь2-ь"а>а1а2-"п. 

Имеем 
(а^г • • • = [а2. ..а^со + Ь,. 

Ь1 зависит лишь от а\,а'2,...,а'„ и со, т . е . из-за взаимной однозначности 
отображения ' от а1,а2,..., а„ и со. Так мы получим 

а'^... а'псо = (я^ ... о,,«)' + оу^-"«. 
Отсюда 

(а! + ¿>0 (а'2 + Ь2)... (о; + Ь„) ш = (01а2 . .. а„ш)' + 
+ юо,»2...оп + Ь1Ь2...Ь„0}<,1а2...ап ¿ ^ _ _ _ ¿ ^ 

Из-за взаимной однозначности отображения ' можно принять обозначение: 

а[ + Ь] = {а1,Ь]). 

Докажем, что обратно: если выполняются условия (а), (р) и (у), тогда 
Г есть шрейерово расширение П-группы й при помощи П-группы 

(а) обеспечивает, чтобы Г была О-группой. 
Множество С всех элементов (0, ¿»¡) есть П-подгруппа П-группы Г, 

которая отображается П-изоморфно на П-группу й отображением (в, ¿>,)— Ь(: 

(в, Ь±) + (в, Ь2) = (в, Ьх + Ь2), (0, Ьх) (0, Ь2)... (О, Ь„)(о = (в,Ь1 Ъ2... Ь„со). 

О является нормальным делителем в Г, потому что для любой 

(а,-, ¿>,) + (0, Ък) = (о,-, Ь} + Ьк), (в, Ьк) + (а,-, Ь} = (а,, Ь<£ + й,). 

Мы получаем так же просто, что С является идеалом. В самом 
деле, для любых Ь1г Ь2,..., Ь„, Ь'и Ь'2,..., ¿>¿6 й и аи а2,..., а „ £ © 

((аи Ь0 + (0, Ь[))((а2, Ь2) + (0, Ь'2))... {{ап, Ъ„) + (0, Ь'п)) <о = 

= (аи ¿»0 (а2 ,Ь2)... (а„, Ь„) со + (9, Ь) 

где Ь один из элементов группы б . 
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Таким образом 

((fll, Ьх) + (в, Ь1)) ((а2, Ь2) + (9, Ь'2))... {(ап, Ьп) + (0, Ь'„)) со -

- (а,, by) (а2, Ь2)... (а„, Ьп) со € G'. 

Очевидно, что П-факторгруппа F/G' Q-изоморфна П-группе 

§ 2 . Т е о р е м ы р а с ш и р е н и я в н е к о т о р ы х 
с п е ц и а л н ы х с л у ч а я х 

В этом параграфе мы покажем, при каких областях мультиоператоров 
Q перейдет теорема о расширении в теоремы о расширении групп, колец 
и групп с (обычными) операторами. 

Для этой цели дадим подходящие определения понятий группы, кольца 
и группы с операторами. 

Множество G элементов называется группой, если на нем определены 
операции + , — ,со0 и щ . Таким образом, теорема предыдущего параграфа 
переходит в теорему о расширении групп, если множество Q пустое. 

Пусть дано множество G с операцией + . Мы говорим, что на G 
определена еще другая бинарная операция ш2 , если для любых я, ö € G : 

(2) a + b = h + a. 

В этом случае aba>2( = baco2) равно левой (и правой) стороне равенства (2). 
Пусть ю3 произвольная бинарная операция на G, отличная от опе-

рации + . 
Если для любых элементов 

(3) abco3cco3=a(bcco3)co3, 

тогда пусть определена на G тернарная операция <и4, для которой abcco4 

равно левой (и правой) стороне равенства (3). Если есть такие элементы 
в G, для которых (3) не имеет место, тогда со4 не определена на G. 

Опять пусть a,b,c£G произвольны. На G определены операции со5 

и со6 тогда и- только тогда, если 

(4) (а + b) ссо3 — ассо3 + Ьссо3 

(5) a(b + c)co3= abco3 + ассо3. 

В этом случае abcco5 и abcco5 равны одной из сторон равенства (4), соот-
ветственно (5). Применяя теорему о расширении к Q-группам с областью 
мультиоператоров Q = {со2, со3, ю4 , со5, со6}, получаем теорему о расшире-
нии колец. 
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Л. Ф у к с в работе [3] разработал теорию расширения групп с обыч-
ными операторами. Мы это получим из теоремы расширения, если будем 
применять на G, ® и Г операции + , —, œ 0 , Шу и множество £2 обычных, 
операторов. В цитированной работе требовалось, чтобы имело место 

(6) (а, Ь)ш = (aw, со" + Ьсо). 

Так как (a + b)w = aw + bm, то в условии (у) ьсоа=: 0 и оно переходит в (6).. 
Тем самим мы доказали, что наша теорема содержит и теорему о-

расширении групп с операторами. 
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