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Bemerkung zu meiner Arbeit „Über Gruppen, deren sämtliche 
nichttriviale Potenzen zyklische Untergruppen der Gruppe sind" 

i 
Von F. SZÄSZ in Budapest 

Herr W. DLAB hat in seiner Arbeit [1] den Satz meiner Note [9] verallgemeinert. 
"In der vorliegenden Arbeit möchte ich diese Verallgemeinerung wesentlich kürzer 
und mehr elementar beweisen, wobei ich anders als Herr W. DLAB im nichtkommu-
tativen Fall keine Fallunterscheidung nach periodischen bzw. nichtperiodischen 
•Gruppen machen werde.1) 

Bezeichne G" die durch die Elemente g" (g€G) erzeugte, offenbar vollinvari-
ante Untergruppe einer beliebigen Gruppe G. Die Mächtigkeit einer Gruppe G 
wird mit |G| bezeichnet. 3 bezeichnet den Ring der ganzen rationalen Zahlen. 

Es gilt der folgende Satz von W. DLAB: 

Sa tz . Für eine beliebige Gruppe G und für den größten gemeinsamen Teiler 
•d der natürlichen Zahlen nu n2, ..., nk ist die Gruppe Gd dann und nur dann zyklisch, 
wenn alle Potenzen G"', G"2, ..., G"k zyklisch sind. 

B e w e i s . Da die Behauptung „nur dann" trivial ist, so genügt es die Behaup-
tung „dann" zu beweisen. Dabei genügt es denFal l d=(nu n2) d. h. k = 2 zu be-
trachten, denn der allgemeine Beweis folgt daraus mit leichter Induktion nach k. 
Bestehe nun C7"' = {gi} und G"2 = {g2} mit (nun2)—d und n¡=d-m¡. Dann gilt 
imi,m2) = l. 

Zuerst wird G"-{gl,g2} ( = G"'G"2) bewiesen. 
Zum Beweis sei tj ( . /=1, 2) die Ordnung der Klasse g¡{gj} in der Faktorgruppe 

•G/{gj} (i^j). Dann folgt aus der trivialen Beziehung {g'i2} = {g2"} sofort tj/mj, 
also auch — I. Hiernach existieren Zahlen k u k 2 £ 3 mit 

•(*) tlkl + t2k2=\. 

Da mit passenden auch mil¡ + m2l2 = 1 besteht, so ergibt sich 

A.j = (A./,)miíJ.(A.Í2)m2d 6 Gnt .Gm q f g i ; g 2 } t 

"folglich GdQ{gl, g2). Anderseits gilt 

{¿',} = G" = G""d g (G"")d i G" 

d. h. (gl, g^^G11. Also ist Gd = {g1, g2), wie behauptet wurde. 

' ) Herr T. KÖRNYEI hat mich aufmeiksam gemacht, daß die letzte Behauptung des Bewei-
ses auf Seite 83 meiner Note [9] falsch ist. Freilich wird dieser Fehler durch meine vorliegende 

.Arbeit auch verbessert. (Vgl. auch die ungarisch gefaßte Version [10] meiner Note [9].) 
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Wir schicken jetzt den Fall voraus, daß Gd kommutativ ist. 
I. Es sei Gd kommutativ. Sind {g^} und {g2} beide endlich, so ist auch Gd end-

lich, und zwar das direkte Produkt ihrer /7-Komponenten (Gd)p, also ist 

G* = ]J®(G%. p 
Für die Untergruppen 

Hl= n ®(Gd)p, H2= ]J ®(G<% 
Pinn (p,m i ) = l 

gelten dann Gd — Hl®H2, / / f 2 = Hx, H2
l = H2, also 

G"l = H?l®H2 bzw. G"2 = < g > / / ¡ T 2 . 

Hiernach sind H2 und zyklisch. Dann ist aber wegen ( | / / t | , \H2\)—\ auch 
G%=Hl^>H2) zyklisch. 

Ist aber z. B. { g j unendlich, so gilt wegen der Gleichungen 

( * * ) gi2=,§2ISl bzw. g ' i ^ g T 2 , 

wobei j ^ j j i S passende Zahlen sind, entweder t2=0 oder 0{g2)=0. Im ersten 
Fall folgt aus t2 — 0 und ( / 1 , / 2 ) = 1 sofort = + 1 oder — 1, folglich g2 £ und 
C = {g , ,g 2 }={g 1 } . Also können wir den zweiten Fall 0(g2)=0 voraussetzen. 
Dann darf aber wegen der Gleichungen auch g'}=gf" angenommen werden 
wobei e= + 1 oder — 1 ist. Hiernach erhält man wegen der Gleichung ( * ) sofort 

g l = (gk
l
t-ge2k ir*1-" 0 = 1,2). 

Hieraus folgt mit der Bezeichnung g0 = gki -gf2 offenbar Gd = {g1, g2} = {g0}, 
w. z. b. w. 

II. Es sei Gd beliebig. Dann liegt die vollinvariante Untergruppe D — 
= tei}f){g2} von G im Zentrum Zd von G". Da ferner aus g{'D=g{1D { / £ § ) 
sofort g{1 •g2

Il^D'^{g2} folgt, so ergibt sich g{ '€{g 2 ) , also g{'£D und g{lD = 
=g{2D = D. Hiernach existiert das direkte Produkt 

P = {g 

das offenbar mit GdID( = (G/D)d) identisch ist. Hieraus folgt die Kommutativität 
von GdjD. Aus (0GlD)d)mi = (G/D)"' erhält man nach (w, ,m2)= 1 und I, daß 
(GjD)d zyklisch ist. Dann ist aber Gd/Zä ebenfallsch zyklisch, denn es gilt 
D^Zd. Hieraus folgt bekanntlich Gd = Zd, und Gd ist wieder nach I zyklisch. 
Somit haben wir den Satz bewiesen. 

Zum Schluß möchte ich einige Probleme aufwerfen, die meines Wissens im 
allgemeinen noch ungelöst sind. 

Bezeichne E j (y '=l , 2, 3 ,4) eine der folgenden Eigenschaften: 
EyV die Gruppe ist das direkte Produkt von zyklischen Gruppen; 
E2: die Gruppe ist kommutativ; 
E3: die Gruppe ist nilpotent; 
£ 4 : die Gruppe ist auflösbar. 

A 
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Dann kann gefragt werden: Wenn die Potenzen G"1, G"2, ..., G"k einer beliebi-
gen Gruppe G alle die feste Eigenschaft Ej haben, braucht dann f ü r 
d = ( n i , «2 , ..., nk) auch die Gruppe Gd dieselbe feste Eigenschaft E } ( / = 1, 2, 3 oder 4) 
zu haben? 
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