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Sur les contractions de l'espace de Hilbert. V 
Translations bilatérales 

Par BÉLA SZ.-NAGY à Szeged et CIPRIAN FOIAÇ à Bucarest 

Le but de la présente Note est de poursuivre l'étude de la structure des dila-
ta t ions unitaires minimum des contractions de l'espace de Hilbert. On cherchera 
-en particulier des conditions dans lesquelles la dilatation unitaire minimum est 
une „translation bilatérale". De cette façon, la présente Note reprend et appro-
fondit l 'étude qui a été le sujet des Notes II et IV [11, 13], du moins en ce qui con-
cerne le cas „discret" où il s'agit d 'une contraction T et ses itérées T". Le cas „con-
tinu", où il s'agit d 'un semi-groupe à un paramètre Ts ( i è O ) , se réduit au cas dis-
cret par l'intermédiaire des cogénératrices. 

Dans le paragraphe 1 on démontrera quelques faits, plus ou moins connus, 
.appartenant à la théorie de la multiplicité spectrale. 

Dans le paragraphe 2 on appliquera ces faits à l 'étude de la structure des dila-
tations unitaires. On démontrera que sauf le cas où l'espace est séparable et 
•(/— T*T),£>, (/— 7 T + ) , £ ) s o n t de dimension finie, la dilatation unitaire minimum 
-de la contraction complètement non-unitaire T de § est une translation bilatérale. 
Un exemple donné à la fin du paragraphe 2 montre que dans le cas exceptionnel 
•(qu'on se propose de rechercher ultérieurement) la dilatation unitaire minimum 
n'est pas nécessairement une translation bilatérale. 

Cette étude est poursuivie aussi dans le paragraphe 3, mais là on se servira 
•d'autres méthodes. 

1. Quelques lemmes sur les transformations unitaires 

1. Soit U une transformation unitaire dans l'espace de Hilbert Pour un 
•sous-ensemble quelconque © de S soit 9Jc(<B) le sous-espace sous-tendu par les 
éléments de la forme U"f (n=0, ± 1 , ± 2 , . . . ; /£<S), en formule 

2)l(<S) = V t / n S : 

1DÎ(©) réduit U. 

•) Pour une variété linéaire quelconque © désignera l'adhérence de © (forte ou faible, 
c e qui revient au même). 
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Un sous-espace 2C de S sera dit ambulant (en anglais: „wandering") par rapport 
à U si 

t /m2íj_£/"2í , 

quels que soient les entiers m,n ( m ^ ri). Pour cela il suffit d'ailleurs de supposer 

t/"9íJ_SC pour » = 1 , 2 , . . . . 
Pour 21 ambulant on a 

3W(3D = ® £/"2ï. 

Dans le cas où 2)i(9ï) = ® on dira que l'ensemble ambulant 21 est complet et U est 
une translation bilatérale engendrée par 2t. 

Nous envisagerons seulement le cas d 'un espace de Hilbert complexe. Toute 
translation bilatérale U admet alors la représentation suivante. Soit 21 un sous-
espace ambulant complet générateur et construisons l'espace L% (0, 2n) des fonctions 
u(0) (0^d^2n), dont les valeurs sont des éléments de 2Í, et qui sont fortement 
mesurables et telles que 

2it 

IHI2=¿ f||«№0-=~. 
ô 

On peut appliquer ® sur (0, 2n) isométriquement en faisant correspondre à l'élé-
ment 

f=ZU"ani® (*„€ 90 

l'élément 

/{O) = ¿ ^ » « „ € ¿ 1 ( 0 , 2 7 0 ; 

à Uf correspondra alors ewf(0). 
De cette façon, on représente U comme „opérateur de multiplication" dans 

Z4(0, 2n). Cette 
représentation est utile dans la démonstration de quelques faits 

fondamentaux sur les translations bilatérales. 
L e m m e 1. (i) Soit U une translation bilatérale dans ft, engendrée par le sous-

espace ambulant complet 31, et soit 23 un sous-espace quelconque, ambulant par rap-
port à U. On a alors 
(1) dim 23 =5 dim 9Í. 

(ii) Pour que deux translations bilatérales, U dans .fi et U' dans .S', engendrées 
par les sous-espaces ambulants complets 21 et 21', soient unitairement équivalentes, 
il faut et il suffit que 

dim 2Í = dim 21'. 

D é m o n s t r a t i o n . Puisque 2)î(33)c:S)î(?()=$ et 

dim 3)1(23) = Ko-dim 23, dim 3H(9Q = x0-dim 91, 
o n a 

K0-dim 23 s &0-dim 2Í. 
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Dans le cas dim 2 l ë K0> cela entraîne (1). Dans le cas dim 21 < on voit d ' abo rd 
que dim 33 S Faisons usage, dans ce cas, de la représentation de U c o m m e 
opérateur de multiplication dans z i | (0, 2n). 2) Choisissons dans 33 un système 
or thonormal complet {w„} et soit {«„($)} le système des fonctions correspondantes 
dans L%(0,2n). Puisque 33 est un sous-espace ambulant , on a pour k^O et m,n 
arbitraires 

2n 2 n 

0 = (U«um, u„) = ± f [e™um(0), uM) de = \e™(um(9), u„(Q)) dQ. 

La fonction (um(0), u„(0)) doit donc être constante p . p . , et comme 2ji 

J(«„(0), Un(0)) de = (um, un) = <5m, „ , 

on a nécessairement 

(2) (wm (0), un (6)) = Smn p . p . 

L'ensemble des couples m, n étant dénombrable, il existe certainement un po in t 
0o où toutes les équations (2) sont s imultanément vérifiées, c'est-à-dire que {w„(0o)} 
est un système or thonormal dans 91. D o n c 21 comprend un système or thonormal 
de même puissance que dim 33 et pa r conséquent l'inégalité (1) subsiste dans ce 
cas aussi. 

(ii) Supposons que dim 21 = dim 21'. Dans ce cas il existe une application iso-
métr ique a^a' — (pa de 21 sur 21'. Celle-ci engendre une application isométr ique 
/ — / ' = $ / de ® sur no tamment la suivante: 

/ = f U"an - J U"(cpa„) = / ' (an € 21), 

pour laquelle 
0Uf — i/'cD/. 

D o n c U et U' sont unitairement équivalentes. 
Supposons, inversement, que U et U' soient unitairement équivalentes, ou ce 

qui revient au même, que = U' = U et que 21 et 2C sont deux sous-espaces-
de Ë, ambulants et complets par rappor t à U. En vertu de (i) on a dim 2 1 ' ^ dim 2t 
et en même temps dim 2 1 ^ dim 21', donc on a bien dim 21 = dim 2C. 

Cela achève la démonstrat ion du lemme 1. 

2. Définissons la multiplicité d 'une translation bilatérale U comme égale à 
dim 21 où 21 est un sous-espace ambulan t complet par rappor t à U. En vertu du 
lemme 1, cette définition est univoque. 

Il est manifeste que la somme orthogonale de translations bilatérales est aussi 
une translation bilatérale, et que les multiplicités s'ajoutent. 

2) Nous empruntons le raisonnement suivant à HALMOS [2], Lemma 4. 
(Ajouté te 19. mai 1962:) La démonstration simple suivante nous a été indiquée par 

M. ISRAËL HALPERIN: Soient {vm}, {»„} des systèmes orthonormaux complets dans 31 et S3, 
selon les cas. On a alors 

dim tH — E1[(/„||2 = S |(;/„, i /"v„,) |2= S \{U,ku„, v,„)|2 S S ||i>,„||2 = dim 8t. 
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L e m m e 2. Soi't U une translation bilatérale de Я et supposons qu'elle admette 
une. décomposition 

U=U'®U" 

où U' est une translation bilatérale de multiplicité finie N. Dans ce cas U" est aussi 
une translation bilatérale. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient 51 et 2i' des sous-espaces ambulants, dont Si engendre 
U et 2Г engendre U'. Soit {u,,} (n~l, ..., N) un système orthonormal complet 
dans 21'. Puisque 

® = 2)2(20 = © икШ, 
к 

chacun des un peut être représenté sous la forme 

un = Z U k a n k (a, Ik€20. 
к 

Soit le sous-espace déterminé par les éléments 

ank (n=l,...,N; k = 0, ± 1 , ...) 

e t soit 3Î2 = 3 ( 0 ^ ! . 9)1 ( l , ) est séparable, comprend. 2)1(21'), et puisque 2t l ; 2l2 
sont ambulants, les parties L\ et U2 de U dans = 2)2(2^) et Sï2 = 2)1(9(2) sont 
des translations bilatérales. En désignant par U'{ la partie de U dans ©Ш1(Э[') 
on a donc 

U у = V ® U'i et U" = U'i ® U2. 

Si nous montrons que U'{ est une translation bilatérale, il s'ensuivra que U" est 
aussi une translation bilatérale et le lemme sera démontré. 

Il suffit donc de prouver le lemme dans l'hypothèse additionnelle que 21 est 
séparable. Soit alors 

(3) wy ,w 2 , . . . ,w r , ... 

une suite d'éléments de 21, partout dense dans 21. 

Représentons U comme opérateur de multiplication dans L%(0,2n)\ soient 

(4jv) . Wi(0),m2(0), ...,uN(d) 

les fonctions qui correspondent aux éléments ui7u2, ..., uN du système orthonor-
mal choisi dans 2Г. Pour tout point в fixé (sauf les points d 'un ensemble de mesure 
0 qu'on négligera dans la suite), les valeurs des fonctions (4lV) au point в consti-
tuent un système orthonormal dans 21 (même conclusion que dans la démonstra-
tion du lemme 1), donc dim3t ^ N . 

Nous compléterons le système (4iV) par l 'adjonction de certaines fonctions 
2 * 

un (в) 6 Lu (0, 2K) à un système 

<4n) K ( 0 ) } (neti) 
où 

ÎÎ = {1, ...,M} ou £2 = {1, 2, ..., n, ...} 
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suivant que dim 21 = M ou dim 21 = N0, et cela de sorte que les valeurs de ces fonc-
tions forment, pour tout point 9 fixé, un système orthonormal complet dans 2t. 

Si dim 2l = N, on n'a pas besoin de compléter (4^). Supposons que dim 2 i > N . 
Pour tout 0 fixé il y a alors du moins un parmi les éléments (3) pour lequel 

hr(<S) = wr- Z(w„uM)«Á8)*0; 
/1=1 

soit wr(0) le premier parmi les wr ayant cette propriété. Nous définissons 

Les valeurs des fonctions 
(4n+I) i 'i(0), - ; U N ( 0 ) , u N + l (0 ) 
en tout point 6 fixé constituent alors un système orthonormal dans 21. La fonction 
uN+i(0) est mesurable3) et bornée, liwlV+1(0)ll = 1, donc appartient à ZÍi(0, 2n). 

En partant du système (4jy+1) au lieu de (4N) on construit de la même façon 
la fonction un+2(9) et ainsi de suite. Dans le cas où dim 21 est finie on arrive au 
système cherché (4fi) après avoir répété ce procédé en un nombre fini, de fois. 

Dans le cas où dim 21 est infinie on peut répéter ce procédé indéfiniment et 
on obtient une suite infinie de fonctions un(9)£L«i(0, In) dont les valeurs en chaque 
point fixé 0O forment un système orthonormal dans 2Í. Ce système orthonormal 
est complet. En effet, il s'ensuit de notre construction que pour tout n ^ N il y a 
un entier positif rn tel que 

n 
(5) *>,„ = Z'c„kuk(90), c„„ > 0, 

k = 1 

et tous les wr avec r<-r„ dépendent linéairement des uk(90) avec k^n — l. De la 
relation (5) on déduit que rn?irm pour n?¿m et par conséquent rn — °° pour n — <=°. 
Donc pour chaque r donné on a r<r„ à partir d 'un certain rang n et par consé-
quent wr dépend linéairement d 'un nombre fini des éléments du système {m„(0o)}• 
La suite {wr} étant dense dans 91, ce système est donc complet. 

Cela achève la démonstration de ce que le système {u„(9)} (nÇQ) que nous 
venons de construire est tel que les valeurs en chaque point 9 fixé forment un sys-
tème orthonormal complet dans 2t. Soit u„ l'élément de Sî qui correspond à la fonc-
tion u„(9) (nÇ Q). On a alors 

2K 
(U"um,U"un) = ^- \ ei(p-'l)0(um(0), u„(0))dO — Sp q-ôm r, Z71 A 

3) Les fonctions u„(0) ( « = 1 , . . . , N ) étant mesurables, les ensembles 

er = {0: /i,(0) = ...=fc.-i(0) = 0, 0} (r=\, 2....) 

sont aussi mesurables. La réunion de ces ensembles est égale au- segment (0, 2tî) et dans er 
on a 

donc MJV+I(0) est mesurable dans er. 
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(m,nÇ.Q,; p,q — 0, ± 1 , ...), d 'où il résulte en particulier que le sous-espace 21" 
déterminé par les éléments u„ de rang n>N est ambulant par rapport à U et que-
aB(2r) est orthogonal à 90i(2T). Soit v un élément de S , orthogonal à Wl(20 © 
©9JÎ(2i"), ou, ce qui revient au même, à tous les éléments de la forme Uqun 
(«Çi î ; q = 0, ± 1 , ...). Si v(9) est la fonction correspondante, on a 

2k 
o = { u ' u n , v ) = ^ ~ \é*>(un(P),v(P))M ( « e n ; ? = o , ± 1 , . . . ) „ 

ô 
donc 

(un(0),m) = 0 p.p. («en); 
vu que le système {u„(9)} est complet dans 21 pour tout, 9 fixé, il résulte que 

v(9)=0 p. p., 

donc v=0. Cela prouve que 

ï i î ^ i o œ ï ï K a n ^ i î 

et que, par conséquent, U" est une translation bilatérale, engendrée notamment 
par le sous-espace ambulant 21". 

Cela achève la démonstration du lemme 2. 

3. Soit 
2n 

U = \EI0DEE 
o 

une transformation unitaire quelconque et soit E(A) la mesure spectrale corres-
pondante; a parcourt les ensembles boréliens sur le cercle unité 

C0 = {ew: 0s9^2n}.4) 

En désignant par m(<x) la mesure de Lebesgue sur C0 on dit que U a son spectre 
absolument continu si m(A)= 0 entraîne E(<J) = O. 

L e m m e 3. Supposons que pour la transformation unitaire U de S il y ait des 
sous-espaces ambulants -J(2, ...,21^ tels que la somme vectorielle 

3W(2I1) + iDÎ(3Î2)+-" + 33ï(3iJv) 

soit dense dans U a alors son spectre absolument continu. 

D é m o n s t r a t i o n . Dans le cas où JV=1, c'est-à-dire si U est une translation 
bilatérale engendrée par 2l = 2Î!, on peut faire usage de la représentation de U 

*) On a 
F.(a)= l'clEo 

S 

où s désigne l'ensemble dans [0, 2n] qui correspond à l'ensemble a dans Co par l'application 
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2 
•comme opérateur de multiplication dans L%(0, 2n). On voit aisément que 

(E(a)u, u) = ¿J(«(0), u(0))d0, 4) 
s 

•d'où la continuité absolue de E(a) est évidente. 
Dans le cas général on observe que chaque 9)î(2it) réduit U à une translation 

bilatérale et par conséquent la partie de E(a) dans 9)1 (21t) est absolument con-
tinue. Donc m(o) = 0 entraîne £ ( c r ) / = 0 pour /€2)î(2[ fc) (k = \, ...,N) et alors 
aussi p o u r / e 9 5 î ( 9 t 0 + --- + aJ}(91iV) et par continuité pour tout / Ç i l . 

L e m m e 4. Supposons que la transformation unitaire U de l'espace SI ait son 
.spectre absolument continu et soit © un sous-espace de ® tel que 2)1 (©) = S. On a alors 

U = @UX 
y. 

où le nombre des termes est au plus égal à dim ©, et chaque terme est unitairement 
équivalent à l'opérateur de multiplication par et0 dans un espace L2 (MJ, constitué 
•des fonctions f(0) définies dans l'ensemble mesurable Mx c (0, 2n), à valeurs com-
plexes et de carré intégrable sur Mx. En formule 

UX~U*(MX). 

D é m o n s t r a t i o n . Choisissons dans ® un système d'éléments fa 0 (œ €Í2) 
tel que les sous-espaces fSJt(fa) soient orthogonaux deux-à-deux et 

<6) a = 0 9 J l ( / J . 

C0 

Dans la décomposition correspondante de U, 

<7) U=@Ua, œ 

•chaque terme Ua est unitairement équivalent à un U*(Mm), où Ma est notamment 
l'ensemble des points 0 6(0, 2n) dans lesquels la fonction (non décroissante et 
absolument continue) (Egf^f^,) admet une dérivée pm(6), finie et T^O. En effet, 
l 'application isométrique en question se définit d 'abord pour les sommes finies 
•de la forme 2ckUkfo> P a r 

k 

f = 2 ckukL - 2 ckeMYJjè) =f„(Q) 
k k 

•et s'étend ensuite ijar continuité à une application isométrique tu de 5Dt(/J sur 
L2(MJ; cf. [13]. 

Soit o le nombre cardinal de l'ensemble Q. 
Si o S dim <5, nous avons déjà la décomposition de U de type cherché. Reste 

-à étudier le cas où o > dim ©. 
• De (6) il s'ensuit que d i m f í = K 0 - o , e t d e l 'équation 9)t(©) = ® il s'ensuit que 

,^0-dim S è d i m i l ' . Par conséquent on a toujours 

Ko-dim<S ê K0-o; 
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il en découle que l'inégalité o =~dim <3 n'est possible que si 

(8) dim © = N (nombre fini) et 7 V < o S K 0 . 

Nous démontrerons que dans le cas (8) on peut remplacer la décomposition (7) 
de U par une autre de même type, mais à N termes au plus. 

A cette fin, nous montrons d 'abord que si cou ...,coN+1 sont A r + 1 éléments 
différents quelconques de Q, l'ensemble 

est de mesure 0. 
Soit (pu...,(pN une base de S ; puisque 21c(S) = ,fî, il n'y a aucun élément 

^ € ^ 5^0, qui soit orthogonal à tous les éléments Um<pn (n = l , ...,N; m=0, * 
± 1 , ± 2 , ' . . . ) . . 

Passons de $ à l'espace 

01 

par l'application isométrique T qui est engendrée par les applications isométriques 
i » ' 2 R ( P o u r 

io la 

on a donc: 

( l e s équations 2 \eime<P«,a{0)VMd9 = 0 ( « = 1 , ...,N; 

(*) \ " m = 0, ± 1 , ± 2 , . . . ) 

(en t ra înent \j/a(9) = 0 p. p. dans pour tout CÛÇÎÎ. 

Or les N équations linéaires homogènes à N+ 1 inconnues 

¡V+1 

k = 1 

admettent, pour tout 9Ç. A, une solution 

xl = x1(9), ..., xN+l = xN+1(9) 
telle que 

N+1 

2 k ( 0 ) l 2 = i ; 
. k= 1 

de plus il est facile à voir que cette solution peut être choisie en fonction mesurable 
de 6 dans À. Si nous posons 

= dans A> =0 d a n s Mak-A (k= 1, . . . , i V + l ) 
et 

dans tout Ma pour Cü${COy, ...,co¡y + 1 } , 

nous aboutissons à une contradiction à (•&) sauf si A est de mesure 0. 

A 8 
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Donc toute intersection de type A est de mesure 0. On en conclut qu'il existe 
un système fini ou • dénombrable d'ensembles mesurables £„ Ç(0, In), disjoints 
deux-à-deux, et tels que chaque Mm est égal, à un ensemble de mesure 0 près, à la 
réunion de certains de ces ensembles E„, le même ensemble E„ ne faisant partie 
que de N des ensembles Mw au plus. 

Soit Fr la réunion de ceux des En qui font partie d 'au moins r des ensembles 
Ma. En vertu de la relation évidente 

n n 

valable pour tout système dénombrable {N„} de sous-ensembles mesurables disjo-
» ints de (0,2n), on a donc: 

© U*(Mt0) = (B © U*(En)=¿ © U*(E„)= ®U*(Fr). 
ai co £ „ c M „ r = l £ , c f , r = l 

Nous avons ainsi démontré que dans tous les cas on a 

« 

avec un nombre au plus égal à dim © de termes au second membre. 
Cela achève la démonstration du lemme 4. 

L e m m e 5. a) Supposons que pour la transformation unitaire U de Ë il y ait 
deux sous-espaces ambulants, 21 et S, tels que 

(9) dim 9t S dim 23 

et 

(10) 301 (3Q +301(93) est dense dans Ë. 

On a alors 
U=U'®U" 

où U' est une translation bilatérale de multiplicité égale à dim 91, et U" est unitaire-
ment équivalente a une somme orthogonale de type 

© t / x ( M x ) , 
X 

le nombre des termes étant au plus égal à dim SB. Par conséquent U peut être pro-
longée à une translation bilatérale de multiplicité au plus égale á 

dim 91 + d i m 23. 

b) Dans la condition additionnelle: 

(11) dim 91 est infinie, 

U est elle-même une translation bilatérale, de multiplicité égale à dim 9t. 

D é m o n s t r a t i o n , a) Mettons à part le cas évident ® = 9Jt(9t). Les sous-espaces 

r = 90î(9t) et . r = ï)ï(9l)1 
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réduisent U; les parties correspondantes de U soient U' et U". Si Q est l 'opérateur 
de projection de Sî sur Ît", posons 

33" = £>33. 

Q permute à U, donc on a 

2)108") = ;.№(g33) - ô l t ( 3 3 ) = e(9R(3l) + aB(ffl)) = QR = St". 

En vertu du lemrae 3, U a son spectre absolument continu, donc U" l'a aussi. On 
peut alors appliquer le lemme 4: il résulte qtie 

(12) U" = ® U : où ^ - [ / " ( M * ) , 
X 

le nombre cardinal f de l'ensemble K des indices x étant au plus égal à dim 39". 
Or, évidemment, dim 33" ë dim 33. 

© U* (Mx) peut être prolongé de manière évidente à . © £/* (0,27t), qui est une 
X X 

translation bilatérale de multiplicité !. 
Pour démontrer b), observons d'abord que 

f S dim 33;ê dim 91, donc K 0 - f = K0-dim 91. 

Si dim 21 est infinie, on a No'dim 21 = dim 21, donc K 0 - ï ^d im91 . P£ i r conséquent 
il existe un nombre cardinal r ^ O tel que 

(13) dim 21 = Ko-ï + r . 

Choisissons dans 21 un système orthonormal complet 2 . En vertu de (13) on 
peut arranger les éléments de S comme suit: 

s = {?« ,„ (*€* ; » = 1 , 2 , . . . ) , M e É i î ) } 

où l'ensemble R des indices g a le nombre cardinal r . 
Puisque 91 est ambulant, on a . 

r = EDÎ(91) = [ © m(<pxJ] © [© 3ft (?>*)], 

X,tl Q 

et dans la décomposition correspondante 

(14) U' = [©£/;,„]©[© »y" e 

chaque terme U'K,„ et U'Q est une translation bilatérale simple, donc 

Ui,„~U*(0, 2s), Ui ~ U*(0, 2n). 

En combinant (12) et (14) nous obtenons que 
(15) u = v © u"=® [uz© ui, i © uî,2 ©...] © [© u;]. 

X I? 

Soit 
Ux, n — Vx, n © n 
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la décomposition de U'Xt„ qui correspond, par l'équivalence U'x>„ ~ Ux (0, 2n), 
à la décomposition évidente 

U*(Q, 2n) = U*(M.J © Ux(CMy) où CM x = (0, 2n)-Mx. 

On aura alors 

uz © UI. i © UÎ, 2 © . . . = ( U: © M, 0 © ( VI, i © M, 2) © ( vi, 2 © WI, 3) ©... 

où, dans le second membre, chaque terme entre paranthèses est unitairement équi-
valent à UX(MX)®UX(CMX), donc à U*(0,2n). 

De cette façon, il résulte de (15) que U est la somme orthogonale de trans-
lations bilatérales simples, en nombre total + r = d i m 91. Donc U est une 
translation bilatérale de multiplicité égale à dim 91. 

2. Contractions dont les dilatations unitaires sont des translations bilatérales 

1. Dans tout ce qui suit T désignera une contraction de l'espace de Hilbert 
,<q (dim S 1 ) et U la dilatation unitaire minimum de T, U opérant dans un espace 
de Hilbert £ qui contient § comme sous-espace5). U est donc une transformation 
unitaire dans & telle que 

(U% h') = (T"h, h'), (XJ—h, h') = (r*"A, h') 

pour h, h'Zfè et n = 0, 1 , 2 , . . . , et ® est sous-tendu par les éléments de la forme 
Unh (h£§;n = 0, ± 1 , ± 2 , . . . ) ; en formule 

Introduisons les notations 

b = d i m ( / - - r * 7 , ) £ , b* = d i m ( / - 7 T * ) $ . 
On a évidemment 

d i m § ; 

b = b * = 0 si T est unitaire et dans ce cas seulement. 
Les variétés linéaires 

20 = ( U - T ) § , S Î = {U*-T*)§ 
et leurs adhérences 

8 = (U-T)Ss, 8* - ( £ / * ~ r * T § 

joueront un rôle essentiel dans ce qui suit. 

T h é o r è m e 1. (i) 8 et 8* sont des sous-espaces ambulants par rapport a U 
et on a 

d i m 8 = b et d i m 8 * = b*. 

(ii) L'espace Ê se décompose en la somme orthogonale 

(16) « = . . . © C/28 © i / 8 © 8 © § © 8* © «7*8* © U*2 8* © . . . . 

5) Cf. [8] ou [9]. 
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D é m o n s t r a t i o n , (i) Pour démontrer que 8 et 8* sont ambulants il suffit 
de montrer que 

0 ± S 0 , C/*"8S-LSS pour « = 1 , 2 , . . . ; 

par raison de symétrie il suffit même d'envisager seulement 8 0 . Or pour h, h' € § 
et n = 1,2, ... on a 

(Un(U-T)h, (U- T)h') = (U% h')-{Un~lTh, h')-(Un+1h, Th') + (U"Th, T'h) = 

= (T"h, h')-(T"-1Th, h')-(T"+1h, Th') + {TnTh, Th') = 0. 

Pour démontrer dim 8 = b, observons d 'abord que pour h Ç § 

\\(U-T)h\\2 = (Uh, Uh) — (JJh, Th)-(Th, Uh) + (Th, Th) = 
= (h, h) — {Th, Th) — (Th, Th) + (Th, Th) = ((I-T*T)h,h) = | | ( 7 -T*T)*h\ \ 2 . 

En vertu de cette relation 8 0 peut être appliqué isométriquement sur (/— 
et par conséquent 8 sur (I—T*T)*$Q. Or ce dernier sous-espace coïncide avec 
(I-T*T)&, 6) donc on a bien d i m 8 = b. 

L'égalité dim 8* = b* se démontre de manière analogue. 

(ii) Montrons que les termes du second membre de (16) sont orthogonaux. 
Comme nous savons déjà que 8 et 8* sont ambulants, il faut encore montrer que 

UN2±U*M&*, U"2±ÎQ et t / * m 8 * ± § pour m , n ë 0 ; 

il suffit même d'envisager 8 0 et 8Q a u lieu de 8 et 8*. Or on a pour h, h'ÇÎQ: 

(£/"(£/- T)h, U*m(U* - T*)h') = 

= (Un+m+2h, h')-(U"+m+1h, T*h')-(Un+m+1Th,h') + (Un+mTh, T*h') = 

= (Tn + m+2h,h')-(Tn + m+1h, T*h')-(T" + m+1Th, h') + (Tn+mTh, T*h') = 0, 

(U"(U-T)h, h') = (Un+1h,h')-(UnTh, h') = (T"+lh, h')-(T"Th, h') = 0, 

(U*m(U* - T*)h, h') = (£/*m+ lh, h') -(U*mT*h, h') = 

= (T*m+1h, h')-(T*mT*h, h') = 0, 

ce qui prouve notre assertion. 

Désignons alors la somme orthogonale au second membre de (16) par ®0. On a 

UË0 =... © £ / 3 8© C/28© C/8© £ / £ © W* © 8 * © E/*8* © . . . = ft0 

puisque, comme on le verra tout de suite, 

(17) U § ® U 8* = 8 © £ . 

6) Posons Z=(I-T*T)i. On a Z § = = Î 9 i z étant constitué des zéros de Z 
et 5ÎZ

2 des zéros de Z2. Or 
Z/I = 0 o Z2h = 0 

puisque Z=£ O. 
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est donc un sous-espace de Ë, réduisant U et comprenant £), d 'où il résulte, 
en vertu de la propriété de minimum de U, que 

ËQ = ®. 

Pour établir (17), il suffit d'envisager 8 0 et So au lieu de 8 et 8* et de dé-
montrer que 

USQ ® U ( U * = 

Or cela s'ensuit du fait que, pour un élément u de Ë, la possibilité d 'une représenta-
tion sous la forme 

u=Uhi + U(U* - T*)h2 (h!, h2 € @ 

est équivalente à la possibilité d 'une représentation sous la forme 

u = (U— T)h' + h" (A', A * 6 ® . 

On aura notamment à poser 

h' = hi- T*h2, h" = Thy + ( / - TT*)h2 

et réciproquement 

hy = ( / - T*T)lï + T*h", h2 = h" - Th'. 

Cela achève la démonstration du théorème. 

R e m a r q u e . Théorème' l , (i) est compris dans un théorème de HALPERIN [3]. 
La décomposition (16) peut servir aussi comme point de départ d 'une construction 
d e U , c ' e s t c e q u i a é t é f a i t p a r SZ.-NAGY [9] e t HALPERIN [3]. 

T h é o r è m e 2. Pour que Von ait 

(a) 2>î(8) = $ ou (a*) 9)î(8*) = £ , 

il faut et il suffit que la condition 

(b) ( n -<~) ou (b*) ( n - ° ° ) 

soit vérifiée, selon les cas. 
Donc la condition (b) entraîne que U soit une translation bilatérale de multipli-

cité égale a b, et la condition (b*) entraîne que U soit une translation bilatérale de 
multiplicité égale à b*. 

D é m o n s t r a t i o n . Pour h£!g et « = 1,2, ... on a 

"i U-k~i(U-T)Tkh= *2 (U'kTk-U-k-lTk+1)h = h — U~"Tnh, 
k =0 k=0 

et sous la condition (b) 

h = lim (/? — U~"T"h) Ç 9)1(8). 
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Donc (b) entraîne 

$ c 3 t t ( S ) , £ /"§cE/"9K(8) = 3«(2) (n = 0, ±1, ..:) 

et par conséquent 

Jt = 3R(2). 

En vertu du théorème 1, U est alors une translation bilatérale engendrée par le sous-
espace ambulant complet 8 . 

L'implication (b*)=*(a*) se démontre de manière analogue. 
Démontrons les implications inverses. Supposons que 

fl = 3tt(8). 

Il s'ensuit en particulier que tout h f ^ admet le développement orthogonal 

h = | Ukgk 

gutz, 2 lk.il2 = M 2 -

T"h~PU"h=P 2 

ou 

On en déduit que 

où P désigne la projection orthogonale sur ¡Q. Or en vertu de (16) est orthogonal 
à Um8 pour MÈO, donc on a 

T"h=P ~2* U"*kgk, 
k= - o 

\ \ T " h \ \ 2 = 

et par conséquent 

~ 2 l u n + k g k 
2 = ' 2 ' M 2 

k= -

T"h~* 0 pour n — 

L'implication (a*)=>-(b*) se démontre de manière analogue. 

R e m a r q u e . Le fait que les conditions (b) et (b*) entraînent que U soit une 
translation bilatérale, de multiplicité égale à b ou à b*, selon les cas, a été démontré 
déjà par DE B R U I J N [1] par une construction matricielle. Ce résultat comprend un 
théorème antérieur de SCHREIBER [7] concernant le cas 

étudié aussi dans la Note I I [ 1 1 ] . D 'au t re part , le résultat de DE B R U I J N vient d'être 
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généralisé pa r H A L P E R I N [3] pa r une certaine combinaison des conditions (b) et 
( b * ) . 7 ) 

C o r o l l a i r e . Si b = dim (I-T*T)io est un nombre fini et la dilatation 
unitaire minimum U de T est une translation bilatérale de multiplicité égale à b, 
on a nécessairement 

Tn-~0 

De même, si b* est un nombre fini et U est une translation bilatérale de multiplicité 
égale a b*, on a 

T*n^O ( n - o o ) . 

D é m o n s t r a t i o n . Il Suffit de démontrer la première assertion. Soit 

U=U'@U" 

la décomposit ion de U suivant ses parties U' dans 9)î (8) et U" dans 931(8)^-
En vertu du théorème 1, U' est une translation bilatérale, de multiplicité égale à b. 
D 'après le lemme 2, U" doit alors être aussi une translation bilatérale. La multi-
plicité de U est la somme des multiplicités de U' et U". Or U et U' ont la même 
multiplicité finie b. Il s'ensuit que la multiplicité de U" doit être égale à 0, c'est-à-
dire que 

2J Ï (8 ) J -={0} , 9Jï(8) = ®, 

et on applique alors le théorème 2. 

T h é o r è m e 3. Soit T une contraction complètement non-unitaire8) de l'espace 
et soit U sa dilatation unitaire minimum dans Ê. Soient 

b = d im (I—T*T)!Q, b = d i m ( / - T T * ) § , 
et 

b „ , a x = max{b , b*}, bmin = min {b, b*}. 

7) HALPERIN suppose qu'il existe deux projections dans Qi et Qi, telles que 

2201 = 0, QÎTQi = 0, (/-e2)r(/-Q0 = O, 

( r e . r - O et ( r * e 2 ) " - 0 ( n - = o ) , 

et démontre que U est alors une translation bilatérale ayant comme générateur le sous-espace 
ambulant 

. (Û-'f)Q^®(I-Qi-Q^@(.U*-T*)Q^ (<=S). 

8) La contraction T de § est dite complètement non-unitaire si elle ne comprend pas de 
partie unitaire, c'est-à-dire s'il n'y a aucun sous-espace {0} qui réduisse T à une transfor-
mation unitaire, ou ce qui revient au même, s'il n'y a aucun élément h pour lequel 

\\T"h\\ = \\li\\ = \\T*nh\\ pour tout n>-0. 

Toute contraction peut être décomposée univoquement en une somme orthogonale d'une trans-
formation-unitaire et d'une, contraction complètement non-unitaire (une de ces composantes 
peut être absente, ce qui veut dire que le sous-espace correspondant peut se réduire à {0}). 
Voir [4] et [13]. 
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a) Si bmax est infini, U est une translation bilatérale, de multiplicité égale h bmax_ 
Le même est vrai si dim § est finie. Dans le cas où dim > bmax est tou-
jours infini, notamment on a bmax = dim 0g =» 

b) Si bmax est fini et dim § infinie, on a 

U=Ul® u2 

où Uy est une translation bilatérale de multiplicité égale a bmax et U2 est unitairement 
équivalente a une somme orthogonale d'opérateurs de multiplication par é° dans 
des espaces L2 (Mx), soit 

U2~®U*(MJ, 

où le nombre des termes est au plus égal a bmin . 
Par conséquent U a toujours son spectre absolument continu et peut être pro-

longée a une translation bilatérale U, de multiplicité au plus égale à 

i W + ^min = b + b*; 

U est une dilatation unitaire, non nécessairement minimum, de T.9) 

D é m o n s t r a t i o n . Commençons par démontrer que si T est complètement 
non-unitaire, la somme vectorielle 

2ft(8) + 2№(8*) 
est dense dans i(. 

S o i t / 6 ® , orthogonal à 2)î(8) et à 2>î(8*), et montrons qu'alors / = 0 . Comme 
/ e s t orthogonal en particulier à t /"8 et £/*"8* pour n~0, 1, . . . , il résulte1 de (16) 
q u e / appartient nécessairement à Du fait que / est orthogonal à U*" 8 ( n ë l ) 
il s'ensuit que pour tout hÇ_$Q 

0 = ( / , £/*"(£/— T)h) = (U"~\f, h) - (U"g, Th) = (T- y , h) - (T"f Th) ; 

en posant h = T"~1f il en résulte 

\\T»-y\\2-\\T"f\\2=o ("=1,2,...), 
donc 

| | / | | = ||7y|| = | [ r y | h . . . , . 

Du fait que / est orthogonal à C/"8* ( « S i ) il résulte de manière analogue que 

11/11 = | | r * / | H | r * y | | = . . . . 

Puisque T est complètement non-unitaire, ces équations entraînent 

/ = 0 . 

Cela prouve que 30î(8) + 9)t(8*) est dense dans 
Théorème 3 est alors une conséquence immédiate du lemme 5, sauf dans le 

cas où d i m § est finie. 

9) Le fait que U a son spectre absolument continu et admet comme prolongement une; 
translation bilatérale, a été démontré déjà dans la Note IV [13], à l'aide de certains théorèmes 
assez profonds de la théorie des fonctions analytiques. 
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9 

Si dim est finie, la contraction complètement non-unitaire T a son spectre 
:situé entièrement dans l'intérieur du cercle unité, d 'où il s'ensuit que T" — 0 et 
J*" — O pour n —oo. En vertu du théorème 2, U est alors une translation bilatérale 

-de multiplicité égale à la fois à b et à b* (donc bmax = b = b*). 
Observons finalement que si dim § > x 0 , bmax est nécessairement infini, parce que 

dim dim S S dim 2)1 (8) + d i m 9)î(8*) = K0-b + K0-b* - X0-bmax 

-entraîne dans ce cas 

d i m £ = b m a x . 

Cela achève la démonstration du théorème 3. . 

C o r o l l a i r e 1. Si | |77i| |< ||A|| pour tout h^O, U est une translation bila-
térale de multiplicité égale à dim 

D é m o n s t r a t i o n . T est alors évidemment complètement non-unitaire et 
•(l-T*T)h^0 pour ht^O , par conséquent = b = d i m § . On a donc 
à appliquer le théorème 3, a). 

Ce corollaire affirme une conjecture de DE BRUIJN, formulée à 1a. fin de sa 
Note [1]. 

C o r o l l a i r e 2. Soit T une contraction complètement non-unitaire de ÎQ, 
et soit 

n = b + b* < 

Il n'y a alors pas de décomposition de en somme orthogonale de plus de n sous-
•espaces ^¡#{0} dont chacun réduisse T. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit 

une décomposition de § en. somme orthogonale de sous-espaces £>¡^{0} dont 
•chacun réduit T. Soit 

la décomposition correspondante de l'espace de la dilatation unitaire minimum 
U de T, 

La partie'de CTdans soit Uh est alors la dilatation unitaire minimum de la partie 
Tt de T dans Comme T, n'est pas unitaire, il y a dans un sous-espace 9ff ^ {0}, 
ambulant par rapport à £/f (notamment on peut choisir pour 21,- un des sous-espaces 

S*, correspondant à T{ en vertu du théorème 1). 

21 = 2 t 1 f f i2 t 2 ©.. .©2( m 

•est alors un sous-espace de ambulant par rapport à U et on a 

dim 2( s m. 



Contractions V. Translations bilatérales 123? 

Si est alors ambulant aussi par rapport à la translation bilatérale U, de multipli-
cité S n, qui prolonge U (voir le théorème 3). D'après le lemme 1 on a donc dim 91S n. 
Par conséquent m ^ n . 

R e m a r q u e . Dans le cas de la transformation 

T(xl,x2, • • •) — (0, x1,x2, ...) 

de l'espace l2 on a n = 1. En vertu du corollaire il n'y a donc pas de sous-espace 
réduisant T autre que ceux banaux {0} et l2. Ce résultat a été obtenu déjà par 
WERMER.[14], 

2. Le théorème suivant s'approche d 'un autre côté du problème de la structure 
de la dilatation unitaire minimum U de la contraction T. 

T h é o r è m e 4. Supposons que le spectre aT de T ne recouvre pas le cercle unité C0. 
Dans ce cas on a 

et ® peut être décomposé en somme orthogonale de deux sous-espaces réduisant t/» 
soit 

de sorte que la partie de U dans soit une translation bilatérale de multiplicité b 
et la partie de U dans Ê2 ait son spectre entièrement contenu dans 

<7rfl C 0 ; 

telle est la décomposition fournie par 

^ = 901(8) et ®2 = 93î(8)^. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit z un point dans l'ensemble ouvert 

Q—C0 — AT 

et posons 
R = (zl— T)~l. 

Il résulte des relations évidentes 

R(zl+ T) + (zI+ T)*R* — R [(zl + T) (zl — T)* + (zl - T)(zl+ T)*]R* = 

= 2R(I—TT*)R*, 

(zl+ T)RJr R* (zl+ T)* = R*[(zl— T)*(z/+ T) + (zl+ T)*(zl-T)]R = 

= 2R*(I-T*T)R, 

où les premiers membres sont égaux, qu'on a 

R(I-TT*)R*=R*(I-T*T)R 
et par conséquent 

R(I- TT*)£ = /?*(/- T*T) 

On peut donc appliquer (I—TT*)ÎQ sur (I—T*T)ÎQ par la transformation linéaire 
biunivoque et bicontinue R*~lR = (zI—T)*(zI—T)~l, et par conséquent b = b*. 
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Soit E( • ) la mesure spectrale de U, étalée sur C0 . Soit, comme plus haut , 
— et 8 = 8 0 , e t remarquons que 

SK(S)= V C/-S0 = V £ ( 5 ) 8 0 

où ô parcourt l'ensemble des arcs de C0 . 
Soit A un arc de C0 , situé avec ses extrémités dans l'intérieur de g. Puisque 

\\{zI- T)~i\\ est une fonction continue de z dans l'ensemble résolvant de T, on a 
pour z £ A 

ll(z/— T) - 1 1 | s M a ( = constante indépendante de z). 

Envisageons une décomposition ® de A en un nombre fini d'arcs (fermés, 
demi-ouverts ou ouverts) Ô2, •••, SN, deux-à-deux sans points communs, et dans 
chaque ôk prenons un point zk. Soit h un élément de et posons 

hes= 2E{èk)(u-T)(zki-T)-'h• 
k= 1 

lig^ appartient à 

E(A)m(2) = E(A)\/E(ô)20= V E№o-
ô 

Or, 

h® = 2 E(ôk)(zkI-T+ U—zkI)(zkI— T)_1h = 4=1 

= 2 E(Sk)h + 2 E(Ôk)(U— zkI)(zkI — T)~1h = E(A)h + g § ) . 
k = 1 4=1 

Comme les projections E(ôk) sont orthogonales deux-à-deux, on a 

I M 2 = 2 m è k ) ( u - z k i ) ( z k i - T y > h \ \ \ 
k=l 

et comme 

\\E(ôk)(U-zkl)\\ = Il ¡(z-zk)dEe\\ m a x | z - z , | ^ \ôk\,10) 

il résulte que 

IMI2 — 2 n2Ml\W ^ ^IHHAlmax^l. 
k=l i 

Faisons varier la décomposition @ de sorte que la longueur maximum des 
intervalles de décomposition tende vers 0. On aura alors g^ —• 0, h^ -+E(A)h, et 
par conséquent E(A)h appartient aussi à £(A)SDÎ(8). Puisque h était un élément 
quelconque de cela prouve que 

E(A) £> c E(A) 9)î (8). 

'O) |(5| désignera la longueur d'arc de ô. 
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L 'ensemble ouvert Q est somme dénombrable de tels arcs A, donc on a aussi 

Comme U" permute à E(Q) et comme C/"2)î(8) = 9Jc(8), il en découle aussi 

£ ( e ) £ / " $ c £ ( e ) a f t ( 8 ) pour n = 0, ± 1 , ± 2 , . . . . 

Vu que les sous-espaces sous-tendent Ë et que, d 'autre part , 93c (8) est contenu 
dans Ë, il en résulte que 

(18) £ ( e ) « = £ ( e ) a » ( 8 ) . 

Soit Q la projection dans Ë sur 2)î(8); Q permute à U donc aussi à E(Q) et 
par conséquent E(Q)Q est aussi une projection. Par (18) on a 

(19) E(Q)Q = E(Q), E(Q)(I— Q) = 0. 

La décomposition de Ë par 9DÎ(8) et 932(8)^ est de type énoncé dans le thé-
orème. En effet, la partie de U dans 931(8) est une translation bilatérale, ayant 
8 pour sous-espace ambulant générateur. D'autre part, la mesure spectrale . £ ' ( • ) 
de la partie de U dans 95î(8)"t" est égale à la partie de £ ( • ) dans 9Jc (8) , donc, 
par (19), E'(Q) = 0. Cela achève la démonstration. 

C o r o l l a i r e 1. Si pour une contraction complètement non-unitaire T Vensemble 
<jT H C0 est de mesure (linéaire) Q, on a 

il = 2B (8). 

Donc U est alors une translation bilatérale, de multiplicité égale à b ( = b*). 

D é m o n s t r a t i o n . En effet, la mesure spectrale £ ' ( • ) est alors supportée 
par un ensemble de mesure 0; comme d'autre part cette mesure spectrale est 
absolument continue, on a E'(<J) = 0 pour tout A borélien de mesure 0, donc 
2) î (8)^ = {0}. 

C o r o l l a i r e 2. Soit T une contraction quelconque telle que b est un nombre 
fini et <rT ne recouvre pas CQ. Si la dilatation unitaire minimum U de T est une trans-
lation bilatérale, on a nécessairement 

T"~0 et (n -*• »). 

D é m o n s t r a t i o n . La partie U' de U dans 93î(8) étant une translation bila-
térale de multiplicité finie b, il s'ensuit du lemme 2 que la partie U" de U dans 2)î (8 )^ 
est aussi une translation bilatérale. Or, par le théorème 4, U" a son spectre contenu 
dans < r r f l C 0 , donc ce spectre ne recouvre pas C0 . Puisque le spectre d 'une trans-
lation bilatérale d 'un espace ^ { 0 } recouvre C 0 , on a nécessairement 9Jl(8)"I" = {0}, 
2)1(8) = $ . On en conclut par le théorème 2 que T n ^ O . 

En partant de 8* au lieu de 8 (b = b*), on obtient de la même- façon que 
T*" — 0. 

3. U n e x e m p l e . Nous montrons par un exemple qu'il existe une contraction 
complètement non-unitaire dont la dilatation unitaire minimum n'est pas une trans-
lation bilatérale. 
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Soit $Q = L2(0, 1) et pour posons 
X 

A0f(x) = xf(x), Af(x) = xf(x) + i f / ( 0 dt, 
ô 

On a alors 
t 

A*f(x) = xf(x)-i\f(t)dt 

et par conséquent 

A=B+±P 

où 5 = Re^4 et P est une projection de rang 1, notamment 

P f = ( f , 1)1-

B étant une transformation autoadjointe, on a ||(2? + / 7 ) - 1 | | ^ l , 

(B+iiy^P 

et par conséquent la transformation 

A + il = B+ il + ^P = (B+ il)(l+ (B+ il)'1 j p) 

admet aussi une inverse bornée. Posons 

T= (A-i/)(A + i/)-1. 

On obtient par un calcul simple 

I - T*T = 2D*PD, I—TT* = 2DPD* 
où 

D = (.A + il)"1. 

De ces relations on conclut que I—T*T^O, c'est-à-dire que T est une contrac-
tion, et que 

b = dim (I-T*T)ÎQ = dim D*P.§ = 1, 

b* = d i m ( / - 7 T * ) £ = dim D P § = 1. 

D'après un théorème de SAKHNOVITCH [6] il existe une application linéaire 
biunivoque et bicontinue L de sur § telle que 

A = LA0L~1 

et par conséquent 
T=LV0L~l 

où 
V0 = (Ao-UKAo + iJ)-1 
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est une t ransformation unitaire. Le spectre de A0 est le segment [0, 1] et le spectre 
de V0 est l ' image de ce segment par l 'application 

x — i 
x -> : 

X + L 
de l'axe réelle sur C 0 . Donc 

aVo = je i f l : nme^^n^. 

Puisque o T = aV o , o n v 0 ' t 1 u e ° r n e recouvre pas C 0 . 
Puisque T n'est pas unitaire, comprend une partie complètement non-unitaire-

r ( 0 ) non dégénérée, c'est-à-dire opérant dans un sous-espace § ( 0 ) TÎ{0} . Les^ 
quantités b, b* pour T ( 0 ) sont les mêmes que pour T, donc égales à 1, et comme 
<TT(O> c <7R, <RR<o) ne recouvre pas C 0 . Soit U (0> la dilatation unitaire min imum de 
r ( 0 ) . Si U(0> était une translation bilatérale, on aurait , d 'après le corollaire 2 ci-
dessus, r ( 0 ) n — O pour c'est-à-dire que 

| | T - / | h O pour / € § ( 0 > , n -
Or cela entraîne 

ll/ll = | !JLF0-"L-1LF0»L-1 / | | = WLVo-L^T-fW^\ \L\ \ ¡ ¡L^W | | 7 y | b < ) , 

donc / = 0 , ce qui est impossible puisque | ) ( 0 ) comprend aussi des éléments f ^ O -
Cela prouve que £/ (0 ) n'est pas une translation bilatérale. 

3. Un théorème sur la mesure spectrale des dilatations unitaires 

On a démontré dans [11] (Corollaire 2. 2) que si T n'est pas unitaire, le spectre 
de U recouvre le cercle unité C 0 . Ce fait découle aussi des théorèmes du paragraphe-
précédent. En effet, si T n'est pas unitaire, on à bmax = max {b, b * } s l et par c o n -
séquent il existe un sous-espace ^ { 0 } qui réduit U à une translation bilatérale (cf. 
Théorème 1); or le spectre d 'une translation bilatérale recouvre C 0 . 1 ' ) On a même 
plus, no tamment que pour un ensemble borélien < r c C 0 

' m (a) ^ 0 entraîne E(a) ^ O, 

m et E désignant la mesure de Lebesgue et la mesure spectrale attachée à U étalées-
sur C0. 

Nous allons préciser ce résultat comme suit: 

T h é o r è m e 5. Soit T une contraction complètement non-unitaire de l'espace 
et soit U sa dilatation unitaire minimum. Pour tout ensemble borélien ac C0 de mesure-
m(o)7iÇ), on a E^h^O pour tout h^0. 

1 D é m o n s t r a t i o n . Supposons que nous ayons un < r c C 0 et un h£ÎQ tels quer 

(20) m ( t r ) > 0, E(a)h = 0, 

et montrons que cela entraîne h = 0. 

n ) Cf. aussi HALPERIN [3]. 
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Pour tout la fonction (E eh,f ) de 0 est absolument continue dans [0, 2n] 
•(puisque E0 l'est, cf. Théorème 3). De (20) il s'ensuit que la fonction 

p(Q) = d(Eeh,f)ld6 (€L(0 ,2n)) 

s'annule dans un ensemble de mesure positive12). Ses coefficients de Fourier sont 

lu 2n 
ck = ¿j'e-ikep(9)de = — \ e'ik0d(E0h,f) = — (U~%f) = — (h,Ukf) 

(k = 0, ± 1 , ...). 

Soit en particulier / de la forme f=(U-T)g, Dans ce cas ck = 0 pour 
.k = 0, 1, ... parce que 

(h, Uk(U— T)g) = (h, Uk+1g) — (h, UkTg) = {h, Tk^g)-(h, TkTg) = 0. 

Or on sait que si la fonction cp(9)Ç.L(0,2n) s'annule dans un ensemble de 
mesure positive et ses coefficients de Fourier ck sont égaux à 0 pour A:ê0, ils sont 

•égaux à 0 aussi pour k < 0. 13) 
Donc on a aussi 

0 = (h, U~k(U— T)g) = (h, U~kJrlg)-(h, U~kTg) ='(h, T*k~'g)-{h,T*kTg-) 

pour fcê 1. En posant en particuher g = Tk~1h il en résulte 

(h, T*k-lTk~lh)-(h, T*kTkh) = 0, Hr*- 1 ^! = ||ï*A|| ( f c s l ) , 

12) Si s est l'ensemble des points du segment (0, 2n) qui correspond à l'ensemble a par 
-l'application eie—d, on a 

|\p (8)\d6 = var (£„/ , , / ) ^ ]|£(«T)/Î|| \\E(a)f\\ = 0, 

conséquence de ce que, pour des arcs disjoints quelconques ôi,...,ôn de Co, 

SlfUf^O/ ' IPl+lf l|£(<5<)/H2li = l|£(U <5<)/'lll!£(y «50/11-

13) En effet, on a alors 

¿cTTe"10; 
î 

;la fonction 

0 ( z ) = 2 ~ k z k 

î 

appartient à la classe de Hardy H1, et sa valeur limite 

lim 0 (re">), 
r-> 1 

étant égalé p. p. à <p(0), s'annule dans un ensemble de mesure positive. Cela entraîne que 
•<P(z) = 0, donc <p(0) = 0 p. p. (cf. [5]). 
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donc 
\\h\\ = \\Th\H\T2h\\ = .... 

En échangeant les rôles de T et T*, U et U*, dans le raisonnement ci-dessus, 
on obtient de manière analogue 

\\h\\ = \\T*h\\ = \\T**h\\ = .... 

T étant complètement non-unitaire il s'ensuit que h = 0. 
Cela achève la démonstration du théorème 5. 
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