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Sur les contractions de Pespace de Hilbert. VI
Calcul fonctionnel

Par BELA SZ.-NAGY a Szeged et CIPRIAN FOIAS A Bucarest

Le but de cette Note est de développer un calcul fonctionnel pour les contrac-
tions de P’espace de Hilbert, admettant aussi des fonctions non bornées; ainsi on
continue le sujet de la Note III {17] ot ’'on a envisagé seulement des fonctions bor-
nées. Moyennant la relation

A=(I+T)I-T)1

qui relie une classe importante de transformations A a la classe des contractions
T-n’ayant pas la valeur propre 1, on obtient simultanément un calcul fonctionnel
pour ces transformations 4; on étudie en particulier les puissances d’ordre frac-
tionnaire A%

1. Les classes A, H et H;
Commengons par le calcul fonctionnel pour les fonctions bornées, dans une
forme. 1égérement élargie.

1. Soit A la classe des fonctions

) ‘ u(z)=Z'wc,‘z" avec §’|ck|<w,
) _ k=0 k=0
qui sont holomorphes dans le disque unité ouvert
D={z:|z| <1}
et continues dans le disque unité fermé
D={z:|z]=1}.

A est une algébre par rapport a I’addition et la multiplication usuelles des fonc-
tions, et invariante par rapport a ’opération involutive u—u* définie par

w* (2)=u(Z).

Soit T une contraction de I’espace de Hilbert § et faisons correspondre a la
fonction (1. 1) la transformation

a.2) u(T)= g)ckT"



B. Sz.-Nagy et C. Foiag: Contractions VI. Calcul fonctionnel 131

de 9, cette série convergeant en norme. Pour T fixée on obtient de cette fagon une
application
u(2) ~u(T)

de l'algeébre A dans I’algébre B(D) des transformations linéaires bornées de I’espace
9; cette application est un homomorphisme d’algébre, de plus on a

(1.3) u(TY* = u*(T¥).

Dans le cas particulier ot T est normale, cette définition de u(T) est compa-
tible avec celle par la décomposition spectrale de T, conséquence de ce que la série
(1..1) converge uniformément dans D.

Soit Uy la dilatation unitaire minimum de 7. Les relations

Th=pr U} (n=0,1, ...)

.

entrainent
1.4 u(T)=pru(Uy)
pour toute fonction u€A.

2. Soit H la classe de toutes les fonctions u#(z), holomorphes et bornées dans D.
D’apres le théoréme de FATOU [4] la fonction € H admet la valeur limite

u(e'®y =1im u(re'f)
r—1

en tous les points z=e¢ du cercle unité
C={z:|z| =1}

sauf les points d’un ensemble (éventuellement vide) que nous désignerons par

C

et qui est de mesure O par rapport & la mesure de Lebesgue sur C:
m(C,)=0.

Puisque u(rz) est une fonction continue de r et z pour O0<r<1, z€C, Uen-
semble C, est -borélien et la fonction u(e®), définie dans C— C,, est mesurable (B).
Par conséquent I’ensemble C, et la fonction u(e®) sont mesurables par rapport
a toute mesure spectrale étalée sur C.

Faisons les définitions suivantes. Désignons par

ET()

la mesure spectrale correspondant i la dilatation unitaire minimum U, de’la con-
traction T; E;(¢) est définie pour tous les sous-ensembles boréliens ¢ de C. Soit

Hr ¢
la classe des fonctions u€H pour lesquelles
ET(CH)=0'

H est évidemment une algébre et, pour T fixée, Hy est une sous-algébre de H.
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On étend l'application u(z) »u(7T) de la classe A a la classe plus vaste Hy de
la maniére suivante. Pour 0 <r <1 la fonction appartient i A, donc «,(T) se trouve
déja définie; posons alors

(1.5) u(T)=lim 4,(T).")

Cette définition est possible, la limite existant au sens fort. En effet, comme on a
en vertu de (1. 4)

ur(T) =pr ur(UT)a

il suffit de montrer que u,(U;) converge fortement lorsque r —1, notamment vers
2n

u(Up)= | u(e®) dEr,o.%)
0 .

Or on a pour un élément quelconque f de I'espace de dilatation K

| (U — (U1 = | lu(e® — 1, (£9)[2 d(Er o f, )0,
0

en vertu du théoréme de Lebesgue sur 'intégration terme a terme des suites bornées
et convergentes presque partout. La définition (1. 5) revient donc a poser

(1.5) u(T)=pr u(Uyp).

3. L’application u(z) —u(T), ainsi étendue & la classe Hy, continue d’étre un
homomorphisme d’algébre, conséquence des relations évidentes

(c) (T)=cu (T), (+0)(T)=u(T)+v(T), @v)(T)=ul(T)(T).
Comme T* a sa dilatation unitaire minimum égale a (Up)*, on a
Ep+(0) = Er(0*) -

ou o* est I'image symétrique de o par rapport a I'axe réelle. Par conséquent uEHT
entraine u* €Hrs, et comme par (1. 3)

u (TY* =(u)* (T*) = w*),(T*),

on obtient en passant a la limite (r —1):

(1.6) u(T)* =u*(T*) pour ucH;.
1) Pour u(z)=: Z a2 € A cette définition est compatible avec la précédente, parce que
k=0
a(T) — ul TH| = e T* gkzo (1 ~r*) leel -0 (r—1).

2) {ET of est la famille spectrale de U., étalée sur le segment 0 < 0=2n Donc E; ,=E_(a,)
ou a, désxgne Parc (1, ei6] de C.
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En vertu de la théorie spectrale on a

lu(Up)|| = sup |u(e)]

pour toute fonction de la transformation unitaire U,. Faisant usage de la repré-
sentation (1.5) on obtient l'inégalité '

(1.7 lu(T)|=sup lu(z)| pour u€Hy.

De cette inégalité il s’ensuit que si la suite des fonctions u,€Hy tend vers la
fonction u€H; uniformément dans D, u,(T) converge vers u(T) en norme.
Un critére pour la convergence forfe

un(T) _’u(T) (ll", uEHT)
est que les fonctions u,(z) soient bornées uniformément dans D et
u, (%) ~ u(e)

presque partout par rapport i la mesure spectrale E;(-). En effet, on a alors pour
tout A€

2n

N4 (T) — (DA = [t (Up) — (U = | (&) — ()2 d(Ex, o, h) =0

en vertu du théoréme de Lebesgue sur I'intégration terme a terme des suites bor-
nées, convergentes presque partout.

4. Dans le cas particulier d’une contraction T complétement non-unitaire,*)
E;(-) est absolument continue par rapport i la mesure de Lebesgue m(-), et par
conséquent E;(C,)=0 pour toute fonction u€H. Donc, dans ce cas,

HT=H.
Dans le cas d’une contraction de type général, soit
T=VeoT®

la décomposition canonique de T en somme orthogonale de ses parties unitaire
V et complétement non-unitaire 7¢%.4) On a alors

UT= UV$ U*l‘((l) et ET(O') :EV(O-)@ET(O)(G)

ol Uy, =V parce que V est unitaire. Pour un ensemble ¢ de mesure m(c) =0 on a
Ero(6)=0, par conséquent E,(6)=0 entraine, dans ce cas, E;(6)=0 et
réciproquement. En appliquant - cette relation en particulier aux ensembles C,
attachés aux fonctions u€H, on déduit que

(l. 8) HT=HV'

3) Voir [18].
4y Voir [18] ou [10].
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Envisageons le cas ol la contraction T est normale,
T= |z dk..
D

On a alors

u(T) = [u(2)dK,
b

pour toute fonction u€Hy. Cette équation subsiste notamment pour les fonctions
u, (0<r-<1) et conserve sa validité lors du passage a la limite (r —1). En effet, u,(z)
est bornée uniformément et tend vers u(z) partout dans D sauf dans I’ensemble
C,, situé sur C. L’assertion s’ensuivra par le théoréme de convergence de Lebesgue
si nous montrons que C, est de mesure O par rapport a la mesure spectrale K(-)
étalée sur D, ou, ce qui revient au méme, par rapport a sa restriction Ky(-) aux
sous-ensembles boréliens de la circonférence C. Or il est manifeste que K,(-) est
la mesure spectrale de la partie unitaire V' de T'; par consequent l’équation Ky (C,)=0
dérive de I’équation E (C,)=0.

5. Soit weHy et |w(z)|<1 dans D. En vertu de (1. 7),
(1. 8) T’ =w(T)

est alors une contraction.

En vue d’étudier les fonctions de T, envisageons d’abord la partie unitaire
V’ de T’, opérant dans le sous-espace §’, et la mesure spectrale correspondante
De (1. 8) et (1.5") on déduit

T'" = wi(T) = prw'(Uy)

(1.9 T = pr (W (Up)]* (n=0,1, ...);
d’autre part on a
(1. 10) Iw(Up|| =sup |w(@)|=1.
Soit A’ €9’. Des relations
TR = Wl = | T""h'| (n=0,1,...)
et de (1.9) et (1. 10) on déduit les relations
(L. 11) T =w(Uph', T*R =[wUpl*k =~ (m=0,1,..)
et
(1.12) w* (U= = D" (U]*KY] (n=0,1, ...).

De (1. 12) on obtient
2n

(L13) R =lim U |2 = lim [ )2 d(Er, ', 1) = | Exe, ) |?

L)
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ol 'on a désigné par e, I'ensemble des points e dans lesquels |w(e®)| =1, c’est-
a-dire

e, =w (C).
Puisque
E=Er(e.)
est une projection, (1#13) veut dire que
W =EW.

En combinant ce résultat avec (1. 11) on obtient pour /' €9H’:

w (U EHW n=0
o {0EH (120

[l (U)X ER (n§0)} = jw"(z)ET(dz)h’ (n=0,%1, ..),

d’ou I'on déduit que .
Vil = | ("F(d))h (n=0,%1, ...),

¢

Iintégrale étant prise par rapport a la mesure

F(0) =E-(w(0)),

définie pour les ensembles boréliens ¢  C. Montrons que F(o) est réduit par 9.
11 suffit d’envisager a cet effet le cas ou o est un arc de C. Or, soit {p, (')} une
suite bornée de polynomes trigonométriques tendant vers 1 dans les points & de
Parc ¢ et vers 0 dans les autres points de C; on a alors

F@W = lim [ p,,(€) F@OH = lim p,, (V) €9,

Edal o

puisque V'’ transforme £ en £’
1l résulte de ces raisonnements que la mesure spectrale de V'’ est égale a la
restriction de F(-) & §’, cC’est-d-dire que
-1 ~
(1.14) Ey(0)=E;(w(0))| 9
pour tout ¢ borélien, o C.
6. Envisageons alors les fonctions composées
uow(z) =u(w(z)).
De (1.9) on obtient immédiatement
p(IT)=pow(T)

pour tout polynome p(z). Soit u(z) €A et envisageons cette relation pour les sommes
partielles p,(z) de la série de Taylor de u(z). Lorsque n—eo, p,(T") tend vers u(T”)
en norme, parce que p,(z) tend vers u(z) uniformément dans D. D’autre part, p,ow
et uow appartiennent & Hy, et p,ow(e®®) tend vers uow(e®) uniformément dans
C—C,; comme de plus la suite {p,ow(z)} est uniformément bornée dans D, on
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peut appliquer le critére de convergence donné et on obtient que p,ow(T) tend
vers uow(T). Par conséquent on a

(1. 15) u(T)=uow(T)

pour toute fonction u€A.
Soit u€H. Puisque u,€A (0<r<1), on a par (1. 15):

u, (TY=u,ow(T).

Essayons de passer a la limite »—1 dans P’hypothése additionnelle que uow(z)
appartient aussi 3 Hy. La fonction u,ow(z) est bornée dans D par une constante
indépendante de r, et (lorsque r—-1) u,ow(e®) tend vers uow(e®) partout sauf
les points de ’ensemble

C,Uw (C).
On a E;(C,)=0 puisque weHy. Si 'on suppose aussi
(1.16) | E(¥(C)=o0,

I’ensemble exceptionnel sera de mesure O par rapport & E;(-), et en appliquant
le critére de convergence donné on peut conclure

u,ow(T)—~uow(T).
D’autre part on a
u, (T") ~u(T")

parce que (1. 16) entraine u € Hy-; en effet, par (1. 14) et (1. 16) on a E,(C,)=0 et cela

entraine E;(C,)=0 parce que m(C,)=0. De cette fagon on obtient que (1. 15)

subsiste pour toutes les fonctions u€H vérifiant les conditions uow €Hy et (1. 16).
Résumons:

Théoréme 1. (i). L’application u(z)—~u(T) définie pour les fonctions
u(z)= ickzk
k=0
de la classe Hy par les formules (1. 2), (1. 5), c’est-d-dire par

u(T)= lim i’ ¢ r* Tk,

r—+1k=0
est un homomorphisme d’algébre de Hy dans B(D) et telle que
(@)= sup lu(2)l.
(ii) ueHy entraine w* €Hy. et u(T)* =u* (T*).
(iii) Si la suite des fonctions u,€Hy est uniformément bornée dans D et telle que
U ~u(e®)  (ne)
presque partout par rapport & la mesure spectrale Er(-), on a

u,(T)~u(T) (convergence forte).
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(iv) Pour T normale cette définition de u(T) est compatible avec celle moyennant
la décomposition spectrale de T.
(v) Soit weH, |w(2)|<1 dans D. Dans ce cas

T =w(T)

est aussi une contraction. La mesure spectrale de la partie unitaire V' de T’ est égale-
-1
a une restriction de Er(w(-)). Pour toute fonction u€H telle que

ET(Cuow) = 0’ E~T(;v1 (Cu)) = 07

on a u€Hy, uowcHy; et
u(TYy=uow(T).

2: Les classes € et E;

1. Le premier pas pour étendre notre calcul fonctionnel & des fonctions non:
bornées sera de déterminer les fonctions u€H pour lesquelles #(7) admet une in--
verse (au sens général, c’est-a-dire sans appartenir nécessairement a B(@)), et cela.
pour toute contraction complétement non-unitaire 7.

Pour commencer nous rappelons quelques notions et faits appartenant a la.
théorie des fonctions analytiques, dont nous ferons usage dans la suite.

Soit H! la classe (de HARDY) des fonctions u(z), holomorphes dans D et telles
que lintégrale

2n
[ u(reiy a0

0]
reste bornée pour 0<r<1. Evidemment, HCH!. Pour uéH! la limite

u(e®®) =1im u(re®®)

r-1

existe en presque tous les points e® du cercle unité C, de plus on a

@. 1) lim [ u(e®®) — u(re®)| a0 =0;

r— 0

voir FaTou [4] et Riesz [13]. (2. 1) entraine, par le théoréme de Cauchy,

2n 2n
| u(e®)d = tim [ u(re®)do =lim 2mu(0)=2ru(0)
é re1g r—1

pour toute fonction u€H!. Dans le cas ot u(z)#0, on a

log [u(e®)| € L'(0,2m)

-

(classe des fonctions intégrables au sens de Lebesgue); voir SZEGS [14].
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On appelle fonction extérieure toute fonction de la forme
i

i0
0(z) = x exp ‘:ZI_nj 2—oi’§ log k(0) dG]
0

0=k(6)eL'(0,2n), logk(0)cL'(0,2n)
-t » est une constante complexe, de module 1; v(z) appartient & H! et on a

ol

|v(e®)| =k (0) presque partout. _

Si u¢H! et u(z)#0, on peut poser (en vertu du théoréme de SzEGG) k(0)=
={u(e'?)|. La fonction extérieure u, (z) qui résulte, avec x» =1, est appelee le facteur

.extérieur de u(z), donc
2n

1 | é%+:z .
U, (Z) = €Xp [ﬂj‘m lOg Iu(e'o)l dg].
]

La fonction uo(z) définie par I’équation
u(z) =uo(2)u, (2)
s’appelle le facteur intérieur de u(z). On a
[ug(z)|=1 dans D, et |uy(e®)=1 p.p. sur C;
voir SZEGH [14].
2. Aprés ces préliminaires formulons notre assertion:

. Théoréme 2. Pour une fonction u(z)E€H les propriétés suivantes sont équi-
walentes:
(A) u(z) est une fonction extérieure.
(B) Les conditions
2n
(*) 0=p(O)CL 02m), |u(e@®)p©)emdd=0 (2=0,1,..)
0
.entrainent
p(B)=0 presque partout®).

(C) u(T)~! existe pour toute contraction complétement non-unitaire T.

5) Le fait que les propriétés (A) et (B) sont équivalentes pour ueH, est analogue au fait suivant,
démontré par BEURLING [1]: Pour u(z) appartenant a la classe de Hardy H2, c’est-a-dire telle que
Pintégrale

2.1:
{u(re'®)|* do
0
reste bornée pour 0 <r <1, la propriété d’étre une fonction extérieure est équivalente a la pro-
‘priété que le systéme des fonctions z'u(z) (1=0,1,...) soit complet dans H2 comme espace de
Hilbert, c¢’est-a-dire qu’il n’y ait aucune fonction v(z)e H2, v(z) Z 0, pour laquelle

21:
e u(e'o)v(e'o)do 0 (n=0, 1,..).
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Démonstration.

(A)=(B). Soit u(z) une fonction extérieure appartenant 2 H (donc bornée)
et soit p(8) une fonction vérifiant (*) sans s’annuler presque partout. Nous allons
montrer que ces hypothéses entrainent une contradiction.

Envisageons la fonction

2.2) g(0)=u(e®) p(0);

comme produit d’une fonction mesurable bornée et d’une fonction intégrable,
q(0) est intégrable. Comme u(e'®) ne s’annule que peut-€tre dans un ensemble de
mesure 0 (loglu(ei?)] étant intégrable) et-comme p(#) #0 dans un ensemble de mesure
positive par hypothése, on a aussi g(f) #0 dans un ensemble de mesure positive.
Soit

g(0)~ Sc,eim
1

la série de Fourier de ¢g(0); les coefficients de rang n=0 sont égaux a 0 en vertu
de (*). La fonction

"(2.3) Q)= 2 [

appartient alors 2 H! (conséquence de la formule de Poisson) et Q(z)=#0, par con-
séquent '

log |Q(e?)] € Lt (0,2x).
Or

Q(e®)=q(0) presque partout®),

et comme log|u(ei®)| est aussi intégrable (parce que u(z) est une fonction extérieure),
il résulte que

{2.4) log p(0) =log lq(0)] — log |u(e®)| € L1(0,2n).

Envisageons la fonction
2z

_ 1 e+ z L

P(z)= exp I:Ej‘mlog p(6) dO:I € H.
. 0

De (2. 4) il s’ensuit que

: _ 0,(2)

) P(2)=wx ()
ol Q,(z) est le facteur extérieur de Q(z) et » est une constante de module 1.7).
Vu que le facteur intérieur Q(z) est borné en module par 1 dans D, on a

2@ =1Q0(2) 2, () =12, (2|

et par conséquent

. 9@
2.5) |P(z)| = (@)

6) En vertu des théorémes bien connus dans la théorie de la sommation d’Abel —Poisson des
séries de Fourier. .
7) u(z) étant une fonction extérieure on a u(z) = u,(z), (x| =1.
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Vu que P(z)€H!, (2. 5) entraine

,00) B
2o @=01).
Par conséquent
2n
ing Q(eiO) _ n Q—(Z)_ _ _
f"’ u(e®) V=7 [z u(z)Lo =0 @=01.)

ol ’on a fait usage de ce que Q(0)=0 et u(z) %0 dans D. Or on a presque partout

Q) _ q0) _
u(eio) - u(eig) —p(O),

donc
2=

2.6) [emp@ds=0 (=0, 1,...);

0

p(6) étant de valeurs réelles, (2. 6) entraine que tous les coefficients de Fourier
de p(0) sont égaux a 0, ce qui contredit notre hypothése que p(0)0 dans un
ensemble de mesure positive.

(B)=(A). Soit u(z)=uy(z)u,(2) la décomposition de u(z) en produit de ses
facteurs intérieur et extérieur. Posons
a(z)=1—u;(0)uy (2).
Puisque
up(e®)uo(€®)=1 p. p.,
on a pour toute fonction v(z) appartenant & H!:

2n 2n
[ o(e) uo e) a@do = [ o(e [y () ~ o (0))d0 =
0 0

=2n[o(z) (49 (2) — 6 (). =0 =0.%)

Posons en particulier
v(2)=7"uy(2)a(z)  (n=0,1,..);%)

il résulte
2n

@.7) ‘ [emu(e)la@e®)2d0=0  (1=0,1,..).
0

Supposons que u(z) jouisse de la propriété (B). (2. 7) entraine alors

la(e®)]*=0 p.p.,
donc

(2.8) 1, (0)us(e?)=1 p. p.

8) v(2) uo(2)eH! parce que uo(z) est bornée dans D.
9) v(z) € H! parce que a(z) est bornée dans D.
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Or on a
.9) [uo(e®)[=1 p. p.,
parce que u,(z) est un facteur intérieur. De (2. 8) et (2. 9) on conclut

uo(e®)=1x p. p.,
» étant une constante de module 1. Par conséquent

uy(2) =2,
u(z)y=xu,(z)

dans D, c’est-a-dire que u(z) est une fonction extérieure. Cela prouve que (B) en-
traine (A)

(B)=(C). Soit T une contraction complétement non-unitaire d’un espace de
Hilbert et soit f,€9H tel que

| u(T)f, =0. ,
La mesure spectrale E;(-) étant alors absolument continue, on a pour n=0:

0"‘(T"“(T)f0>fo)’(U'; u(Up)fo, fo) =

) 2rn
(2.10) = Je'””u(e‘g)d(ET ofo>fo) = felnou(elo)P(g)do

ol
’ 0=p(0)=d(Er,q /o, /o)/d0 € L' (0, 2).

Supposons que u(z) jouisse de la propriété (B). (2. 10) entraine alors p(6) =0
“p. p- et par conséquent

2n 2
1foll2= [ d(Er,ofo. f)= [ p(O)dO=0, donc f,=o0.
0 ]

De cette fagon la propriété (B) entraine que u(7T)~! existe pour toute contraction
complétement non-unitaire 7, c’est-a-dire la propriété (C).

(C)=>(B). Supposons qu’il existe une fonction p(6) vérifiant (*), mais diffé-
rente de 0 dans un ensemble de mesure positive. Nous allons construire une contrac-
tion complétement non-unitaire 7' dans un espace de Hilbert 9 ={0}; telle que
u(T) n’admet pas d’inverse, voire méme telle que u(T)=0.

Mettons a part le.cas banal u(z)=0, ot 'on a u(T) =0 pour n’'importe quelle
contraction T,

Désignons par V I'opérateur de multiplication par e des fonctions f{(6)¢€
€ L*(0; 2n); V est unitaire et sa mesure spectrale est absolument continue, donc u(V)
existe: c’est notamment I'opérateur de multiplication par u(e®). Nos hypothéses
s’expriment en termes de Iespace L2(0, 2n) de la fagon suivante:

.11 (M(V)V"fo,fo)=0 (n=0), (fo,f0) =0,
ou

o @) =Vp(®).
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Soient Wi+ et M~ les sous-espaces de L2(0, 2r) sous-tendus par les éléments
e"fo(0) (1=0) ou  e="f, (6) (n=0),
selon les cas. Soit P la projection orthogonale sur f~—. On a évidemment
Vi+tcMt, vV-iP-cd-;
de la seconde de ces inclusions il. s’ensuit
PV-1Pp=V-1pP, PVP=(PV-1Py*=(V-1P)*=PV
et par récurrence ,
(2.12) : (PVYy'P=PV"=PV"P (n=0).

Soit § le sous-espace de L2(0, 2n) sous-tendu par les éléments PV f, (k=0),
donc '

H=PM+.
Puisque f,, appartient 4 I+ ainsi qu’a M, il appartient aussi & § et par con-
séquent .
9 #1{0}.
En vertu de (2. 12) nous avons
(PYVY'PV¥,=PV"V,=PV"+if, = PV"PV, (n, k=0),

ce qui montre que PV et ses itérées transforment $ en lui-méme, et que si T dé-
signe la restriction de- PV a , on a

2. 13) Trg=PV"g (g€H; n=0).

T est une contraction de et en vertu de (2. 13) V est une dilatation unitaire de
T (non nécessairement minimum), Puisque ¥V a son spectre absolument continu,
v(V) et v(T) existent pour toute fonction v(z) €H et par (2. 13) on a

'v(T)g=_Pv(V)g (g€9).

Posons en particulier
v(z) =z"u(z) (n=0)

ou u(z) est la fonction que nous avons en vue; nous obtenons
(2. 14), w(T)Trg=Pu(V)Vrg (g€9; n=0).
En vertu de (2. 11)
@MYV, Vo) =@MV, £6)=0 (n, k§50)‘
Puisque les éléments V=*f, (k=0) sous-tendent M-, il en résulte
' Pu(V)V'fy=0 (n=0)
et par (2. 14)
2.15) u(T) T*,=0 (n=0).
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Or les éléments T"f,=PV"f, (n=0) sous-tendent £, donc (2. 15) entraine
(2. 16) u(T)=0.

Reste a montrer que 7T est une contraction complétement non-unitaire.
Il suffit de voir a cet effet que pour un g€ les conditions

llgll = ITgll = [IT%g]] =
entrainent
g=0.

Or ces conditions, combinées avec (2. 13), entrainent
Vrg=T"g (n=0),
d’ou I'on obtient, vu aussi (2. 16),

u(V)g=u(T)g=0.
Donc

(2.17) u(e®)g(0) =0 presque partout.

Comme u(z)# 0 par hypothése, u(e®) ne s’annule que dans un ensemble de mesure
0 au plus, donc (2. 17) entraine

g(0)=0 presque partout,
c’est-a-dire que
g=0.
Cela achéve la démonstration de I'implication (C)=(B) et aus51 celle du théo-
réme.

3. Désignons par
E

la classe des fonctions jouissant des propriétés énumérées dans le théoréme 2, c’est-
a-dire la classe des fonctions extérieures, bornées dans D. La classe E est donc consti-
tuée des fonctions ucH pour lesquelles

2n

(2.18) u(z) = » exp [2%[ Z "tz -log Iu(e'o)ld0:|, 2] = 1.
0

De cette représentation il ressort que la classe E est multiplicative, comprend
en particulier les fonctions constantes non-nulles'®) et comprend avec u(z) aussi

10) Parce que
2n 0
1 e’ 4z .
5— r——o-: di=1 (|Z]<1)
0
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w*(z).!1) Les deux premiéres de ces propositions résultent d’ailleurs aussi par la pro-
priété caractéristique (C) de la classe E.

Pour une contraction donnée T de I'espace £ définissons

Er
.comme la classe des fonctions u€E pour lesquelles
(2.19) Er(C)=0,

ol C2 désigne '’ensemble des points €€ C dans lesquels la valeur limite u(e)
:n’existe pas, ou bien existe mais est égale a 0, c’est-a-dire que

Cco=C,U u (0).

-Cet ensemble est de mesure m(CQ) =0 pour toute fonction u€E, donc la condition
{2.19) est automatiquement vérifiée si la mesure spectrale E;(-) est absolument
-continue. En particulier on a donc

ET=E
:si T est complétement non-unitaire. Dans le cas général on a
E'I‘=EV

-ou V est la partie unitaire de T,-ce qu’on voit tout comme la proposition analogue

«(1. 8).
Il est manifeste que, pour T fixée, la classe £ est multiplicative, comprend les
fonctions constantes non-nulles, et de plus

u€Er entraine wu* €Eq..

Théoréme 3. Pour toute contraction T de I'espace ) et toute fonction
u€Er, la transformation u(T) admet une inverse u(T)~', & domaine dense dans 9.
De plus

{2.20) [ (T)=11% = [w* (T*)]~". .
Démonstration. Soit
T=VeTO®

‘la décomposition canonique de T en ses parties unitaire ¥ et complétement non-
-unitaire 7. 11 en dérive la relation

u(T)=u(V)Su(T?)

1) Vu que ) .
lu(e™®) = lu*(e ™) = lu¥(e =)
‘il s’ensuit de (2.18)

21: 2n

—10
W (z) = xexplz —— i log Iu*(e‘“’)ld@] =%xexp [21 j i + log |u*(e‘°)ld0]
0 0

par la substitution 6 -—+2x —6.
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d’abord pour les fonctions u €A, puis, par I'intermédiaire des fonctions auxiliaires
u,, pour toutes les fonctions u€Hr=H,, en particulier pour les fonctions de la
classe Er =E, . Or, pour u¢Ey, u(T1?)=! existe en vertu du théoréme 2, et u(¥)-*
existe en vertu de la théorie spectrale des transformations unitaires,

2

u(V)“=jﬁjo)dEv,o-‘2)
: 0

On conclut que u(T)~! existe aussi,
w(T)'=u(V)-1@u(TO)-1

Comme u€E; entraine u* €E;. (et réciproquement), u*(T*)~! existe par la
méme raison.

Soit / un élément orthogonal au domaine de u(T)~!, c’est-a-dire & Pensemble
des valeurs de #(7T). On a alors

u(TYy*h=0;
comme
[(Ty]~ ! =[x (T*)] 71
existe, on conclut que
h=0.

Donc le domaine de u(T)~! est dense dans . (2. 20) est alors une conséquence
du fait général que si S—!, S* et (S~1)* existent, on a

(1= (9L,
. Théoréme 4. (i) Soit weH telle que
(2.21) _ lw(z)l<1 dans D,

(2.22) m(w (C))=0.13)
Dans ce cas uck entraine uow¢cE,
(ii) Soit T une contraction de 9, soit wcH, et supposons que les conditions
(2. 21—22) soient vérifiées. Pour toute fonction ucE telle que
-1, .0 0
(2.23) Er(w (C,,))=0, Er(Cuon) =0,'%
on a ucky, uowcky, et
u(TY=uow(T)
ou T’ désigne la contraction w(T).
12) Notons que [u(e’®)]~! est la limite de la fonction continue [u-(e*°)]~* partout sur C sauf
les points de 1’ensemble borélien Cg qui est de mesure O par rapport a la mesure spectrale Ey(-).
13) Cela veut dire que |w(e'?)| <1 presque partout sur C, par rapport a la mesure de Lebesgue.

14) Cela veut dire que les valeurs limite wu(w(e™))=1im u(rw(e')), uow(e')=1lim u(w(re'))
(r— 1 —0) existent et sont différentes de 0 presque partout par rapport a la mesure spectrale Er(-).

A 10
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Démonstration. (i) Soit 7 une contraction complétement non-unitaire,
d’ailleurs quelconque. Grace a (2.21), T"=w(T) est une contraction; soit V’ la
partie unitaire de 7”. D’aprés théoréme 1(v), E,(C) est une restriction de ET(;Vl (C)),
qui est égale & O en vertu de hypothése (2. 22) et parce que la mesure spectrale
E(-) est absolument continue. Donc Ey-(C) = 0, ce qui n’est possible que si ’espace
de V7 se réduit au seul élément 0, ou, en d’autres termes, si T’ est elle-méme une
contraction complétement non-unitaire. Mais alors u€E entraine que u(7’)~?!
existe. Or u(T")=uow(T) en vertu du théoréme 1(v), parce que uow(z)€H et

Ex(w (C))=E;(w(C))=0, Er(w(C))=0.

Donc uowéH et (uow)(T)~! existe pour toute contraction complétement non-
unitaire T, ce qui veut dire que

uowé¢E.

(i) En vertu de (i) on a uow€E; vu la seconde des conditions (2.23) cela
‘entraine uow €Ey. On a aussi u€E=E,. (ou ¥V’ désigne la partie unitaire de la
contraction T”), parce que d’une part u€E par hypothése, d’autre part

. . -1
E,.(CY) =restriction de Er(w (C3))=0
en vertu du théoréme 1(v) et de la premiére condition (2. 23).
La relation u(T") =uow(T) est alors une conséquence immédiate du théoréme
1(v). '
Cela achéve la démonstration du théoréme 4.

4. Dans les applications il est utile d’avoir des conditions analytiques, suffi-
santes sinon nécessaires, pour qu'une fonction appartienne a la classe E.
Posons la définition suivante: Appelons classe

Ercg
la classe des fonctions u¢H telles que
a) u(z) n’a aucun zéro dans D, et

b) u(z)

u(rz)
de z et r.

=K pour [z|<1, O0<r<]1, K étant une constante indépendante

Théoréme 5. La classe E*® est comprise dans la classe E. Elle est multi-
plicative et comprend en particulier
a) toutes les fonctions qui sont continues et différentes de O dans le disque fermé
D et holomorphes dans son intérieur D;
b) les fonctions de la forme
(1 —az)®

o |x|=1 et v est un nombre réel =0.15)

Démonstration. Soit u€E™ et soit p(f) une fonction vérifiant les
conditions (*) du théoréme 2 par rapport a u. Pour r fixé, 0 <r<1, la fonction

15) On pourrait choisir une branche quelconque de la fonction (1 —az)* dans D, mais, pour
étre déterminé, nous choisissons la branche qui se réduit au point z =0 a la valeur 1.



Contractions VI. Calcul fonctionnel 147

’»%rz) a sa série de Taylor uniformément convergente dans D, soit
I 3 o
u(z) 2t
On a alors
2n 2n
(2.24) "((e 19)) ) do= 2 a J e™u(e®)p(0)do =0.
. s |
Lorsque r—1,
u(eie)
u(re')

tend vers 1 presque partout, en restant bornée en module par la constante K. En:
vertu du théoreme de convergence de Lebesgue on obtient de (2. 24) dans le cas
limite

2
[p@d0=0,
]

donc
p(6)=0 presque partout.

Cela veut dire que la fonction u(z) jouit de la propriété (B), caractéristique pour
les éléments de la classe E. Donc E*8E.

Il résulte immédiatement de la définition de la classe E*® que cette classe est

multiplicative. Si u(z) vérifie les hypothéses sous a), le quotient u(z) est fonction

u(rz)

continue des variables z et r dans 'ensemble compact |z] =1, 0=r=1, par conséquent
cette fonction est bornée, de méme que la fonction u(z) elle-méme. D’autre part,
il est aisé de voir que si [x[=1 et v=0, on a

((11__:2)““ <2¥ pour |z[<1, O<r<l.

5. De la représentation (2. 18) il ressort que les fonctions v€E ne s’annulent
pas dans D. Mais cette propriété n’est pas suffisante. Par exemple, la fonction

wor=on (122)

appartient, pour =0, a H, et n’a aucun zéro dans D, mais elle n’appartient pas
a E. On peut aisément indiquer une contraction complétement non-unitaire T pour
laquelle #,(T) n’a pas d’inverse. En effet, soit, dans ’espace L3(0, ) des fonctions
x(5) O=s<0o),

(T (s) =x(s +1).
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{T}:=0 est un semi-groupe continu de contractions de L2 (0, ). Comme de plus
Tl = | x(s+ 02 ds= | [x(s)[? ds—~0 lorsque 1o,
6 :

ce semi-groupe est complétement non-unitaire dans le sens de la Note IV, et par
conséquent sa cogénératrice T est une contraction complétement non-unitaire.
Comme on a

u(T)=1T1, (=0)

en vertu de la Note III (théoréme 3), il s’ensuit que u,(T)x =0 pour toute fonction
x(s) qui s’annule en dehors de Fintervalle 0=s=1¢, donc par exemple pour la fonc-
tion caractéristique de cet intervalle. Ainsi, pour ¢=>0, u(T) n’a pas d’inverse.

3. Les classes H/E, Hy/E; etc. Régles de caleul

"~ 1. Nous sommes a2 méme de définir notre calcul fonctionnel dans la forme
générale suivante.

Définitions. Soit

H/E

la classe des fonctions ¢(z), définies dans le disque unité ouvert D, et y admettant
la représentation

3.1 p(2)= Zg; ou u(z)€H, v(z)¢€E
De méme, si T est une contraction donnée de 1’espace §, soit
He/Er
la classe des fonctions admettant une représentation de type (3. 1) avec u(z)€Hy
et v(z) €Er. Pour telle fonction qo(z)i% nous posons
¢.2) (1) =0(T)~"u(T).

Les classes H/E™®, Hy/ET%, ..., ol
W Er NE, -

sont définies de maniére analogue. Les classes H/E et Hy/E; sont des algébres, tandis
que les classes H/E™8, H,/EF® sont seulement multiplicatives.

Théoréme 6. La définition de o(T) pour @ €Hy/Er, donnée par la formule
(3. 2), ne dépend pas du choix particulier des fonctions u,v dans la représentation
(3. 1). @(T) est une transformation linéaire fermée, a domaine D,(r, dense dans 9.
Elle permute & T et & toute transformation linéaire bornée S qui permute a T, c’est-a-
dire que
TS=ST entraine @(T)S=2Se(T);
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en particulier on a
3.3) (1)~ u(T)2u(T) v(T)~* pour ucHy, v€Es.

Pour T normale cette définition de (T) est compatible avec celle moyennant
la décomposition spectrale de T. .

Les régles de calcul suivantes sont valables:

@) (cp) (T)=ce(T) pour c #0.

(D) (@1 + 92) (T 29 (T) + ¢, (T); il y a égalité par exemple si

®

D1y 2 Dgr +923(1)>
donc en particulier si @, €Hy.
(iil) (p192) (D29, (D)p,(T); il y a égalité par exemple si
®¢2(T) 2 ®(¢1¢2)(T):

donc en particulier si @, €Hy. De maniére plus précise, ¢ (T)p,(T) est la restriction
de (192)(T) & D(g,0y(1) N Doy (1)-

(iv) Dans le cas o ¢ et; appartiennent simultanément a la classe Hy/Er,

o(T)~1! existe et on a
1
Ty l=—(D).
o)~ =)

(v) Si @(2) appartient & Hy/Er, ¢*(2)=@(Z) appartient & HpsEqe et on a
p(T)* S p*(T*).

(vi) Soient les fonctions u,v, w telles que
weHz, |w(2)|=1 dans D, m(w(C))=0,
’
u€H, Ei(Cuow)=0, Ex(w (C.)=0,

vEE, Er(Cow)=0, Er(w(CJ)=0.1%)
u(z)

Dans ce cas on a pour q)(z):v—(z—):
9€Hp/Er, @ow€Hy/Er et @(T)=gow(T)
ou '
'=w) TN=1).

16) Donc les valeurs limite
u(w(e'®)) = lim u(rw(e’ ")) uow(e’®) =lim u(w(re'®)), 1—0
WoreD) = lim o), vow(e®) =tim w(wire®) 1O

existent et les deux derniéres sont différentes de 0, presque partout par rapport i la mesure spec-
trale E,.().
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(vii) Pour ¢ €Hy/Ey, le spectre de S=@(T) est compris dans (D), adhérence
de I’ensemble des valeurs de la fonction ¢(z) prises dans D. Pour toute fonction u(s),

holomorphe dans un domaine de Cauchy'”) contenant q)(D) et le point a linfini
dans son intérieur, uo ¢(z)=u(@(z)) appartient a Hy et on a

Uop(T)=1(S)

ou wk(S) désigne la transformation qui correspond & la transformation fermée S au
sens du calcul fonctionnel de Riesz—Dunford—Taylor [19].

Démonstration. Soient

_u@) o W@
PO=15 PO=15

deux représentations de la méme fonction ¢(z), de type (3. 1), avec

u, ' €Hy; v, 0 €E;.

On a alors

u(2)v'(2) = (2)v(2);

en vertu de la propriété muitiplicative du calcul fonctionnel pour la classe Hy cela
entraine

u(Tw'(T) = v(T)u(T),

d’ou
v(T)~ u(T)=v(T)~ v (T)~ v'(D)u(T)=v"(T)~ L o(T) " u(T)v'(T) =
=v'(T)~ 1 o(D)~ ' o (D) ' (T)=v"(T)~ ' v'(T);

la définition donnée ¢(T) est donc univoque.
Posons pour abréger u(T)="U, v(T)=V. La transformation

p(T)=V-1U
est évidemment linéaire; elle est aussi fermée, parce que les hypothéses
h€Dyerys hy—~h, @(Mh,=V-'Uh,—~g (n—o)
entrainent d’une part Uh, ~Uh, d’autre part Uh,=V(V-1Uh,) - Vg, donc

Uh=Vg,
ce qui montre que
h€®¢(1) et (P(T)h=V—1Uh=g.

(3. 3) s’ensuit de ce que U et V sont bornées et permutables. En effet:
V-ryuQvttuyyti=y-lyugyi=UvoL,

Le domaine de V-1 est dense dans § (voir théoréme 3), donc le domaine de ¢(T)
est dense aussi.

17) Dans le sens de A. E. TayLor [19].
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Si la transformation linéaire bornée S permute & T, elle permute aux fonctions
de T de la classe A et méme a celles de la classe Hy, parce que ces fonctions de T
proviennent des polynomes de T par des passages a la limite. Par conséquent on a

e(T)S=V-'US=V-'SURV-1SVV U=

=V WSy -1tU=SV-U=S ¢(T),
c’est-a-dire que S permute aussi a q)'(T ). .

Dans le cas ot T est une contraction normale, T=| z dK, ses fonctions u(7T’),
v(T) peuvent étre calculées moyennant la décomposition spectrale (voir théoréme
1(iv)), d’ou

P (D) =0(1)" u(@)=|[o@ k.| - [u@) dk,=

=fvlz) dK,'.fu(z) dK,=j 28 dK,=f<p(z) dK..

Les regles de calcul (i)—(iv) s’obtiennent aisément. (i) est manifeste. Pour
obtenir (ii) et (iii) envisageons deux fonctions,

u(z) .
Ye) (i=1,2), avec u;eHy, v;€Er,

pi(2)=
et posons pour abréger U,=u/(T), Vi=vi(T). Puisque

U U, U0,y Uy
Pr+Q=—""—", P1P,=
Uy0;

U1’
on a par définition

(P1+92) (D=VI' ViUV, + U V), (pro)(D=V1' Vi UU,.
Faisant usage de (3. 3) on obtient

(o1 +o)(D2VI' V' UV, + Vi vit Uy, 2

2V U Ve VE UV V=i (T) + g2 (D).
Par la méme raison

P1(T) + 2(T) =(@1 + 92) — @2)(T) + @2(T) 2 (1 + P2)(T) — P2(T)] + @o(T).
Dans le cas ot D,,1)=2 Dy, +¢y(m il €n résulte

P1(T) + 92(T) 2 (py + 92)(T),
donc, vu que linclusion opposée est toujours valable, on a dans ce cas

P1(T) + o(T) = (@ + 92)(T).
De (3. 3) il s’ensuit aussi

(p192) M=V V' DU, 2V UV Uz =91 (T) 92 (T).
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L’inclusion
Do 11121 E Vi (1) N Doy (1

est alors manifeste. Pour démontrer I’assertion plus pre01se dans (iii) il ne reste donc
qu’a prouver l'inclusion opposée, c’est-a-dire que

hED(p,00y(1) N Dgy(ry  entraine A€ Dy, (), ry.
Or cela découle de ce que
Vid(@1p2) M h=V,Vi' Vi UUsh=V3' UiUsh=
=V ' UWWaa(T)h=V3 ' VU 92(T) h=U 02 (D) h;

en effet cette relation entrajne

o1(T) 92(T) h=V1" Urpa(T) h=(9192) (T) .
De cette fagon on a établi (ii) et (iii).
(iv) dérive de la proposition plus précise dans (iii) si 'on I'applique au couple
P, TL dans l'un ordre ou lautre, en remarquant que ((p%)(T)= ?q) (n=
=1(T)=1.
Ad (v): Lorsque @(z)=u(z)/v(z), on a évidemment g*(z)=u*(z)/v*(z) et par
conséquent

¥ (T*) =¥ (T*)~ 1w (T*) =v(T)*~ ' u(T)* =[o(T)" ' }* u(T)* =
=[u(T) o)~ 2p(T)*,'%)
parce que (3. 3) entraine
[(T) o(T)~1)* 2 [v(T) ™ w(T))*.
Ad (vi): En appliquant théor¢me 1(v) et théoréme 4(ii) on obtient que u€Hy,
vEEy, uow€Hy, vowek,, et

u(T)=uow(T), v(T)=vow(T).
Puisque
uow

u
= — ow=
=7 vow ’

on en déduit que @ €Hp/Er, poweH/E; et
e(T)=v(T") ' u(T)=[wow(T)] ! [uow(T)]=pow(T).

Ad (vii): Soit { un point & distance positive de I’ensemble des valeurs de ¢(z)

prises dans D; (p(z)=%, u€Hy, veEy. La fonction
1
rc(2)=—c_(p(z)

18) On fait usage ici de ce que pour A bornéz (4B)* = B*A*; ¢f. [15], p. 29.
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est holomorphe et bornée dans D, et r/(e') existe en tous les points ou u(e®) et:
v(e®®) existent et v(e’®) #0, donc presque partout par rapport 3 Ex(-). Cela veut dire-
que r,(z)€Hy. Par (iv) on a

rd ) =11 —e(T)]*

et cette transformation est bornée. Donc { appartient & Tensemble résolvant de:
@(T). Le reste de la proposition peut étre démontré tout comme dans le cas des.
fonctions ¢(z) bornées (voir [17], théoreme 2). *

2. De ces raisonnements il ressort qu’il est important de savoir dans quelles.
conditions y a-t-il égalit¢ dans la relation (3.3)? Nous allons en établir une:
condition suffisante.

Théoréme 7. Supposons que les fonctions u(z), v(z) sont définies et conti--
nues dans le disque fermé unité D et wont pas de zéros en commun dans D. De plus:
soit u€H et vek;.19)

On a alors

(. 4) ‘ o(T)~1 u(T) = u(T) v(T)~"

u
ef, pour (p=—{)-,

(3.5) p(T)* = p*(T*).

Démonstration. Les fonctions u(z), v(z) sont continues dans D, holo--
morphes dans D, et n’ont pas de zéros en commun dans D, Ces conditions entrainent:
qu’il existe deux fonctions, a(z) et b(z), continues dans D et holomorphes dans
D, telles que

a(z) u(z) +b(2)v(z)=1;

voir p. ex. CARLESON [2]. En posant, pour simplifier ’écriture, a(T)=A4, u(T)=U
etc., on aura alors
AU+ BV=1I.

Faisant usage de cette relation et de la relation
 AVICY T4,
valable d’aprés (3. 3), on obtient
V-1U=(AU+ BV) V“1U=UAV‘1U+BVV‘IUg
CUV-IAU+BU=UWV " 1AU+B)=UV-Y(AU+VB)=UV "1,
ce qui, comparé a la relation ,
VUV,
valable d’aprés (3. 3), fournit
y-luu=Uuv-i,
donc (3. 4).

19) Puisque u(z) est continue dans D, on a u€Hr pour toute contraction 7.
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Pour obtenir (3.5) on n’a qu’a répéter 'argument dans la démonstration de
Tassertion (v) du théoréme 6, faisant usage cette fois-ci de ’égalité (3. 4) au lieu de
Tinclusion (3. 3).

uz)

vi(2)

Uy, 0, vérifie les hypothéses du théoréme 7, on a
(@192) (T) = @1(T)- p5(T).
Démonstration. Puisque v,(T)'u(T)=u,(T)v,(T)~!, on a en effet
(P192) (D) =0 (T)" 0, (1)~ uy (T w2 (T) =0 (T) ™ g (T) 02(T) ™ (T) =
=1 (T)- 2 (T).

Corollaire. Si p(2)= (i=1,2), ot u;€Hy, v,€Ey, et le couple

4. Représentation de ¢(T) comme limite de ¢, (T)

Dans le § 1 on a défini les fonctions de la contraction T pour la classe Hy &
" partir de la classe A, notamment par un passage a la limite forte:

u,(T)—»u(T) (r—1.

‘Or, pour une fonction ¢(z) quelconque, holomorphe dans D, la fonction

p(2)=@(rz) O<r<l)

.appartient a la classe A, donc ¢,(T) a un sens et on peut se demander si I’on peut
arriver & ¢(T) par un passage a la limite analogue, & partir de ¢,(T), et cela pour
toutes les fonctions ¢(z) appartenant a la classe Hy/Er, oi du moins & une sous-
<classe de celle~ci. C’est ce que nous allons rechercher dans ce paragraphe.
Théoréme 8. (i) Soit T une contraction de I’espace 9 et soit ¢(z) =Z—(—(§€
€H4/Ey. Supposons que pour un he on ait .

4. 1) sup |l@,(T)hl| <.

O<r<l1

.Dans ce cas h appartient & D,yy et on a pour r—1
e (T)h— @(T)h (convergence faible).

(ii) Dans le cas partzcuher ot les fonctions u(z), v(z) sont continues dans le disque
fermé D, wayant pas de zéros en commun dans D, et si de plus u € H, v €ET®, le domaine
de @(T) est constitué précisément de ceux éléments he$ pour lesquels la condition
(4. 1) est vérifiée, et pour ces éléments h on a méme

. (DYh—-p(T)h (convergence forte).
u(2)

Démonstration. Ad (i): Soit ¢(z)= 22 et envisageons une suite

+,—~1. Grice 4 I’hypothése (4.1) on peut tirer de cette suite une suite partielle
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{e.} pour laquelle g,=¢, (T)h converge faiblement; désignons cette limite faible

par g.
Montrons que

“.2) v(,n(T)g,, —=v(T)g.
En effet, pour f€$ quelconque on a

* (ve,.(T)gn_v(T)g ’f)=(v(T)(gn_g) +(vg,.(T) - U(T))gmf): ’

=(gn =8 v(T)Vf) +(8n> 0o (T)*f = v(T)*f)~0
" parce que
0, (T)* = v} (T*) = v*(T*)=v(T)*.

D’autre part on a
(4.3) 0e(T)8n =0, (T) @o(T)h =1, (T)h ~u(T)h;
comparé a (4. 2) cela donne
v(T)g=u(T)h, donc h€Dy(yy, @(Mh=v(T) 'u(T)h=g.

Nous avons ainsi démontré que 1€D,, et que toute suite r,—~1 contient
une suite partielle ¢,—~1 pour laquelle

PoD)h— @(T)h (n— o).
De ce résultat il s’ensuit que
¢ (Dh= 9Dk (r=1).

En effet, en cas contraire il y aurait un f€$ et une suite r,~1 tels que

l(<p¢"(T)h—<p(T)h,f)| =e=>0.

Cela contredirait I'existence d’une suite partielle {¢,} de {r,} pour laquelle

Po(TYh—~ @(T)h.
Cela achéve la démonstration de (i).
Ad (ii): De I’hypothése v(z) €EF® il s’ensuit que la fonction

v(2)
v(rz)
apparfient, pour toute valeur fixée du paramétre r (0<r<1), a la classe Hy, de
plus quelle est bornée par une constante indépendante de r et que w(r; e®)—~1 en

tous les points ¢ CO, c’est-a-dire presque partout par rapport a la mesure spec-
trale E4(-), lorsque r —1. Cela entraine

0,(D) " w(@=wr; T)~I (r—1),

en vertu du théoréme 1 (iii).

o

w(r; z)=



156 B. Sz.-Nagy et C. Foias

D’autre part, les autres hypothéses sur les fonctions u(z) et v(z) entrainent, en
vertu du théoréme 7, ‘
p(T)=u(Mv(T)™1,
d’otr il s’ensuit que tout élément A€ D,y est de la forme
h=v(T)g.
Par conséquent on a
P(T)h=0(T) ™ 'u T)h=0v,(T)~'u(T)o(T)g = v,(T)~'v(T)u,(T)g = wlr; Tu T)g —~

-~ u(M)g=u(T)v(T)"*h=p(T)h
lorsque r—1.
Cela achéve la démonstration.

5. Fonctions limitées par un secteur

En vue d’applications ultérieures nous envisagerons dans ce paragraphe des
fonctions ¢(z) dont les valeurs sont comprises dans un certain secteur du plan des

. s
nombres complexes, d’ouverture au plus égale a o>

Nous commengons par des fonctions de la classe simple A.

Théoréme 9. Soit p(z)€A er telle que
(5. 1) " arg q)(z)léoc% pour |zl=1,

)

ol
O=a=1.

On a alors pour toute contraction T de 'espace § et pour tout he :

(5.2) |arg (p(T)h, h)| =« %
Si de plus
(5.3) O§(x<%,

les inégalités suivantes sont valables:
(i) Re(@(T)h, ¢(T)*h)=cos an - max {|lp(T)|\>, |p(T)*h||?},
(i) |lp(Mh|=cosan-|lp(TY*h|l, |e(T)*h|=cosan-|p(T)h,
(i) Re (p(T)h, [Re p(TA)=cos? 2+ | (TIA|1?,
om

cos? —

@) ———"lp(D)h} = |[[Re p(T)]h) = cos? = - (Tl

@ NIm g(D kI =tg 5 - I[Re o(T)Al,
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Rep(T)="5 [p(D) +(1)*],  Tmp(T) = [p(T) —p(T)"].

Démonstration. En vertu de (1.4) on a

¢(T)=pr ¢(Uy),
d’ou 'on obtient

|arg (p(T)h, k)| = larg (p(Ur)h, h)l = }arg ‘ @(e) d(Er oh, h)|=
. 0

, T
=max |arg p(e®)|=a—,
]

c’est-a-dire (5. 2).
Faisons I’hypothése (5. 3). De (5. 1) il s’ensuit

jarg [p(2)]2| = am <=,
d’ou
Re [¢(2)]* =cos an-|p(2)|?
et par conséquent
Re (p(T)h, p(Ty*h)=Re(p(T)*h, h)=Re (p(Ur)*h, h)=

2n 2n
= [ Re[p(e)? d(Ex o, ) =cos ax [ p(e)2d(Er oh, h) =
0 0

cos ar - | (Ur) |2 = cos am - (T2,
= Yeos an - o (Ur)*hl[2 = cos o - o (Tl

on a fait usage ici des relations

¢(T) =pr p(Ur)?, @(T)* =pr p(Up)*,

157

provenant de ce que T"=pr U? (r=0, 1, ...). Nous avons ainsi démontré (i). La

ian

constante cos an est la meilleure possible, ce qu'on voit par exemple p(z)=e? .

Les autres inégalités dérivent de (i) comme il suit.
(ii) s’obtient de (i) par 'inégalité de Schwarz:

Re (¢(T)h, o(TY*h) =19 (T)hI|-[|@(T)*All.
(iii) résulte immédiatement:
Re (p(T)h, [Re p(TI) = - Ip (T + - Re (p(Dh, g(T)*h) =

= (1+cosam) [ p(T) | = cos? % - | (D).
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La seconde inégalité (iv) découle de (iii) par I'inégalité de Schwarz. La premiére
inégalité (iv) résulte de la premiére inégalité (ii):

I[Re g (T)]| =~ [p (T ] + o (Ty<h]] =

on
cos? —=

=11+ >-|I<P(T)hl\=——2-1|¢(T)hH-

cosarm COSs am

Finalement, (v) dérive de (i) de la maniére suivante. Par (i)

2 Re (p(T)h, p(TY*h)=cos an-[||p(T)hl1* + || o(T)*AlI];

comme
g2 X
1—tg 3
COS(XT[=—M,
2 77
14tg 2

on obtient par un raisonnement évident

lp(T)Al> —2Re (p(T)h, @(T)*h) + llp(T)*h|*=

= tg? 2= [lp (1| +2 Re (p(T)h, p(T)*h) + o (T)*h2),

ce qui fournit (v).

.. ) ) u(z . i s s g
Théoréme 9. Soit ¢(z) :v—z; comme dans le théoréme 8 (ii), ¢’est-g-dire

que u(z) et v(z) soient continues dans D, sans zéros en commun, et ucH, v €EFE. Sup-
posons de plus que
on
larg @ ()| = 5~ pour lz] <1

ou
O=a=1.

L’inégalité (5.2) est alors valable pour ¢(T). Si de plus -
1

== _—

O=a< 5

les transformations (T), @(T)*, et par conséquent aussi les transformations

Rep(T) = [p(D)+9(T)] e Tmp(T)=- [p(T)~ p(D),

ont le méme domaine D, et les inégalités (i) — (V) du théoréme 9 restent valables
pour tout h€D. De plus, Re p(T) est une transformation autoadjointe positive.
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Démonstration. La fonction ¢.(z) = @(rz) appartient a-la classe A pour
tout r fixé, 0 <r<1, donc on peut appliquer le théoreme 9 & ¢ (T). Puisque
p(I)=lim ¢,(T)

en vertu du théoréme 8 (ii), 'inégalité (5. 2) sera valable aussi pour @(T) et h€ED,, 1.
En vertu du méme théoréme 8, D, r, est constitué des éléments i pour lesquels.

(5.9 Slrlpll%(T)hll <o

De méme, D1y« est constitué des €léments 4 pour lesquels

(5.5) supllp, (T)*h| < =,

parce que @ (T)* = gf(T*) et, en vertu du théoréme 7, (T)* =¢@*(T*). Or les:
conditions (5. 4), (5. 5) sont équivalentes en vertu des inégalités

@Al =cos an-llpT)*All, |@T)*hl| =cos an-||pT)hl|.

Donc D7y =Dy(rye» €t comme pour un élément i de ce domaine commun D
@(T)h=1im ¢ (T)h,
r-1
@(TYh=*(T*)h=1lim ¢F (T*)h=1lim ¢ (T)*h,
. r—1 . r—1

~ les inégalités (i)—(v) du théoréme 9 seront valables aussi dans le cas limite r=1.
Drapres (5.2) on a

(Rep(T)h, h)=Re (p(T)h, H)=0 pour heD,

donc Req(T) est une transformation symétrique positive. Pour démontrer qu’elle:
est autoadjointe il suffit donc de prouver que

(I+Rep(T))D=9.29
Or on a par P'inégalité (v) et par la positivité de Rep(T):

[tm @(T)h| = c||(I+Re p(T)h| on cstg"‘—z"<1;

par conséquent il existe une transformation linéaire bornée B, qu’on peut supposer
définie partout dans 9, telle que

Ime(T)=B[I+Rep(T)] et [|Bl|=c.
Par conséquent

I+ o(Ty=I+Rep(T)+iIme(T)=(I+iB)(I+Rep(T)).
Or (I+ p(T)D =9, parce que —1 n’appartient pas au spectre de @(T) (voir théo-

20) Nous empruntons un raisonnement a I’article [8] de KAro.
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‘téme 6 (vii)), et' I+ iB est un automorphisrhe de 9 puisque ||iB|| <1. II en résulte
«que
(I+Re p(T)D=(+iB) [+ p(T)D=(I+iB)"1H=9,

.ce qui achéve la démonstration.

6. Calcul fonctionnel pour les transformations accrétives maximum.
Puissances d’ordre fractionnaire

1. Dans ce paragraphe nous envisagerons les transformations linéaires 4 de
Tespace $ qui sont reliées par les formules cayleyennes réciproques
q proq

(6. 1) A=I-T)"'I+T), T=A-D(A+D,

.aux contractions T de 9 telles que 1 n’est pas une valeur propre de T. Ces transfor-
mations A sont fermées, de domaine D, dense dans , et peuvent €tre caractérisées
-par chacune des propriétés suivantes?!):

(@) —A est la génératrice infinitésimale d’'un semi-groupe continu {T,}>, de
-contractions de .

(b) A est fermée, de domaine D, dense dans §; A et A* sont accrétives.??)

(c) A est accrétive et n’admet pas de prolongement propre accrétif.

Nous ne nous reporterons pas dans la suite a ces propriétés, tout ce qui nous
-sera nécessaire étant la relation (6. 1) entre A4 et sa transformée cayleyenne T'; mais
en vue de leur propriété (c¢) nous appellerons ces transformations A: accrétives
.maximum. ’

Remarquons que si A4 est accrétive maximum ayant la transformée cayleyenne
T, A* est aussi accrétive maximum et sa transformée cayleyenne est égale a T*.

Observons de plus qu’une transformation normale A (bornée ou non) estaccré-
-tive maximum si, et seulement si son spectre est situé¢ dans le demi-plan Re s=0
-des nombres complexes s.

Envisageons I’application

.

Z—-§= 14z =w(z), s z—"——s—1
T 1l—-z ’ s+l
«du disque unité D ={z:|z| <1} sur le demi-plan de droite

S={s: Res=>0}.

Toute fonction f(s), définie et holomorphe dans le demi-plan S, engendre par
~cette application une fonction définie et holomorphe dans le disque D, notamment

la fonction
fow(Z)—f< 1 “)

21) Pour (a) et (¢) voir [16], [17] ou [12]: (b) peut &tre démontrée de maniere analogue.
22) Une transformation linéaire 4 sera appelée accrétive si

Re(4h, 1) =0 pour tout hed,,
iterminologie proposée p'ar FRIEDRICHS [6]: p. 337.




Contractions VL. Calcul fonctionnel 161

Soit A une transformation accrétive maximum et soit 7 sa transformée cay-
leyenne (6. 1). Nous définissons les fonctions de 4 par la formule

(6.2) S(A)=fou(T),

pour toute fonction f(s) dans S, pour laquelle fo w(T) se trouve définie, c’est-a-dire

pour laquelle
Sfow€H/Ey.

De cette fagon, le calcul fonctionnel que nous venons de développer pour les
contractions donne naissance & un calcul fonctionnel pour les transformations
accrétives maximum,

T n’ayant pas la valeur propre 1, il en est de méme pour sa dilatation unitaire
minimum U (voir [17], théoréme 1) et par conséquent Er({1})=0. La classe Hy
comprend donc toutes les fonctions w(z) €H qui sont continues dans D — {1}, et la
classe E; comprend toutes les fonctions v(z) €E qui sont continues et différentes de
0 dans D —{1}. Comme l'application en question applique D —{1} sur le demi-
plan § = {s: Re s =0} (le point s = = non compris), on voit que la classe des fonctions
admises f(s) dans S comprend en particulier toutes les fonctions qui sont continues
et bornées dans S, et holomorphes dans S. De cette fagon, notre calcul fonctionnel
f(s) ~f(4) .embrasse ceux développés dans les articles [5] et [10] ou l'on n’a
envisagé que telles fonctions ,,réguli¢res”. Observons qu’on a en particulier _

f(Ay=cI pour f(s)=c (constante),
parce que fow(z)=c¢ dans D.

2. Envisageons la fonction

f&)=s )
ol 'exposant a est réel non-négatif. On a
— oy WD)
fow(z)=w*z)= ()

Y

ou .
u()=(1+2)2, v(z=1-2)~

Ces fonctions u, v* sont continues dans D, holomorphes dans D, de plus v* appar-
tient & la classe E™® (voir théoréme 5) et ne s’annule qu’au point z=1, donc

¢ Hy/EFS;
par conséquent f(4) a un sens,
JA)=oX(T)=vX(T)"'uX(T).

Pour f(4) on employera la notation A%, ce qui sera légitimée dés que nous montrons
que
A°=1, Al=A, A**F=4°4% (pour «, f=0).

23) Pour { avec Re { =0 on entendra par { toujours la valeur ez10g { oui ’on choisit pour
log { la détermination pour laquelle

| Im([log ¢]l é-;.
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Or A°=1I parce que w°(z)=1; puis

A= (T)=v(T) "W (T)=(I-T)"'I+T)=A4;
finalement

A= ot B(T) = (- ) (T) = wX(T) - 05(T) = A°4*

en vertu du corollaire au théoréme 7, vu que u%(z) et v#(z) sont continues dans D,
ne s’annulent pas simultanément dans D, et u*(z) €Hy, vA(z) €EFE.
Comme on a évidemment (w*)* =w? il s’ensuit du théoréme 7 que

(A% = [¥(D]* = wH(T*) = (47",

On a Re w(z)=0 et par conséquent
|arg 0*(z)| = a_2n

dans D, donc on peut appliquer le théoréme 9%s & la transformation A4*=w*(T)
et son adjointe (A%)*.
Envisageons alors les trois fonctions

W@)=1+z¢, H)=(1-z), wa(z)=%

0= et O=a=1;

et montrons que ces fonctions vérifient les hypothéses du théoréme 6 (vi).
En effet, comme u*(z), v*(z) ne s’annulent pas simultanément et leurs valeurs
dans D sont comprises dans le secteur

{c: largagf‘—}},

il s’ensuit dans le cas 0 =a <1 que u*(u) +v*(z) ne s’annule pas dans D et par consé-
quent w,(z) est continue dans D et holomorphe dans D; on voit aisément aussi que

wi(2)|<1 dans D
sauf le point z=1 ol w,(z)=1 et le point z= —1 ou wyz) = — 1. Par conséquent
m(w(C))=m({£1})=0. Les mémes faits subsistent aussi dans le cas « =1 puisque
w,(z)=z. D’autre part, les ensembles _
;&a(Cu”)a Cuﬁo ) ;Ja(cl?’g )’ Cgﬂo We

sont de mesure O par rapport & la mesure spectrale Er(-), les deux premiers de ces
ensembles étant vides et les deux autres se réduisant au seul point z=1.
On peut donc appliquer le théoréme 6 (vi). 1l résulte que

=w,(T)
est une contraction, w?(T,) et w? owa(T) existent, et

6.3) WH(T,) = wP o wy(T).
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Or on a

wfow,(z)= (-————i :l_— x:g; ) ’ = (Z:g;)ﬁ = w*(z),
donc (6. 3) veut dire .
6.4 whk(T,) = A%,
Pour =1 cette relation prend la forme

A= (TY=v(T) ' u(T)=01—-T) 'U+T),

ce qui montre que la transformation 4* est aussi accrétive maximum, sa transfor-
mée cayleyenne étant égale a4 T,. On a alors f(4%)=fow(T,) pour toutes les fonc-
tions f(s) pour lesquelles fow(7,) a un sens, en particulier (4% = w#(T,). Donc
(6. 4) veut dire

6. 5) AP =4 (O=a=1; fz=0).29)

Soit, pour 0=a=1, {T, ,};=0 le semi-groupe de contractions dont la généra-
trice infinitésimale est —A%, donc la cogénératrice inﬁnitésimale est T,=w/(T);
dans la Note III [17] on a démontré que

T, =u{T)=u(w/(T))

1+z
u,(z)=exp<-t 1—z>'

Cette fonction étant bornée dans D en module (par 1) et continue dans D — {1},
on peut appliquer le théoréme 6 (vi) sur les fonctions composées; il en résulte

(6.6) T, =e.,(T)

ol

ou

6.7 e (2)=uow,(z)=exp <—t%) =exp l:—r( ;ij)a:] = @—1ts*,

Lorsque 0=a~<1, le semi-groupe {T,,} peut étre prolongé des valeurs réelles
non-négatives du parameétre ¢ aux valeurs complexes de t situées dans le secteur

Si-a= {t largtj=(1—0) —}

et cela de sorte que ce prolongement soit aussi un semi—groupe de contractions et
de plus T,, dépende, pour o fixé, analytiquement de ¢ dans le secteur ouvert

Si—g= {t: larg | <(1—a) —;—}

24) La restriction a=1 est motivée par le fait que A* n’est pas nécessairement une trans-
formation accrétive maximum pour a=>1.
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En effet, comme
larg (¢5%)| = |arg 7| + « |arg s} §—72t~

donc _
Re(ts)=0 pour t€8,_,, s€S=S,,

la fonction e, ,(z), définie par la méme formule (6. 7) pour €S, _,, €D, appar-
tient & la classe Hy, de plus

le,:(z)|=1 dans D,
00D =1, €pr 1, (2) =€y, (2) €0y, (2)
Par conséquent, les transformations correspondantes
I;t==e@t(]j
sont des contractions et forment un semi-groupe:
T.o0=1, Ta,:,+:2=Ta,r,'Ta,:2 (t1’12€§l~a)'

Pour montrer que ce semi-groupe est analytique, fixons un point #,>0 et un
autre, ¢, situé dans le cercle maximum autour de ¢y, contenu dans le secteur S,_,,
C’est-a-dire tel que

on
lt—t0|<QO=IOCOS—2—.
Envisageons le développement
o3 t_ n
6.8) e =TT g = Z( to) bu(s) (s€S)
n=0 Qo
ou :
- 1)
b, =" (gosyrere;
n!
on a
= 1
B = 3 —leos*"exp(— toRe )= explgols*| — fo Re s =1
parce que

o —
Res"éls’lcos—2— pour SES.

Le développement (6. 8) est donc uniformément convergente dans S, d’ol I'on
.conclut, en passant aux transformations linéaires correspondantes,

(6.9) T,,=30"W"p

ou

B,=b,(A)=b,00(T), ||B)=1.

Cela achéve la démonstration du fait que 7,, est fonction analytique de ¢ dans
Sl -
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Résumons nos résultats:

Théoréme 10. Soit A une transformation accrétive maximum de Iespace
9 et soit A*(x=0) la transformation qui correspond a la fonction s* au sens du calcul
Sfonctionnel f(s)—f(A), défini au début de ce paragraphe. A* est une transformation
linéaire fermée, & domaine D, dense dans , et on a

A°=1; A'=d4; AP=A4 (2, f=0);
(A% =(4*)* (x=0).
Pour 0=oa=1 la transformation A* est accrétive maximum elle aussi et on a

(ADP = 4 (f=0);
de plus

|arg(A“h,h)|§aTn pour heD,.

_ Pour O0=a<1 le semi-groupe de contractions {T, },=q, engendré par la géné-
ratrice infinitésimale — A%, peut étre étendu aux valeurs complexes du parameétre t

Lo n . .
situées dans le secteur |arg tlé(l—a)i, de sorte que {T,,} soit un semi-groupe
continu dans ce secteur, analytique dans Uintérieur du secteur.

Pour 0§a<—; les transformations A®, A**, et par conséquent aussi
1
Re A*=— (d*+4™) et 1mAa=_2ll__(A«—Aa*),

ont toutes le méme domaine D,; Re A* est positive autoadjointe,; de plus les inégalités
suivantes sont valables pour h€D,:

(i) Re(A4%h, A**h)=cos an-max {||4%h||2, || A**h)||?};
(ii) YA4°h||=cosan-||4**h|, |4**h|=cosan-||4%l|;

(iii) Re (A%, [Re A7]h)= cos? “—2" N A%h]?;

cos? 22
i —_ ahl| = o 2 ﬂ . apll -
(iv) po— |4%h| = ||[Re A%] h)| = cos > A%h||;
an
) ltm 41h) = 1g - [Re AV

3. Puissances d’ordre fractionnaire des transformations linéaires 4 d’un espace
de Hilbert ou de Banach, telles que — A soit la génératrice infinitésimale d’un semi-
groupe de contractions, ont été définies par plusieurs auteurs, utilisant de différentes
méthodes. La définition proposée par BoCHNER [2] et PHiLLips [11], & laquelle les
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autres sont équivalentes (voir [20] et {7]), introduit 4% (0 <o < 1) moyennant le semi-
groupe a un parameétre

T,,=e ' (1=0).2%)
Notamment, on définit

(6.10) o= | Ty

ou
T,=e ™

et la mesure dy,,(r)=0 est définie par I'intégrale de Laplace

et = re—'sd'ya’t(t) (t=0, Res=0, 0<a<1).
6

Pour établir I'équivalence de notre définition de A* aux précédentes, il suffit
donc de montrer que le semi-groupe {7, ,} tel que nous I’avons obtenu par notre
calcul fonctionnel, notamment par la formule (6. 6), vérifie la formule (6. 10), du
- moins dans le sens faible de Iintégrale. Or la fonction e,,(z) (voir (6. 7)) appar-
tient & Hy, par conséquent

Ta,t = a,t(T) = pI' ea,t(UT),

d’ou il s’ensuit pour A€H:
2n

(Toih, 1) =(eq, (Un)h, h) = | €,,(e"") d(Er oh, h) =

bf
[ [—t<1 cotg 2) ]d(ET,ah, By =
“{[ [_T<l COtg )]dYa,z(T)}d(Eryoh, Il):

2n

= [ [ cxp(—tzcotg 0 >d(E, o, h)}a'y,,l (D)=

0o ‘o

-|@xmw dnﬁ»f@hmwum,

Pinversion de I’ordre des intégrations étant permise parce que la mesure dy,,(1)-
~d(Er,oh, h) (dans 0=t<es, 0=0=2n) est finie et la fonction exp(— it cotg >

est. borélienne et bornée. Cela prouve (6. 10) et ’équivalence de notre définition
de A* aux autres, précédentes, dans le cas de I’espace de Hilbert.

25) Cette notation veut indiquer ici seulement que {T.,} est le semi-groupe dont la généra-
trice infinitésimale est égale a — A%,
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Lanalyt1c1te de {T,,} dans un secteur a été démontrée par YosipA [20]; le
fait que A® et A** ont le méme domaine D, pour 0=« <7et vérifient les inégalités

du théoréme 10, a été démontré (partiellement avec d’autres facteurs constants)
par Kato [8], [9].

Notre méthode de traiter du probleme des puissances fractionnaires a ’avantage
de placer ce probléme dans le cadre d’un calcul fonctionnel plus général et fournit
méme quelques résultats plus précis, comme par exemple les formules A*+f=

=A%AP et (4*)f =A% y COIan'lS I’égalité des domaines des transformations en
question.
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