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Uber die orthogonalen Funktionen. X
(Unbedingte Konvergenz)

Von KAROLY TANDORI in Szeged

Einleitung

W. OrLICZ! hat den folgenden Satz bewiesen:

Es sei {A(n)} eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge, und wir nehmen an,
dap sie eine Teilfolge {A(n,)} besitzt, mit den Eigenschaften

log n .y = clogn (c=>0)

und

2 oy =
Unter der Bedingung
() ‘ Datl(n)login<eo
ist dann die Reihe
03 ' 2 @y pu(x)

Sfiir jedes orthonormierte Funktionensystem {(p,,(x)} unbedingt, d. h. bei jeder Anordnung
der Glieder, fast iiberall konvergent.

In dieser Arbeit werden wir u. a. diesen Satz weitgehend verschirfen?).

Wir iibereinkommen, immer den Logarithmus mit der Basis 2 zu benutzen. Es
wird zur Abkiirzung v, = 22" gesetzt.

Satz 1. Unter der Bedingung

1

2
3 2[ > a2log? n] <o
k=0 n=vi+1

ist die Reihe (2) fiir jedes orthonormierte Funktionensystem {@,(x)} unbedingt konver-
gent,

'} W. OrLicz, Zur Theorie der Orthogonalreihen, Bulletin Intern. Acad. Sci. Polonaise Craco-

vie, 1927, 81 —115.
2) Die Sétze I—11I und VI wurden in weniger allgemeiner Form und ohne Beweis angekiin-

digt in der Note: K. TANDORI: Sur la convergence inconditionnelle des séries orthogonales, Comptes
Rendus Acad. Sci. Paris, 253 (1961), 928 —929.
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Satz 1. Essei{a,} eine positive, monoton abnehmende Koeffizientenfolge. Ist
oo v, %
4) 2 [ 2 alog? n] = oo,
k =

so gibt es ein im Intervall [0, 1] orthonormiertes Funktionensystem {®(x)} derart, daf
die Reihe

) S 4,0,()

nicht unbedingt konvergiert; genauer: sie divergiert in einer gew'issen Anordnung ihrer
Glieder in [0, 1] fast iiberall.

Fiir den Satz II werden wir zwei Beweise angeben; der erste bezieht sich auf den
Fall 3 yv,a, 2% = oo, der zweite auf den allgemeinen Fall. Diese zwei Fille kénnen
auch gemeinsam betrachtet werden, aber der Beweis ist im allgemeinen Fall viel
komplizierter. _

Aus den Sitzen I und 1I folgt unmittelbar der

Satz L. Es sei {la,|} monoton abnehmend. Damit die Reihe (2) fiir jedes
orthonormierte Funktionensystem {@,(x)} unbedingt konvergiert, ist notwendig und
hinreichend, daf3 die Bedingung (3) erfiillt sei.

Der Satz I enthdlt also den Satz von W, ORLICZ.

Es kann leicht eingesehen werden, daBl fiir monoton abnehmende, posmve
Folgen {|a,)} die Bedingung (3) mit

: 1
oo Vi +1 ]
Z[Z a.flogi—,} <o
k=0 n=vpg+1 ar;

gleichwertig ist, wobei

| logx fir x=2,
OB+ X =1 fir 0<x<2

bedeutet.

Aus dieser Ungleichung folgt ndmlich > 4 <=, Wegen der Monotome von
{la,!} gilt also a2 = o(n~') und es besteht -

i 1
. Z[ SI a}logln:l =0() 3’[ E‘l a? log%r—!{l .
k=0 n=v,+1 Ol n=vi+1 a,

Es bezeichne J bzw. J’ die Menge der Indizes n, fir d1e al =n-* bzw. at<n—*
besteht. Dann gelten

1 1
o 1 Vi+1
28[ > azloga—;] = 0() *’[ > aZIoan]
k=0 vk<nsve, an O n=vi+1
ngJ '
und )
e 1 ! s 1 1 : o
2 2 2 | = o
,‘%[(g” log a,%] ;[ =, gzl logs 03] o) 2 vit<e

ncJ
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woraus auch

1 .
3 3
5[5 e 4] o0 5[5 ]
k=0 n=vi+1 a; n=vi+1

folgt.
Auf Grund dieser Sitze konnen auch die folgenden Behauptungen leicht ein-

gesehen werden:

Satz IV. Damit die Orthogonalreihe (2) fiir jedes orthonormierte System
@n(x)} unbedingt konvergiert, ist hinreichend, daf fiir eine positive, monoton wachsende
Zahlenfolge {A(n)} mit
N |
6 . -
© ST

die Ungleichung (1) erfiillt wird. Sind die Folgen {a,é} und

. 2
Ak=[ > a?log? n:l k=0,1,..)

n=v+1
monoton abnehmend, so ist diese Bedingung auch notwendzg

Satz V. Damit die Orthogonalreihe (2) mit nichtverschwindenden, nach 0 kon-
vergierenden Koeffizienten fiir jedes orthonormierte System {p,(x)} unbedingt konver-
giert, ist hinreickead, dap fiir eine positive, monoton wachsende Funktion g(x) mit

oo

dx
o J 50

die Ungleichung

. Co 1
®) 2 a; g(log log %) log? —5 <
erfiillt wird. Sind die Folgen a? und {A,} monoton abnehmend, so ist diese Bedtngung
auch notwendig.

Diese Sitze sind Verschicfungen der Sétze von W. OrvLicz?).

Beweis des Satzes IV. Hinlinglichkeit folgt leicht aus (1) und (6) mit
Anwendung des Satzes L.

Notwendigkeit. Ist die Orthogonalreihe (2) fiir jedes orthonormierte System
{@n(x)} unbedingt konvergent, so gllt (3) auf Grund des Satzes III. 4, >0(k=0, 1, ...)
kann angenommen werden. Es sei A(n) = 47! (vp<n=v.,; k=0,1,..) und
A(n) = A(3) fur n=1, 2. Diese Folge erfiillt diec Bedingungen des Satzes IV und mit
ihr besteht (1).

Damit haben wir den Satz IV bewiesen.

3) S. loc. cit. V).
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Beweis des Satzes V. Hinlinglichkeit. Monotonitit a2zal,,
(n=1, 2,...) kann angenommen werden. Da aus (8) > a? < - folgt, so ista? =o(n="').
Aus (8) ergibt sich

) > a2 g(loglogn)log? n < oo,

d. h. (1) ist mit A(n) = g(loglog n) erfiillt; diese Folge {4(n)} ist positiv, monoton
wachsend, und wegen (7) geniigt sie der Ungleichung (6). Aus (9) folgt leicht die
Ungleichung (3), welche dann die unbedingte Konvergenz der Orthogonalreihe (2)
fiir jedes orthonormierte System {¢,(x)} sichert.

Notwendigkeit. st die Orthogonalreihe (2) fiir jedes orthonormierte System
{@.(x)} unbedingt konvergent, so gilt (3). Esseig(x) = min {k?, A7} (k+2<x=
=k+3; k=0,1,...); diese Funktion ist positiv, monoton wachsend, und geniigt
den Bedingungen (7) und g(x)=x2. Aus (3) ergibt sich durch einfache Rechnung

(10) a2 g(loglogn+2) log? n < oo,

1 bzw. I’ bezeichne die Menge der Indizes n mit a2 =n~* bzw. a? <n~*. Dann ist

- 1
(11) a2 g<|og log ?> log? % =0(1) > a2 g(loglogn*)log®> n< e
€ n n

-~

und

| | | 1Y 1
S 2 — 2 L = Y —_— 2 =
(12) EZ a; g(loglog aﬁ>log i 23 la,,l(loglog a'%) log a2

—~

=0() > n"2<eo,

Aus (11) und (12) folgt (8) auf Grund von (10).

Damit ist Satz V bewiesen.

Durch Anwendung des Satzes [l konnen auch die folgenden Behauptungen leicht
bewiesen werden.

Satz VI. Es sei {A(n)} eine posiribe, monoton wachsende Zahlenfolge mit

(13) 5
Dann gibt es eine Koeffiziehtenfo/ge {a,} und ein in [0, 1] orthonormiertes System
{®,(x)} derart, daf die Bedingung

(14) 3 ai?* (nlog?n<oo

erfiillt wird, jedoch die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvergiert.

Satz VII. Es sei g(x) eine positive, monoton wachsende Funktion mit

dx
= jaw“m*

1




Uber die orthogonalen Funktionen. X ‘ 189

Dann gibt es eine positive, monoton nach 0 strebende Koeffizientenfolge {a,} und ein
in [0, 1] orthonormiertes System {®,(x)} derart, daf die Bedingung

(16) > a2 g(loglog —(-:3) log? %; oo
erfiillt ist, jedoch die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvergiert.

Der Satz VI bzw. VII gibt eine Antwort auf ein Problem von G. ALEXITS*) und
N. N. WoLkow—P, L. ULJANOWS) bzw. G. ALEXITS®). :

‘Beweis des Satzes VL Wegen (13) ergibt sich durch Anwendung
eines bekannten Satzes die Existenz einer positiven, monoton wachsenden Folge
{u(k)} mit

s |
> < eo
(17) kfl .U( )
und
o 1
(18) 3 e

Es sei.

'(vk<n§vk+l; k=0,1,..)

Vet — A (e ) il 1 D25+

bzw. a,=a; fiir n=1, 2. Aus (18) ergibt sich (4) leicht und durch Anwendung des
Satzes 11 folgt die Existenz eines in [0, 1] orthonormierten Systems {®,(x)} derart,
daB} die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvérgiert. Aus (17) erhdlt man ferner,
daB (14) besteht.

Damit ist Satz V1 bewiesen.

Beweis des Satzes VII. Auf Grund von (15) kann leicht eine positive,
monoton wachsende Funktion g (x) mit g(x)=g(x) und

oo

- C dx
(19 f HO

angegeben werden, fiir die die Bedingung 2(x)=2g(k) tk=x=k+1; k=1,2,..)
erfiillt ist. Bezeichnen wir mit &, <... <k;<... simtliche natiirliche Zahlen mit
gk)=k (i=1,2,...). Wegen (19) gilt

1

Zm:wa

4) G. ALexits, Konvergenzprobleme der Orthogonalreihen (Budapeést, 1960), 100:

%) U. M. Bosakop—I1. JI. ¥Ynsnos, O630pHast cratst, Anhang zur russischen Ausgabe des .
Buches: R. G. Cooke, Infinite matrices and sequence spaces (Moskau, 1960), 452 —453.

8) S. loc. cit. #). )
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woraus die Existenz einer positiven, monoton wachseénden Folge {»(i)} mit

—!?— << OO und Z ——:_;——-____—— = oo
TR0 HCPIO)
folgt. Es sei (i) = min (i3, »(i)); diese Folge ist positiv, monoton wachsend, weiter-
hin gelten die Bezichungen ’ :

1 ' <1
20 — <o d 21 = v
) 3 Y (RE0

Es sei _
- —. -1 .
O = (O, — Bk DRG+ DI 22780 (g <nS v 5 =12, .0)
bzw. a,=a, +1 (n=1,..., v,). Dann ist wegen (e} .

3 s
oo Vi + 1 fod Vi, 4
2[ 2> a,%logzn] = 2[ P a,%logzn] =
i=1 n=vki+1

i=
Jz’

| it 1z 1
= — log2 v, a{\=~~ — e = oo,
V2 iz[ 5 e SN B YO Ty Ty
Daraus ergibt sich auf Grund des Satzes II die Existenz eines in [0, 1] orthonormierten
Systems {®,(x)} derart, daBB die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvergiert.
Da infolge unserer Annahme iiber %(i) und g(x) fiir geniigend groBe i

1

1
lOglOg? = k,'+1+ )

(Vk.'<n§ vkl’+l)

ist, so gilt auf Grund von (20)

1 1 I
25 2 ___ — . oo
> a,,g(loglog a2) log P o) > E(i)< ,

n

d. h. (16) ist erfiillt.
Damit haben wir den Satz VII bewiesen.
Es sei z. B. )

1 : :

— vo<n=v..; k=01, ...

Vvk+1~vk2"“(k+l) (v k+1 )
und a,=a; (n=1, 2). Es besteht offensichtlich (4) und

Q2) ' \ S aZlog? n<co.

a, =

Aus Satz II ergibt sich die Existenz eines in [0, 1] orthonormierten Systems {®,(x)}
derart, daB die Reihe (5) nicht unbedingt konvergiert. Es sei {m,} eine beliebige, im
-strengen Sinne monoton wachsende Indexfolge. Aus (22) folgt

2ak, logi k < oo,
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Aus dem wohlbekannten Satz von D. MENCHOFF?) und H. RADEMACHER3) ergibt sich
daraus, daB die Reihe
Z ank nk(x)

fast iiberall konvergiert. Damit haben wir die folgende Behauptung bewiesen:

Satz VIIL. Es gibt eine Orthogonalreihe 3. a,p(x), mit > a?log®n<eo,
deren jede Teilreihe fast iiberall konvergiert, die selbst jedoch nicht unbedingt konvergiert.

Ein dhnliches Resultat fiir gleichmiBig beschrinkte orthonormierte 'Systeme,
aber ohne Bedingung (22), hat das erste Mal — auf einem anderen Weg — P.L.
ULianow?) erhalten.

Wir werden noch zwei Sétze beweisen:

Satz IX. Es sei {A(n)} eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge mit (6)
und {|a, |} bezeichne die in abnehmende Anordnung gestellte Folge der absoluten
" Werte der nicht-verschwindenden Koeffizienten von (2). Ist

' _ 4loglogm +2log A(m) _
(23) (2>)am .——' logm - (m:mO)y
so folgt aus )

(24) 2 la,, |20 <o

die unbedingte Konvergenz der Orthogonalreihe (2) fiir jedes orthonormierte System

{@(x)}.

Satz X. Es sei A(n) = loglogn. Dann gibt es eine Orthogonalreihe (5) mit
positiven, monoton nichtwachsenden Koeffizienten derart. daf3 sie nicht unbedingt
konvergiert, jedoch

Sapa <o
mit .
— 4loglogn+2logi(n)

&, = Tog 7 (n=ng)

besteht.

Satz IX ist die Verschéirfung eines Satzes von G. ALEXITS!%) und Satz X zeigt,
daf} die Behauptung des Satzes 1X ohne die Bedingung (6) im allgemeinen nicht
richtig ist. Der Satz X, der wahrscheinlich sogar fiir eine beliebige positive, monoton
wachsende und die Bedingung (6) nicht erfiillende Folge {1(n)} gilt, gibt eine negative
Antwort auf ein Problem von G. ALexits!!), ob (24) mit «,, -4 1(1)5 log m hinreicht,

damit die Orthogonalreihe (2) fiir jedes orthonormierte System unbedmgt konvergiert.

7) D. MENCHOFF, Sur les séries de fonctions orthogonales (Premiére partle) Fundamenta
Math., 4(1923), 82— 105. )

8) H. RADEMACHER, Einige Sitze iiber Relhen von allgemeinen Orthogonalfunktionen, Math.
Annalen, 87 (1922), 112—138

) II. JI. Ynsanos, Pacxonsumecss psan dypse wrnacca LP (p=2). Jloknanms
akaa. Hayk CCCP, 137 (1961), 786--789.

10) §. loc. cit. 4), 97—98.

1) 8. loc. cit. 4). 100.
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Beweis des Satzes IX. Wegen (24) ist
Za,%m<oo,

Daraus folgt auf Grund der Monotonie von {a2_} fiir alle geniigend groBe Indizes m

1
log — =logm.

nm

Durch einfache Rechnung mithin ergibt sich aus (23)

o

=

4loglogm+2logA(m)

|
log —- o

m

also r

la, |=% = A(m)log®m

fiir gentigend grofle m. Daraus und aus (24) folgt
2 ak A(m)log? m=< oo,

Auf Grund von (6) ergibt sich mit Anwendung des Satzes 1V die Behduptung des
Satzes IX.

Beweis des Satzes X. Es sei z. B.

1
loglogn loglogn y 2

. 3+8 244
a, = (n(logn) logn  (log log n) logn J (logloglogn)~! (n=N)

bzw. a,=ay (n=1, ..., N—1), wo N so gewihlt ist, daB} diese Folge {a,} monoton
abnehmend ausfillt. Eine einfache Rechnung ergibt

+
K+ 1 2 2 =
_Z’[ 2> a?log n:l ;c,_kg; Gl

1ln=v.+1

1
og(k+1
=c, 5 P
= 621=2 /logl -

) (22k+2(k+ l))—22"‘(k+1) =

Aus Satz 11 ergibt sich die Existenz eines in [0, 1] orthonormierten Systems {®,(x)}
derart, daf3 die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvergiert. Fiir geniigend grofle
n gilt aber

I

%y
-—2— lOg —? =

, An logl
_ 2loglogn+log A(n) (log 1+<3+8—°g—~°gﬂ)|oglog et
logn ogn

loga;o =

+ <2 + 4ligo_g> logloglogn+2loglogloglog n) =

log »
loglogn
logn

= log ((log n)? log log ,1) . <] +4—
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" und somit -
s loglogn loglogn

a;o = (logn) % logn (loglogn) T Tlogn

Nach der Definition von a, ergibt sich daraus

1
2=an —
2a=2 n (log n) (loglog n) (logloglog n)2
Damit ist Satz X bewiesen.

Es bleibt die Frage iibrig, ob die Behauptung des Satzes 11 auch mit einem
gleichmiBig beschrinkten orthonormierten Funktionensystem {®,(x)} richtig ist.

§ 1. Beweis des Satzes I

Zum Beweis des Satzes | brauchen wir die Grundldee von W. ORLICZ an-
zuwenden. Es sel .

(1) | S (%)
eine beliebige Anordnung der Reihe (2). Fiir eine natiirtiche Zahl & besteht
V<M = Vg

fir v,,, — v, verschiedene Indizes /, diese seien der Reihe nach /(1, k)</(2 k)<..
.<Il(vi41 — Vi, k). Nach einem bekannten Satz!?) gibt es fur jedes k eine posmve
Funktlon d{x) mit den folgenden Eigenschaften:

(1.2)

4q
2 iy Praciniy (X | = 4 () (I=p<q=vir,-w)
i=p

in [a, b} und
b
(1.3) Jé,?(x)dxéA(Zk“)z 21 =44 S atlogin,

n=v 41
a

wo A eine von k und {¢,(x)} unabhingige, positive Konstante ist. Aus (3).und (1. 3):
folgt

b b 2
> jak(x)dxg(b—a)% 2[[5;'(,\‘)@] =
k=1 k=1 hy

a

1
2
=24 (b—a))% k;[ Zl at log}2 n:l < oo,

n=vyp+1

12} 8, z. B. loc. cit. ") und #).
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Daraus ergibt sich durch Anwendung des Satzes von B. LEvi

(1.4) | ‘é’l(sk(x).«o

fast tiberall in [a, b]. Es sei x ein Punkt, wo (1. 4) erfiillt ist und ¢ eine beliebige posi-
tive Zahl. Dann gibt es einen Index N derart, dal

{1.5) Se(x)<e

114

k

ist. Wir wihlen nun einen Index M so, daB n, > vy fiir / > M erfiillt ist. Fiir M <p <gq
erhalten wir dann aus (1. 2) und (1. 5):

q o )

2 G Pn(X)| = 2 G(x)<e.

I=p k=N

‘Die Reihe (1. 1) ist also im Punkt x konvergent. '
Damit haben wir den Satz I bewiesen.

§ 2. Hilfssitze fiir den Beweis des Satzes Il im Falle 5’ V;;aka" =0
. k=0

Hilfsatz I. Es sei p(=8) eine gerade Zahl. Es lift sich ein im Intervall
[0, 5] orthonormiertes System von Treppenfunktionen'3) g/(p; x) (I=1, ..., 2p) mit fol-
genden Eigenschaften ‘angeben: Zu jedem Intervall 5P = ((k—Dp~', kp~")
(k=32"1p+1, ..., 527 p) gibt es von k abhingige natiirliche Zahlen m (k) bzw. m,(k)
derart, daf die Funktionswerte g,,,(p; x) (I=0, ..., m(k)) fiir x €5 positiv bzw.
die Funktionswerte g,(p; x) (I=my(k), ..., p) fiir x € 6P negativ sind und

my(k) . _
2.1) IZ(; g21+l‘(p: X)éBl/p logp
bzw. ‘
) p
2.2) PR GRE —BYplogp
=I'l2

gilt, wo A eine von k und p unabhdngige, positive Konstante bedeutet. Weiterhin ist
Jjede Funiction g(p; x) in jedem Intervall (P konstant.

Dieser Hilfssatz ist eine Verfeinerung eines Satzes von D. MENCHOFF!?), dessen
Beweis von S. KaczMarz!3) vereinfacht wurde.

13) Eine Funktion in (g, b) heiflt eine Treppenfunktion, wenn (a, b) in endlichviele Teilinter-
valle 'zerlegt ‘werden~ kann, derart, daB.die Funktion in jedem Teilintervall konstarit ist.

14) §, z. B. loc. cit. 7). '

15) S. Kaczmarz, Notes on orthogonal series. 11, Srudia Math., 5 (1934), 103—106.



Uber die orthogonalen Funktionen. X 195
Beweis des Hilfssatzes I. Es sei

_ 1 k—1 k ‘ \
p;x) = — i =z k=1,...,4p; =1, ..., 2p).
g:(p; %) K—p=I=12 fiir xE[ , ,p> k=1, ....4p; I 'p)

Dann ist

4
e g ¥ 1 1
) gl(p!x) X = kt’l (k—p—l—1/2)2 —p_.’
woraus
4

@.3) J 22 (p; x)dxg%l (=1, ..., 2p)

0]

folgt, wo A eine von p unabhingige positive Zahl ist.
Ferner erhalten wir durch einfache Rechnung fiir i > j:

- - d 1 3pi. 1 B ot 1
ai.j-—o gl(pix)gj(p9 X) X = P(l—‘j) k=lz—'p—|'k_"l/2 —k=12p—jk'—l/2 ’
somit ist

(2.4 . .. o | {a‘-,j]é—p?i. (%) N

Um von den im Intervall [0, 4) auf diese Weise definierten Funktionen g,(p; x)
ein im Intervall [0,5] orthogonales Funktionensystem zu erhalten, erweitern wir diese
Funktionen auf das Intervall [4, 5] wie folgt: Wir teilen das Intervall [4, 5] in
N=2p(2p—1) Teilintervalle gleicher Linge /; ; ein (1=i=2p, 1 =j=2p, i#)). Es sei

fir I=1,...,2p
(Tive
I:‘Z‘Nlal.j[l fir xer, ;,

z
1 . :
—[EN[(Z""}:I signe, ; fir x¢f;,,

0 sonst.

gilp;x) =

Die so definierten Treppenfunktionen g,(p; x) bilden offensichtlich ein orthogonales
System im_Intervall [0, 5], ferner ist

5

4 o
’ -1 2p
fgﬂp; x) dx = fgf(p; Ndx+ 3w+ 3 ol
n= n=1+
0

0
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Hieraus folgt auf Grund von (2.3) und (2. 4)

5

@5 ' -JE?(p; x) dx =

0

Az
p

wo A, eine von p unabhanglge positive Zahl ist.

Ist x€0(P (3.2-1p<k = 5.27'p), so bezeichne m, (k) die groBte naturllche Zahl,
fur die 2m1(k)+1 = k—p—1, und my(k) die kleinste natiirliche Zahl, fiir die
k—p =2m,(k) besteht. Nach der Definition von g,(p; x) sind die Funktions-
werte g,,.,(p; x) (I=0, ..., my(k)) positiv bzw. die Funktionswerte g,,(p; x)
(I=my(k), ..., p) negativ und es gilt

'"lv(’,‘) _ (k) | | (k) 1
%% Bas (0 ) = 2 AT Ip = 3,2 T = Asloer
bzw.
P .2 1 1 p—mak) 1
’_mzzzk)gzz(ﬁb\’):l_n%(’k)k—mé 7 2 T<——A log p,

wo A, eine von p und & unabhanglge positive Konstante bedeutet. Fiir die normier-
ten Funktionen

5 1

{ -z

21(p; D =8i(p; 0 | |87 (p; ) dx) (=1, ....2p)
0

ergeben sich dann auf Grund von (2. 5) die Ungleichungen (2. 1) und (2. 2).
Damit ist der Hilfssatz [ bewiesen.

Hilfssatz . Es sei p(=8) eine gerade Zahl und ¢ eine positive Zahl. Es
kann ein im Intervall [ —1—g, 1 +¢] orthonormiertes System von Treppenfunktionen
Sip,&;x) (I=1, ... 2p) mit folgenden Eigenschaften angegeben werden: Es gilt

1+¢

(2.6) ’ | fitpes mdx=0  (=1,...,2p);

—l-¢

zu jedem Intervall AP = ((k—1)p=', kp=') (0<k=p) gibt es eine von k abhiingige'
natiirliche Zahl yl(k) derart, daf die Funknonswerte f2,+,(p, e;x) (1=0, ..., u (k)
fiir x €A positiv sind und

k)

@2.7) 2 frei (2 x)=2CVplogp

besteht, bzw. zu jedem AP = ((k—Dp~', kp~') (—p<k=0) gibt es eine von k
abhdingige natiirliche Zahl u,(k) derart, daf die Funktionswerte f,(p, &; x)
(I=u3(k), ..., p) fiir x€AP positiv sind und

, E
(2.8) C 3 falp.e; x)=2CYplogp

I=psth)
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bestent, wo C eine von k, p und ¢ unabhdngige positive Konstante bedeutet. Weiterhin
ist jede Funktion f{(p, &; x) in jedem AP konstant.

Beweis des Hilfssatzes Il. Es sei, fiir /=1, ..., 2p,

1 3 i = v =
ngl<p’x+5> fir G0=x=1,

I3 (s o
*fl(p’s’ X)— 1/ 28gl<p9 (\—1)> fir l<x= l+§,

/? o5 | .. e
]/ Z;g,(p,;(x—l)) fir l+?<,\:l+s,

wo die g{p; x) die im Hilfssatz T erwidhnten Funktionen sind; fir —1 —e=x<0
wird fi(p, &; x) = —f(p, &; —x) gesetzt.

Offensichtlich sind die Funktionen fi(p, ¢; x) Treppenfunktionen. Durch ein-
fache Rechnung kann eingesehen werden, dal} sie in [—1—¢, 1 +¢] ein orthonor-
‘miertes System bilden und (2. 6) erfiillt ist.

Ist x€AP (0<k=p), so ist x+2713€6%,,  ; auf Grund der Definition der
Funktionen fi(p, €; x) und (2. 1) ergibt sich daher

my(2-13p+k) 1 m@- 13p+k)
<1

£ f21+1(l7=8 x)= V2

1=0

1~
g2141(p3 -\'+2_13)%V—2:B‘/p10gp

it positiven Funktionswerten f,,, (p, &; x) (/=0, ..., m;(2-'3p +k)); also besteht
die Abschitzung (2. 7) mit #1(k) = m1(2 3p+k) und 2C = BJy2. Ist aber x € AP
(—p<k=0),so0ist —x€A_{®,, also gilt —x+2-1 365(")1” —rss Auf Grund der
Definition der Funktionen f,(p, ¢; x) und (2. 2) ergibt sich mithin

é _fZI(p’a;x):_ ‘ Zp' ),fz,(p,ﬁ; —X)Z

I=my(2 - '3p—k+1) l=my(2-13p—k+1

- 2 a2 =2 plogp
]/2 [=my2-13p- 2 —VE
mit positiven Funktionswerten f5(p, &; x) (/=m,(27'3p—k+1), ..., p); also besteht
die Abschitzung (2. 8) mit u,(k) = m,(2~13p—k+1) und 2C = BJy2.
Damit ist der Hilfssatz II bewiesen.
- Es sei I = [u, v] ein endliches Intervall. Wir setzen

. 1+8 v4+u . : -
fl(P,E, [, X): ‘ﬂ(p’s’zv_ux_(l+8)v_u> fiir U<x-<uv,

0 : ‘sonst

(=1, ...,2p). Ist H eine Teilmenge von [—1—¢, 1 +¢], so wird mit H(I) das durch

die Transformation x = 22)1—::8) +z%g entstehende Bild von H in [u, v] bezeichnet.
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Offensichtlich gelten

) mes (/) P 161
2.9 | mes (A (1)) = ) mes (A}”).16)
und '
(2.10) Jf(p,e 1 %) fy(p. e, I ) dx = %Sj’)) f £ipr & 5 (p, 53 x) .
" Aus (2. 6) ergibt sich
@.11) . [fp e s ax=0  (=1,..,2p),

wihrend aus (2. 7) folgt, daB es eine von k abhidngige natiirliche Zahl u,(k) gibt,
fiir die

#1(")

(2.12) = farilp 8 1 x)=2CVplogp (xeAP(1); 0<k=p)

mit positiven Funktionswerten f5,.,(p, ¢, I; x) (I=0, ..., u,(k)) besteht. Weiterhin
folgt aus (2. 8), daB es eine von k abhidngige natiirliche Zahl p,(k) gibt, fiir die

1d —_
(2.13) > fulp.e, I3 x)=2CYplogp (x€AP(); —p<k=0)

b= py(k)

mit positiven Funktionswerten f5,(p, ¢, I; x) ({=p,(k), ..., p) besteht. Ferner ist jede
Funktion f(p, &, I; x) in jedem A(P)(I) konstant. .

Hilfssatz IIL Es seien N(= 3) und a(=1) natiirliche Zahlen, weiterhin sei
{c.} (vy <n=vy.,) eine positive, monoton abnehmende Zahlenfolge. Man kann ein im
Intervall [0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen ¢, (N, a; x) = @,(a; x)
(vy <n=vy,,) mit folgenden Eigenschaften angeben:

Es gilt

1

@.14) C [p@ndx=0  y=n=vy.0);
. . : 0

es gibt Vy 4o —Vy1a—1 baarweise disjunkte Intervalle I(a) (S0, 11) gleicher Linge mit
- YN+a<YN+a-1 1
(2.15) : > mes(l;(@)>=;
i=1 )
es gibt ferner eine Anordnung
YN+a~ N

21' Cn(a, 1) Prta, 1) (a; x)

1=

16) mes(H ) bezeichnet das Lebesguesche MaB der Menge H.
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der Summe

YN+a

2 ) ¢, pa(a; x)

n=vy+

derart, dap fiir jedes i Indizes I\(a, i), L,(a, i) existieren, so daf} die Funktionswerte
Puia, (@3 ) (li(a, i) =1=ly(a, i) nicht-negativ sind, und

Ia, i) a
(2.16) 1_% ) Cnia, 1y Pn(a, (@5 X)ECF_Z; V"N+r‘ VN+r-1 CvN+,IOg VN +r-1 (xEI,»(a))l

besteht. Weiterhin ist jede Funktion ¢, (a; x) in jedem I(a) konstant.

Beweis des Hilfssatzes III. Wir werden durch Induktion nach &«
schlieBen. Wir zeigen zuerst, dal die Behauptung fiir =1 richtig ist. Es sei &;(<1)
eine positive Zahl; wir wenden den Hilfssatz II mit p =p, =2"!(vy,, —vy) und e =¢,
an. Es seien

Pull; X) = V2AHE) fyory (P12, [0, 11 1) (y=<nSvyy,)

und

LD =A%, ([0, 1]) '(,-:1, cees 2D1)-

Auf Grund von (2.10) bilden diese Treppenfunktionen in [0, 1] ein orthonormier~
tes System, und aus (2. 11) folgt, daB (2. 14) fiir a=1 erfiillt ist; weiterhin ist jede
Funktion ¢,(1; x) in jedem 7(1) konstant. Nach (2. 9) ist

2p 1

| ,-=21 mes (1,(1)) = 2 xe) 2 Z’ mes (Al ,,,)> 5

also ist auch (2. 15) fiir a=1 erfiillt und die Intervalle 7,(1) sind paarwelse disjunkt
und von gleicher Linge. Die Summe

YN+1

2 Gpa(l; %)

n=vy+ 1
ordnen wir folgenderweise an:

pi—1

P1 o 2p;
121' C'v_,v+2l<7’v~+zz(1; x) + ’26 CvN{r21+1(PvN+2z+1(1§ X) = '_Z; cn(l,x)%u,t)(l; Xx).

Ist x€I,(1), dann ist 2(1+e)x —(1+¢&) €AY | somit ergibt sich auf Grund von:

(2. 12) und (2. 13), daB es Indizes /,(1, i), /,(1, i) derart gibt, 'dal die Funktionswerte:
@ucr, (13 x) (L4, D) =1=1,(1, i) positiv sind und

L(,H —
Cn(1, ) Pnq1, 1)(1 x)= 2CV2(1 + sx)ch+ 1‘/Pl logp, = CVVN+1 —VNCvyig log vy

I1=1(1,1)

gilt. Also ist auch (2. 16) fiir a = 1 erfiillt. Damit ist die Behauptung fiir a =1 bewiesen..
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Wir nehmen nun an, daB der Hilfssatz fiir eine natiirliche Zahl a(=1) schon
bewiesen ist. Es sei ¢,,, eine positive Zahl, fiir die

YN+a~VN+a-1 / 1 1
@.17 i=21' mes (7;(a)) Tre, >3

besteht. Nach (2. 15) existiert ein solches ¢, .
Wir wenden den Hilfssatzllmit p=p,, 1 =27 "(Vyras1 — N3 ) VN ta— YN4ac1) !
und e=¢,,, an. Es sei

‘ (I),,(Ot; .X‘) fiir vN<”§ VN+as
1

2
oy = 21 +e) .
pla+1; x) = [———'—:l f”_vNM_“._”2,,1“(pmJrl s Er s 15(@); x) fur

(o)
vN+a+(j_ ])2/)a+l <n= vN+a+j2pa+l (l éé YNt \,N+a—1):
wo u(x) = mes (1 (@) G=1, ..., vyru— Vnra-1) bedeutet, ferner sei
I(j—1)2p¢,.,|+s(°‘+ = Ag‘,_a;al—o)l(lj(a)) (1 =)= Vyig— Vnwam1; | SS=2p, 4 ).

Aus der Induktionsannahme und aus (2. 10), (2. 11) folgt leicht, daB diese Treppen-
funktionen in [0, 1] ein orthonormiertes System bilden. Aus der Induktionsannahme
und aus (2. 11) folgt dann, daB (2. 14) fiir a=a + 1 richtig ist. Offensichtlich ist jede
Funktion @, (o +1; x) in jedem /{x+ 1) konstant. Aus der Induktionsannahme und
.aus den Beziehungen (2. 9) und (2 17) ergibt sich

YN4a+1" N+a YNt+a YN 4u—1 2”a+1

mes (/;(a+ 1)) = 2 > mes (Af"’;u’il (1;(x+ 1)) =

i=1 Jj=1 s=1

| VN4+a = VN a1 2Pg+1 Pas )
= mes (/; (o > mes (AL
Wre) ) Z mes(azie) =

YWNaa~VN+a-1 |
= ;‘ mes (/; (o)) ——— l+ P
-also ist auch (2. 15) fir a=a+ 1 erfillt.. Offensichtlich sind die Intervalle /(a +1)
paarweise disjunkt und von gleicher Léange.

Wir werden endlich durch Induktion beweisen, dafl auch (2. 16) fiir ¢ = a+1
-erfiillt ist. Nach der Induktionsannahme und nach der Definition der Funktionen
pa+1; x) (vy <n=vy,,) gibt es ndmlich Indizes /, (o, 1), /5(a, 1), so daB die Funk-
“tionswerte @, n(a+1; x) (1 (e, D=/=1,(a, 1)) fiir x€/,(a) positiv sind und

(2, 1) —_

2. 18) . IZ( b C(a, 1) Pua, plat;)=C “~ VVN+r YN+r—1Copy, 108 Vy 4pemy
=ly(a r=
(x€1,(x))

besteht. Aus (2. 12) und (2. 13) folgt weiter auf Grund der Definition der Funktionen -
@ (0 +1; x) und der Intervalle /(a4 1), daB es fir 1 s=i=p,,, einen Index p,(7)
“bzw. fir p,,, <i=2p,,, einen Index p,(/) mit folgenden Eigenschaften gibt: die
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Funktionswerte Poy, ramei@+ 15 x) 0=m=p () fir xel(o+1) (Asi=p,.,)
bzw. die Funktionswerte Prnrnns (@+1;%) (u()=m=p,y,) fir xel(a+1)
(Pyi1 <I=2p,, ) sind positiv und es gilt '

310
20 CvN+a+2m+1(va+a+2m+ 1 ((X+ i 3 x) =
1 (2.19) ‘
2
2(1+¢441)
ézc[—“@ii_pa*'l] CVN+a+1logpa+l
bzw. .
P+ 1
= C"N+a+2m(pVN+,a+2'"(a+ ] : x)g
m=7ii
(2.20) B

2
2(1+¢
EZC[’"(W;;:}‘)“P,,«H] Copras 108 Par1-

Die Glieder der Summe
Wiat2Pai1
2 Gpa(atl;x)
n=vy+1
ordnen wir folgenderweise an:
Ii(a,1)—1 Pa+1

Cata, 1) Pre, @+ 15 X) + 21 ch+a+2m(va+a+2m(a+ 1y x)+

1=

12(a,1) Pxst—1
Z Cn(a,l)q)n(a,l)(a'*'l; X)+ ch+a+2m+1(va+z+2m+l(a+1; X)+
E=1(a,1) m=0
YN+a~N VN+at 2Pay 17N
+ 2 CuanyPuan@+ 15 x) = > ¢ @p (a0 +1; ),
I=b(@1)+1 1=

Da nach der Induktionsannahme (u(e))™! = vy, —Vy+a—1 gilt, ergibt sich aus
(2. 18), (2. 19) und (2. 20), daB fiir jedes i (1 =i=2p,,) Indizes 1,(i), 1,(}) existieren,
fir welche die Funktionswerte @, (ax+1;x) (/{())=!=1()) im Falle xeI(a+1)
positiv sind und

1510} a+1 000000
; IZ('.)'Crz(pn(a‘I' ] 5 x) éc Z; VvN+r_vN+r—1 CvN+r lOg vN+r—1»

=Tl re
besteht. Weiterhin, nach der Induktionsannahme und der obigen Anordnung gibt es
fiir jedes j(1 <j=Vyi.— Vy1q.—1) Indizes k,()), k,(j) fiir welche die Funktionswerte
@, (a+1; x) (k(j)=1=k,(j)) im Falle x € I () nicht-negativ sind und

L310)] : a
l=%"(j) cn(pr,(a + 1 ’ x) = Cr=2; VvN+r - VN+,_ 1 ch.(..' IOg vN+r— 1

gilt.
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Es sei jo (L =j,<Vy+a—VNia—1) €ine natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB die
Summe

YN+at2ioPai1

cn(pn(a + l ; x)

) n=vy-+1
eine Anordnung
YN+at2igPat 1N
¢ or @+ 15 x)
=1
mit folgendef Eigenschaft hat: Fiir jedes i (1 =i= 2jop, +) existieren Indizes (D), L,()
derart, daB die Funktionswerte g7 (x+1;x) (/;()=/=1,()) im Falle x€ T (a+1)
nicht-negativ sind und
(i) e+l
@21) 2 agn+ 1 0EC IV iner— Vnes1 Gy, 108 Vi
1=T() S r= _
besteht. Weiterhin gibt es fur jedes j (o <j=Vy+q — Vy+4-1) Indizes k. (), ko)), fur
welche die Funktionswerte @i (x+1;x) (ki(j)=!=k,(j)) im Falle x €I(a) nicht-
negativ sind und

k2(/)

(222) 2 @i+ 13 )=C SV vne = Wnrroi €y, 108Vt
I=k1()) r= .

gilt. Aus (2. 12) und (2. 13) folgt auf Grund der Definition der Funktionen ¢,(x +1; x)
und der Intervalle 7{x + 1), daB es fiir 2j,p,+1 <i= (2jo + 1)p,+, einen Index 7,({)
(<py+1) bzw. fiic 2o+ Dp,+1<i=2(j,+1)p,+, einen Index T,(i) mit folgenden
Eigenschaften gibt: Die Funktionswerte @, 12,  +2m+1(x+1;X) O=m=7p,())
sind fir x€l{x+1) bzw. die Funktionswerte (p‘.NM”J-O,,a“”,,,(a +1;x)
(w,(D=m=p,,,) fir xeI(e+1) positiv und es gelten die Ungleichungen

(i)
o CvN+a+2j0pa+1+2m+1(va+a+2jop“+1+2m+l(a+1; x) =
(2.23) -7
2(1+ 644 1)
=2C 2 1 Tt
[ u(a) pa+1] ch+a+x10gpa+l
bzw.
Poa+1
I c"N+az+2jopa+l+2"’(p"N+a+2jopa+l+2m(a+ L x) =
m=T,(i : .
(2.24)
: 2(1 + 6,4 4)
é2C’|:—M(a—):i—pa-{-l ch+a+1 logpa+l'

Die Glieder der Summe
VN+at 20U+ 1py gy

Cpa(x+1; X)

n=VN+1
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ordnen wir folgenderweise an:

k1(jo+1)-1 pa%‘l
’;Z; crpr(a+1; x) + = ch+a+2jopa+1+2m(va+a+2j0pa+1+2m(a+1; x)+.
Kalig+ 1)
~ o (a+1; x) +
I=Fy(jg+1)
Px+1—1
+ mé; Contat2igpas 1 +2m+1Pog 4o+ 2ipgs g +2m+1 (@15 %)+

VN+at2JoPat 1N YN 4aT 20U+ Py VN
+ 2> e (a+1; x) = 2 Co, P, (@+ 15 X).
I=k2(jo+1)+1 I=1
Nach der Induktionsannahme und nach der Definition der Funktionen ¢,(o+1; x)
ergibt sich aus (2. 21), (2. 22), (2. 23) und (2. 24), daB zu jedem i (1=i=2(jo + Dpa+1)
Indizes 2,(i), A,({) existieren, fiir welche die Funktionswerte ¢, (a+1;x)
(A1(§)=1= A,(i)) im Falle x ¢ I,(x + 1) nicht-negativ sind und die Beziehung'

Az(¥) a+1

2 )cg,‘Pél(“+ 1’ X)Ecrgl VvN+r_vN+r—_lch+r 10g vN+r—1

=40

besteht. Weiterhin gibt es fiir jedes j (o + 1 <j=vy4,— Vy+q—1) Indizes x,()), %,()),
fiir welche die Funktionswerte ?, (a+1; x) (21 (j) = 1= »,(j)) im Falle x € I;(«) nicht-
negativ sind und '

#2(J) . : « 0000
, Z( ) Co,Po, (¢+1; x)=C Z; VVN+r T VN+r-1Cvyy, log vy4r—1
=x1(J r=
gilt. Mittels Induktion ergibt sich also, dal} die Beziehung (2. 16) in einer gewissen
Anordnung fiir jedes i (1 =i=vy,,.1 — Vy+,) besteht.
Damit haben wir den Hilfssatz III vollstindig bewiesen.
Hilfssatz III wird in folgender Form angewendet:

Hilfssatz IV. Es seien N(=3) und a(=1) natiirliche Zahlen, ferner {c,}
(vy <n=vy,,) eine positive, monoton abnehmende Folge. Man kann ein im Intervall
[0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen @, (N, a; x) (vy <n=vy4,) und’
eine einfache Menge'”) F(N, a) (S0, 1]) mit folgenden Eigenschaften angeben:

Es gelten die Beziehungen
1
mes (F(N, @) >2-%, [g,(V, a3 ))dx=0  (ry=<n=wy..);
0

und es gibt fiir die Summe
YN+a

2 capu(N, a; x)

n=vy+1

17) Eine Menge heiBt einfach, wenn sie die Vereinigung endlichvieler Intervalle ist.
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eine Anordnung
© YN+a

2 Cp (N, a; x)
l=vy+1 :
derart, daf fir jedes x€F(N,a) von x abhingige Indizes n(x), m(x)
(vy <n(x) <m(x)=vy,,) existieren mit

m(x)

a ) —e
P , Cn P (N, a; X)=C 21' Vonir—Vnsr—; log VN +r=1Coy .
re

l=n(x

Es sei I = [u, v] ein endliches Intervall. Wir setzen

X—U
N.a: e I .
q)n(N:a,I; .\') = {p"( X/ U—I,l) ur u<x<y,
0 ) sonst

(vy <n=vy,,) und F(N, a, I) bezeichne das mittels der Transformation y == (v —u)x
erhaltene Bild von F(N, a) im Intervall /. '
Es ist

(2.25) ) mes(F(N, a, 1)) =2~ mes (/).
Fiir die Treppenfunktionen ¢, (N, a, I; x) bestehen die Beziehungen
v 1
(2.26) [(p,-(N., a, l; x)qoj(N, a, I; x)dx = mes(I) [(p,-(N, a; x)p;(N, a; x)dx,

u 6

.27 : | [ @a(V, a, 15 ) dx =0,
Fiir x€ F(N, a, I) existieren offensichtlich von x abhidngige Indizes n(x), m(x)
(vy <n(x)<m(x)=vy,,) derart, daB

m(x)

(2'28) 2 cm(pm(Na a, I’ X)éc l/v—N+r—vN+r——12N+r_]C
1

I=n(x) re YN+r
gilt.

§ 3. Beweis des Satzes Il im Falle > }v,a, 2% = o
k=0

Ist

oo

> Vva, 2 =o,
v k=0
so existiert eine im strengen Sinne monoton wachsende Indexfolge {N,,} (N, =4), fir
welche die Abschitzung
Nemst=Nm . )
G. 1. > ‘/va+,—v,\~m+,_12N'"+"1avN LEl (m=1,2,...)
r=1 X m

gilt.
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Mittels Induktion werden wir ein in [0, 1] c;rthonormiertes System von Treppen-
funktionen ®,(x) (n=1, 2, ...) und eine Folge von einfachen Mengen F,(SI[0, 1])
(m=1, 2, ...) mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

a) Die Mengen F,, sind stochastisch unabhéingig und fiir jedes m gilt

(.2) | mes (Fm)>%; ‘

b) die Summe

v
Nm+1

> a,0,x)

n=va+ 1
148t sich derart in
YNpi+1

3 6,0,

I=va+l

anordnen, daB es fiir jedes x € F,, Indizes n,(x), m,(x) (vy,, <n () <m(x)=vy_,,)
gibt mit _ , . :

N Miy{ X) )
3.3) 2 a,9,(x)=C.
1=nm(x)
Es sei zunichst
@, (x)=sign sin 2"nx (I=n=vy).

Wir teilen das Intervall [0, 1]in endlichviele Teilintervalle 1, (1 =r= @) derart ein, daB
die Funktionen @, (x) (1=n=vy ) in jedem I, konstant sind. Wir wenden den Hilfs-
satz IV mit N=N,, a=N,—N,, ¢,=a, (vy, <n=vy,) an und setzen

(I)"(X): Z;(pn(NI’NZ—NI’Ir; ,\') (vN;<n§sz),’

Fy = U F(Ny,Ny—N,, 1).
r=1

Aus (2. 26) und (2. 27) folgt, daB die Treppenfunktionen ®,(x) (1=n=vwy,) in [0, 1]
ein orthonormiertes System bilden. Aus (2. 25) folgt, daB (3. 2) fiir m=1 erfiillt ist.
Aus(2.28)und (3. 1) folgt, daB b) fiir m = 1 richtig ist. Die Menge-F, ist offensichtlich
einfach.

Es sei u(>1) eine natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB3 die Treppenfunktionen
®@,(x) (1=n=vy ) und die einfachen Mengen F,(<(0, 1]) (1 =m=p —1) schon derart
definiert sind, daB diese Funktionen in [0, 1] ein orthonormiertes System bilden und
die Mengen F,, stochastisch unabhingig sind, ferner daB (3. 2) und b) fir m=1, ...
..., jt— 1 erfiillt sind. Dann kann das Intervall [0, 1] in endlichviele Teilintervalle J,
- (1 =s5=0)eingeteilt werden derart, daB in jedem J, die Funktionen ®,(x) (1=n=vy )
konstant bleiben und jede Menge F,, (1 =m <) die Vereinigung gewisser J ist. Wir
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wenden den Hilfssatz IV mit N=N,,a=N,,, - NM,'c,, =a, (v, <n=vy,, )anund
setzen

(D"(X) Z (pn( o u+l —Nu: Js; -x) ("N“<n§ VN,,H)y

UF( ;n - v)

Aus (2. 26) und (2. 27) folgt, daB die Treppenfunktionen ® (x) (1=n=vy ;) in [0, 1]
ein orthonormiertes System bilden. Aus (2. 25) folgt, daB (3. 2) fir m= u erfilllt ist.
Aus (2. 28) und (3. 1) folgt, daB b) fiir m = p richtig ist. F, ist offensichtlich einfach
und die Mengen F,, (n=1, ..., ) sind stochastisch unabhﬁngig. Durch Induktion
erhalten wir also das System {<D (x)} und die Folge {F,} mit den erwihnten Eigen-
schaften.

Wir betrachten die unter b) angegebene Anordnung

(3.4) 3, @, ()

der Orthogonalreihe (5), deren Existenz soeben bewiesen wurde (hierbei setzen wir
m=Ifiir I=1, ..., vy). Ist x€lim F,,, so besteht (3. 3) fiir unendlich viele m. Wegen

Wy, <t (X)<m(x)=vy . (m =“1, 2, ...) folgt daraus, daB die Reihe (3. 4) im Punkt
x divergiert. Da die Mengen F,, stochastisch unabhéngig sind und (3. 2) fiir jedes m
gilt, ergibt sich durch Anwendung des zweiten Borel—Cantellischen Lemmas

mes (lim F,,) = I

n—oo

Also divergiert die Reihe (3. 4) in [0, 1] fast iiberall.
Damit haben wir den Satz IT im Falle > yv,a, 2% == bewiesen.

£

§ 4. Hilfssiitze fiir'den Beweis des Satzes IL im Falle ¥ yvq, 2f <<
k=0

Hilfssatz V. Es sei {g(x)} (k=1, ..., 2K) ein im Intervall [0, a] ortnonor-
miertes System von Treppenfunktionen, ¢, (k=1, ..., 2K) reelle Zahlen, I,=(u,, v;)
(C[O a]) (=1, L) paarweise disjunkte Intervalle gleicher Linge I mit LI<a,
Uz, (=1,. — 1), ¢; positive Zahlen und 9> =3+ ... + 0}. Wir nehmen an,
daf jede Funktion (pk(x) in jedem 1, konstant ist und fiir jedes | Indizes »(I), 2,(I)
existieren mit

1@ (X) +e3p3(X) + o+ oy + P2+ 1 (K) Z 04
und
Coa(t) P2y () X) F Coyy+ 2 P 2ay 42 (X) + 0+ C2x P (X) = — 0y

fiir xeI, (I=1, ..., L). Dann gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System von Treppen-
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Sunktionen @ (x) (k=1,...,2K) und paarwelse disjunkte Intervalle 1;=(uy,v))
(S0, 1]; /=1, .. ., L) mit u,+1 =y, (I=1, ..., L—1) derart, daf

1@ () Fe3@3(x) + oo F Couy iy +1 P2y +1(X) é‘/ﬁ@,

clxz(l)(prz(l)(x) + C2xz(1)+2q)2x2(l)+2(x)+ v F g ok (x) = ._VZ—IQ -
fiir x€lI, und

mes(l,):—;—g‘zg,2 (=1, ..,L)

bestehen. Weiterhin ist jede Funktion @,(x) in jedem I, konstant.
Einen dhnlichen Hilfssatz habe ich schon frither beniitzt!8).

Beweis des Hilfssatzes V. Es sei go=uy=0,=0, pp =

=v.,,=4a und '
- L+1 _ _

s = 12{ (U —v,-1).

Wir setzen: _
—2-1g-2 7@.+2 et Z’(‘. B - (=1, ., L+1)
und '
v, = 2"1p-2 5'924—2 Tg-1 V(u —~T;_1) (=0, ..., L).
Es ist O=vo=u, <vy=..=u <v,=u ., =1. Bs sei [,=(u;,v)(=1,...,L) und

V255(5,+ 25 (x — vy)), NE@Lue) (=0, L),

X —u
2

Pr(x) = Vi?z)@—ak(a,+zlgz ) X €(u, v) (=1, ..,L),
l.

1l
0 sonst : '

k=1, ...,2K).

Offensichtlich erfiillen diese Funktionen und diese Intervalle alle die erfor-
derten Bedingungen.

Damit ist Hilfssatz V bewiesen.

Hilfssatz VI. Essei a(=576) eine durch 16 teilbare natiirliche Zahl, b eine
positive ganze Zahl und {d,} (n=1, ..., ab) eine positive, monoton abnehmende Zahlen-
SJolgemitdy;_yya+;=dis (j=1, ..., a; i=1,..., b); m(k) bezeichne die Anzahl derjenigen
Indizes n, fiir welche (k — l)dz,, <d 2 < kd?, besteht und es sei

N = 3 km(k)(zab).

18) K, TanDori, Uber die Dlvergenz der. Orthogonalrelhen Publicationes Math. Debrecen,
8 (1961), 291 -1307.
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N ist durch 16 teilbar und im Falle d}, = A~ rdE (A =0) gilt
@4.1n : N=ab(4+1).

Man kann ein im Intervall [0, 1} orthonormiertes System von Treppenfunktionen f,(x)
(n=1, ..., ab) mit der folgenden Elgenschaft angeben. Es gibt paarweise disjunkte
Inrerval/e Jo = (o, B (E[0,1]) (k=1, ..., M) mit a,,=p;,

4.2) : M= %NZ,
4.3) max (mes (J,), ..., mes (J,.,)) = 2 min (mes (J}), ..., mes (Jy,))
und
M 1
4.4 2 mes(J,) = =
k=1 2

derart, daf jede Funktion f(x) in jedem J, konstant ist. Weiterhin hat die Summe

Z d,fu (%)
eine Anordnung

ab

Z S (X)

m=1

derart, daf es fir jedes k (k=1,..., M) Indizes m(k), myk) gibt, fiir
die im Falle x€J, die Funknonswerte f,,2 @ w=1,...,mk)) positiv und die
Funktionswerte f,, (x) (n=my(k), ..., ab) negativ smd und

1
my (k) ab 2 2 1
.5) >ty () 2D[ S d2log2 B '[)-Z_if_da_z]
n=1 n .
bzw,
1
’ 2-1ab ab di2++d2b z
(4.6) > d,,zuf,,m(_.\‘) = —D| > d?log? ————d—z———”—
n=ms(k) n=1 n

mit einer positiven, von a, b, {d,} und x unabhdngigen Konstante D gelten.

Einen dhnlichen Hilfssatz habe ich schon vorherig mitgeteilt!?).

Beweis des Hilfssatzes VI. Nach der Definition von N besteht
(4. 1). Bezeichne g,(p; x) fir I=1, ..., 2p mit p=2-!N die im Hilfssatz I erwahnten
Funktionen. Nach ihrer Deﬁmtlon und nach (2 5) gllt

Vp k—1 k) .
y : —_— U ¢ € —_ = s [=
21(p; x) =y, Y fir x¢ ) k=1, ....4p; I=1,...,2p),

19) S. loc. cit. '8).
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WO .
@.7 : w=y=0 (=1, ..,2p)

ist. Es sei gi(p; x) = g(p; ¥) ((=1,...,2p—1) und go(p; x) =g,,(p; x).

~Fur jedes n (n=1, ..., ab) .bezeichne g, jene natiirliche Zahl, fiir ~welche-
(9, Dd2 <d?=q,d} besteht. Offensichtlich ist ¢, + ... +¢, = N, 1=g,=a"'N,
2-1d3=d2q; Y, 9,=q,+, (n=1, ...,ab) und q,=1 ((b—1)a<n=ba). Die Zahlen

a

L2, 2L astav2, ., a'+%,2a+ L2442, o, 204 5 o

4

v (b—Da+ 1, (b—Da+2, ..., (b-l)a+%

a a 3 a u 3
Z—i—l,—4~+2, ey o d, a‘-i'z+],tl+z+2, ...,a—{-za,

a L a ' 3.
| 2a+z+l,20+—4-+2,.~=2(1+z‘7:

=@t 541, b=Da+ 542, ~~-r~(b“2)"+%“’

a a 3
(b-—l)a+—‘-‘-+ i, (b——l)a-}--4~—r2, e (b— l)a+za,

; .
(b— I)a—}—za—&— 1, (b— l)a+%a+2, ..., ba,

'(b—2)a+%a+ l,(b—2)a+%a+2, vy (b—=Da,

(b—3)a—+—%a+ l,(b—3)a+—i—a+2, vy (b—2)a, ...

3a—l—2, ey @

+]54

3 3 3
a+~za+ I, _a+ja+2, .., 24, Za
“bezeichnen wir in dieser Anordnung mit n,, (m=1,..., ab). Nach dem Obigen ist fir
jedes p Gu 4+ Gy + ...t qu, . = Guy+ G, + .- +Gn,, . Sei g,,=¢,_, =0 und dann.
setzen wir A

B ] qn_l+‘ln|+.‘.+fl”:“_3+q,|2“_l—l
f"lu—l('\‘): Nl : g2i+1(P; X) (=1, ...,27ab)
l/q,,z“_l I=dn_ +dn toitdn,, o
und )
Ungtdny Tt n, o +dny —1
S (¥) = b 22(p; ) (u=1....,2" 'ab)..

an:,. P=dnyFdny+otling,
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Offensichtlich bilden diese Treppenfunktionen in [0, 5] ein orthonofmiertes Sys-
tem und jede Funktion ist in jedem Intervall ((k—1p=', kp=1) (k=2""3p+1,...
...; 2715p) konstant.

- Es sei x€((k—1)p~',kp~!) (2-'3p<k=2-15p). Dann gibt es natiirliche

.Zahlen p,(k), u,(k) derart, daB 2(g,, +g,,+ ... T sy 0 J=k—p<2(q, +q,,+ ...
o Ty =i i) DZWe 20y gt ) <k TP E2(Gny Gt -
+ q”luz(k)-d + q"z”z(m- z)’ d. h.

2-tab 2-lab
N-2 3 Gny, <k —p=N-2 2 Gus-

p=pa(k)~-2 u=pa(k)

Da nach dem Obigen 4" 'N+ 1=k —p=4-13N und

8-lab 2-lab 8-13ab 2-1agb

—_ . — -1 — ; - Q-1
Z qnz“_| - Z qn;,, - 8 N: Z qn;,._; - Z qnzu - 8 3N
=1 u=8-13ab+1 n=t p=8-"lab+1

ist, ergibt sich 8- lab=pu,(k)=8!'3abbzw.8 'ab+2=pu,(k)=8"13ab+ 1 und p,(k)
bzw. p,(k) nimmt alle ganzzahligen Werte aus dem. Intervall [8~!ab, 8~ 13ab] bzw.
(8-1ab-+2, 8~ 13ab + 1] an. Nach der Definition der Funktionen f,(x) sind die Funk-
tionswerte f,  _(x) (u=1, ..., u(k)) positiv bzw. -die Funktionswerte f,, (x)
(u=pyk), ..., 27 'ab) negativ; auf Grund von (4.7) ergibt sich durch einfache
Rechnung ' ) '

mi(k) __ N
.8) 3y Fusye () = SVN d,y log ———

=1 ' ) M2 (k) +t
und

2-lab — N
(4.9) S dyy fon(0) = — LV Nd,, log————

u=pa(k 4 n2uy() -2

Es seien k, <k, <... <kjz; jene natiirliche Zahlen k, fiir welche 27 13p <k = 2-15
und 2(q,, +Gn, +--- + s, 0, -,) =k —p gilt. Offensichtlich ist M=p—4-tab=4-1N.
Nach den Definitionen von p,(k) und u,(k) gilt p,(k;) = pp(k;) =2, also 2u, (k) +1 <
<2uy(k)—2 (i=1, ..., M). Nach dem Obigen ergeben sich mithin aus (4. 8) und
((8.9) fiir xeI* = ((k;—Dp~ Y k;p~ ") (i=1, ..., M) die Abschitzungen

pi(ki) — N
2 d"lu-lj;'zu—l(x) = %VNdnblog“—-_—
u=1 K 'lzpl(k..)+1
~und
»
2-1ab
rd Y v N
Sy o () = — 7 VN dyy log ———
u= (ki) ) . 2 e+ 1

Durch Anwendung des Hilfssatzes V mit

— N _ _ _ M
o=LVNdylog——, I,=Tf (i=1;...,M), Q=V2Q,.2
. i=1

=t
4 RTICARS
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ergibt sich ein in [0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen {f,(x)} mit
folgender Eizenschaft: Es gibt paarweise disjunkte Intervalle I, = (u;, v;)) (Z]0, 1]
(i=1,. ) mit u;,, =v; und

1
(4.10) mes (1) = - ¢~ *¢f,
50 daB im Falle x € I; die Ungleichungen

(ki)

@y "y () 2V 20T
=
und
2-1gp .
(4.12) S dy S, ()= V2p T
= (ki) .

bestehen. Weiterhin ist jede Funktion f,(x) in jedem /; konstant. :

Nach dem Obigen ist 4= lab+1=2u,(k)+1=4"13ab+1 und fir 2-13p+1 <
<k <2-15p nimmt 2u,(k)+1 jeden Wert 2r+1(@4~tab+1<2r+1<4-13ab+1)
genau 2g,, . -mal an, somit nimmt 2u(k)+1 fir 1=i=M jeden Wert 2r+1
4-lab+1=2r+1=4-13ab—1) genau (2q,,,,—1)-mal an. Daraus folgt, daB}
sy o1 TUT ST M jeden Wert g yya+1 (J=1,..., b) genaud='a(2q;_ 1)o+y— 1)-
‘mal annimmt. Daraus erhalten wir

L
2

1
2
— b N _ ab N
¢ = 8“yl/N[da2b 2 aq(j- 10+ l0g? —““:| =8~ Y‘/N[Z q,d3 log? ‘—:| =
i=1 dii-1)a+1 n=1 qn

[ = d2+ ... +qud3 |E
- 8—11‘/N[ .d2, 10 2 91%a ab ab] ’
7 n;;q b 108

qndazb
somit ist
l
— ab -
(4. 13) g‘élé“‘yVN[Zd}l 241 d2+d“”] .
n=1
Aus (4. 10) ergibt sich
A ' a 1
(4.14) 2 mes(l)==.
. i=1

Mit geeigneter Einteilung der Intervalle J; bekommt man paarweise disjunkte lnter-
valle J, = (o, B (k = 1, ..., M) mit o, , = f,, fir die (4. 3) erfiillt ist. Jede Funk-
tion f,(x) ist offensichtlich in jedem J, konstant und auf Grund von (4. 11), (4. 12),
(4. 13) und (4. 14) sind (4. 4), (4. 5) und (4. 6) erfiillt. Wegen (4. 10) ist

27 'M Mog PN=mes(l)=2""M "log’ N (i=1, .., M),

‘man kann also M derart wihlen, daB auch (4."2) besteht.
Damit haben wir Hilfssatz VI bewiesen.
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Hilfssatz VII. Es sei¢ eine positive Zahl, a(=576) eine durch 16 teilbare
natiirliche Zahl, b eine positive ganze Zahl und {d }(n=1, ..., ab) eine positive, monoton
abnehmende Zahlenfolge mit d;_ 1,4 ; = di (j=1, ..., a5 i=1, ..., b); m(k) bezeichne .
die Anzahl derjenigen Indizes n, fiir die (k — l)d <d2§ kdZ, besteht und sei

N= 2 km(kM(z ab).
K=

N ist durch 16 teilbar und im Falle d3, = A~ 'd} (A=>0) gilt Nsab(4 +1). Man kann
ein im Intervall [—1—¢, | +¢] orthonormrertes System von T reppenfunkttonen h(x)
(n=1, ..., ab) mit folgender Eigenschaft angeben: Es gilt

14+¢
‘/1,,(x)a'x=0 (n=1, ..., ab):

—-l—¢

es gibt paarweise disjunkte Intervalle 6, (k=1, ..., 2M) gleicher Liinge mit

. (4. 15) AM=a2b?(A+ 1)
und
2M
(4. 16) > mes(§,)=2,
k=1

jede Funktion h(x) ist in jedem 8, konstant. Weiterhin hat die Summe

ab
2 duhy(X)
n=1

eine Anordnung

2 "'"h i (x)

derart, daf es fiir jedes k (1 =k=2M) Indizes m,(k) bzw. my(k) gibt, fiir die in:

Falle x €6, (k = M+1,...,2M).die Funktionswerte h,,,_ (x) (u=1, ..., m(k)) -

positiv und “im Falle x€6, (k=1,..., M) die Funktionswerte h,, (x) (t=my(k), ...
., 2= 'ab) positiv sind und

%
m ,di+ ... +di
== 2 —_—————
2 02 [,,5;‘“ a2 ]
2-1gb ab 5 d%++dalb %
M=%(k d" “/1"2“(\) R '121 d I _{—{nz—*

gelten, wobei R eine von ¢, a, b, {d,} und x unabhiingige positive Konstante ist.

Beweis des Hilfssatzes VII. Die Bezeichnungen des Hilfssatzes VI.
wollen wir beibehalten. Es sei o =min (mes (J), ..., mes (J)). Wir setzen §,=
= (o, 2% +0) (k=1, ..., M). Diese sind paarweise disjunkte Intervalle gleicher Linge
und wegen (4. 3), (4. 4) gilt .

M
[=§= > mes(3)=4-"

k=1
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Mit ;5—_,( (k=1,..., M+1) bezeichnen wir der Reihe nach die Intervalle (0, «,],
fay+0, ay),..., [ap g +0, ayl, [ap 0, 1]. Essei wy=0, w,=a;+0 (I=1,..., M) und

7= 1+-—7 2 mes(3y) (=0, ..., M+1).

Wir setzen

V%j},(S(x—S‘l(l—])a)+a,), S i—Do=x<S"VYs (I=1,.., M),

() =9, —s :

1-S 1-S

2¢ fa £ =z )+wi— ) o =x<zp (=1 ... M+1),
hix) = —h(—x) fir —1—eg<x<0 (n=1, ..., ab). Weiterhin bezeichne §, fiir
k=M+1,..,2M die Intervalle (S-Yk—M —1)s, S~'(k—M)o), wihrend fiir
k=1,..,M das durch die Transformation x = —y entstehende Bild von §,

(k=2M,2M —1, .., M +1).

Auf Grund des Hilfssatzes VI sind alle Bedingungen des Hilfssatzes VII fiir diese
Funktionen und Intervalle offensichtlich erfiillt.

Es sei nun /=[u, v] ein endliches Intervall. Wir setzen

h,,<21+8x (1+)”+”), u<x<v,
v U U

0 sonst

h,(I; x) =

v—u n vt+u
0+’ T 2
in {1, v] entstehende Bild von J,. Offensichtlich gelten die Beziehungen

(n=1, ..., ab); 5,(I) bezeichne das durch die Transformation x =

‘mes (1)

“4.17) mes(ék(l))— ) es (3,),
‘u ‘ 1+¢
@.18) Jh,,([; XV, (I X)dx = 2“:5:18)) f ha(l; X)h(I; %) dx
u —-1—-¢ . '
und v
(4.19) (s 0dx=0  (a=1, ..., ab),

u

weiterhin glbt es fiir jedes k (1 =k=2M) von k abhingige Indizes m (k) bzw. m,(k)
derart, daB im Falle x €9, die Funktionswerte 4,,, _.(/; x) (u=1, ..., my(k)) oder die
Funktionswerte h,, (7 x) (u=my(k), ..., 2" ab) posmv sind und d1e Unglelchungen

1

(k) ab 2 2 2
(4.20) DA x)%Q[Z d log? i*—diﬁ—"—] ,
1 - n=1 2

n=
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oder

2- lab

(4.21) S dyh, (I X)= Q[ > d}log

= myk)

3
it +d,,]
d2

mit einer positiven, von a, b, {d,} und x unabhingigen Konstante Q bestehen.

Esseien(4=)r; <... <r;<... ganze Zahlen und {¢,} eine positive, monoton abneh-
mende Zahlenfolge, fiir welche die Bedingungen c,, ,, = 4;7 e, (i=1,2,..) und
(4.22) ' : Voo 22 (A + 1) (i=1,2,..)

Fi+1 ™

mit positiven A; erfiillt sind. Wir werden zwei Folgen {N,}, {M;} von natiirlichen
Zahlen mit

4.23) Ni=vi(4;+1)? (i=1,2,...)
und
4.24) Mi=v,_, (i=1,2,..)

definieren. Es sei M, =v, . Wir wenden den Hilfssatz VI mit a=M,,b=v, ~1,
da-1i,+j = €+, (l-l V¥, —1;j=1,.., v, )an, Die entsprechende Zahl 2M
bezelchnen wir mit N, . Nach (4 15) ist (4. 23) erfullt Sind die Zahlen M, , ..., M, o—1>
Ny, .. ,D 1 (i =1) derart definiert, daBl die Bezichungen (4. 23) und (4. 24) fiir
i=1, io— 1 bestehen, so sei M, i, jene mit 16 teilbare natiirliche Zakhl, fiir welches
N,o_ 1V, -—16<M = ]V,;_l 1V, &ilt. Wegen (4. 22) und der Induktionsannahme ist |
(4. 24) fiir i =i, erfullt Dann wenden wir den Hilfssatz VI mit a = M,o, b=v,“')— 1,
da-1g+j = c(,ﬂ)Vri (1—1 e Ve 15 J=1, .., M) an; die entsprechende Zahl
2M bezeichnen wir m1t N Es sei N, = N Nlo 1+ Nach (4. 15) ist (4. 23) auch
fiir i =i, erfullt. Die Folgen {N}, {M} ergeben sich somit durch Induktion.

Hilfssatz VIII. Es sei {r} eine Folge wvon natiirlichen Zahlen
@=ri<ry<..<r< ...) und {c,} eine positive monoton abnehmende Zahlenfolge: wir
nehmen an, daf ¢, ., = A7'c, (i=1,2,...) und (4.22) mit positiven A; erfiillt sind.
{ M; i {N } seien Folgen von naturlzchen Zahlen (definiert wie in obigen), fiir die
(4. 23), (4. 24) erfiillt sind, die M, seien auperdem durch 16 teilbar (i=1,2,...,). Es
seien iy (=1), a* natiirliche Zahlen. Man kann ein im Intervall [0, 1] orthonormiertes
System von T reppenfunktionen  @,(i, a*; x)y = @a*;x) (v, <n=v,+@,—1)
M N,_; ip=i=iy+a*) mit folgenden Eigenschaften angeben:

Es gilt

1 ,
(4.25) [(p,,(a*; x)dx=0;

0

es gibt N i0+a+ Paarweise disjunkte Intervalle I)(a*) (<[0, 1]) gleicher Linge mit

Nigta*

(4. 26) 2 mes (1(a) >%;
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es gibt ferner eine Anordnung

(vng, ~DMigNig -1+ + (v, has DM, N -

> Cn P (@*; X)
k=1 kK
der Summe
o Vrig L0 +~‘_1)Mi0+iﬁio+i-l .
2 2 c.paa*; x
i=0 n=v,l.0+l.+1

derart, dafi fiir alle Indizes | natiirliche Zahlen k,(1), k,(I) existieren, so daf die Funk--
tionswerte qv,,k(a* ; X) (ky(D) =k =ky()) nicht-negativ sind und die untere Abschitzung

13

k(1) io+a* Ve —1 2
(4 27) . Zk'(l) Coi Py (a X) =1 Z 2 |:Nl 1 2 Mlc(m'*‘ v, ] (X € Il (a*)) '
=i : i=io

mit einer von iy, a*, x und von der Folge {c,} unabhdngigen positiven Konstante n
gilt. Auflerdem ist jede Funktion ¢, (a*; x) in jedem I(a*) konstant.

Beweis des Hilfssatzes VIII. Wirwerden durch Induktion nach a*
schlieBen. Wir zeigen zuerst die Behauptung fiir a* =0. Es sei ¢;, (<1) eine positive
Zahl. Wir teilen das Intervall [0, 1] in ]V,O . Teilintervalle IF =1, .., _,0 N
gleicher Linge. Wir wenden den Hilfssatz VII mit ¢ = e,o, M,o, b —1
und di;- w7, +j = = Clittyv, (i=1,..,v, —1;j=1,.. M, ) an; die entsprechende-
Zahl 2M bezeichnen w1r mit N Es sei weit_erhin L+ A_l)ﬁio(O) = §,(ID)
k=1,. N,o, i=1,..., ,0_1) '

Fur jedes A (A—l, ...,]V,-o_ 1) bedeutet Z, die geordnete Menge der natiir-—-
lichen Zahlen

Vo A= DM+ 1,5, +A=DM +2, ..., +u7,-0,

Y MigNige1 + (= D) Mg+ 1, vy, + My Nig 1+ (= D) M+

Vrey +M N; _1+1M,0,

v+ 2MigNig-1 + (= DM+ 1,5, +2Mi Niy-1 + (A= 1) Mi,+

...,v,..0+2M N; _1+/1M,°, ...,v,io+(v,,0—2)M,'0N,-o_1 +(A=DM; +1, Ve, T
+ (=D MigNig 1 + (A= D) Mig+2, ..., v, + (0, — 2) Mg Nig -1 + 2 M,
und werden di¢ Funktiongzn

[%nt—s%*))] ha(I5; X) (m=1, ..., (v, — D) M)

der Reihe nach mit ¢,(0; x) (n € Z,) bezeichnet.
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Wegen (4. 18) bilden diese Treppenfunktionen in [0, 1] ein orthonormiertes
System. Wegen (4. 19) ist (4. 25) fir v, <n=v, +(v, —1) AZ,.OAT,-O_I erfiillt. Jede
Funktion ¢,(0; x) ist in jedem [,(0) konstant. Wegen (4. 16) und (4. 17) ist (4. 26)
fuir a* =0 erfiillt. Es sei 4 eine natiirliche Zahl (1=41= JVio_ 1). Nach dem Hilfssatz VII1
kdnnen wegen (4. 20) oder (4. 21) (wo die Glieder der Summen positiv sind), wegen
der Monotonie der Folge {c,} und wegen (4. 24) die Funktionen ¢,(0; x) (n€Z))
in eine Anordnung g, 4,(07x) (k=1, ..., (v,l,o—-l)ﬂ i) gestellt werden derart, daB
“fur jedes [ (A—1)N,,</=AN,) Indizes m(l) oder m,(l) existieren, fiir welche die
Abschitzungen

. — Vp, —1 %
my(l) ’ v |l = ‘o —
21 Cuzu—1,4) Pag2u—1,(0; X)Zn27| Nig_4 . Mioc(mﬂ)v.,.o (xell(o))
n= L m=
oder
2"("".'0_ l)ﬁio ‘ N — V’lu'l _ -%—
o Cat2p 1) P2y (03 XY =27 Nigy 2 MigCims 1y, (x€1,(0))
= myt) i me1 0

mit n=(2y2)~'Q gelten. Daraus ergibt sich unmittelbar, daB (4. 27) in einer gewis-
sen Anordnung fiir a* =0 erfiillt ist.

Es sei a(>1) eine natiirliche Zahl.. Wir nehmen an,-dal} die-Behauptung" fiir
.a* = a—1 schon bewiesen ist. Es sei ¢, , (< 1) eine positive Zahl, fiir die

ip+a
(4.28) FZ " mes (1,(o = 1)) — !
. 1)) =
1=1 ! L4+gigra 2
besteht. (Nach (4. 26) existiert ein solches ¢;,+,.) Wir wenden den Hilfssatz VII mit
e:s,.oﬁ,a:M,.o”, b—v,o* —lundd,. Diigrati = Clit (i——l Y ,'0“—1;

=1, ,]l?,0+a) an; die so erhaltenen Funktionen bezelchnen wir mit h,(x)
m=1, ,(Vr.o+,, )M, .,) und die entsprechende Zahl 2M bezeichnen wir mit
io+a- ES Sel Ik+(/l 1)N0+a(a) b 51\([}.(a_ ])) (k_‘] (3] lo+d’)_l 14 Nlo+a l)und

AL‘

oo x) = @ la—1; x) (v, <n=(v, — DMNi—1; 0= gy .y ig+a—1)

Fiir jedes A (A== sy Nig+a—1) bedeutet Z¥ die geordnete Menge der na-
-turlichen Zahlen

,A(,+,+(/1—1)M.o+a+l,\, T O=DMiguat2, .V o+ AMigia,
+ MigsaNigsac 1+ (= DMigiat+1,v,, + MigsralNigrac1 + (= 1) Migat2,..
s Ve +7+A/110+uNlo+a J+)Mlo+ar;
Ve +,+2M.o+aN.,,+a P A=D) Migsat 1, vy o+ 2MigiaNigiae 1+ 1) Migsat2, ..
+2MigraNigrai+AMigsa, ..., ,,.0+,,+(v,,.o+,—2)M.~o+aN.-o+a-1+
=1 Miguat 1, v+ (. =D MigsaNigram1 + (= DMigrat2, ...
s Vet Oy va = D MigsaNigsams + 2 Mig s

"lo+a

i "lo+a
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und werden die Funktionen

2(1 + & +a) " L —
[mes (m:l /I,,.(]) (a—1); x) (m=1, ..., (Vg — DMiy+a)

der Reihe nach mit @, (a; x) (n€Z%) bezeichnet. Wegen (4 18) und (4. 19) bilden
die Treppenfunktlonen @uo; x) (v, <n = v, +(v,, —1)M;N,_,; i=ip, .. , lp+a) in
[0,1] ein orthonormiertes System Wegen (4 19) ist (4. 25) auch fiir die Indlzes n mit
Vigea <N = Ve V., — DM, Ny 4,y erfilllt. Jede Funktion @,(x; x) ist in
jedem I (o) konstant. Wegen (4. 16), (4. 17) und (4. 28) ist (4. 26) fiir a* =« erfiilit.

“ Es sei A eine natiirliche Zahl (léiéﬁioﬂ_l). Nach dem Hilfssatz VII k6énnen
wegen (4. 20) oder (4.21) (wo die Glieder der Summen positiv sind), wegen der
Monotonie der Folge {c,} und wegen (4. 24) die Funktionen g,(o; x) (n€Z{) in
eine Anordnung @i (@; X) (k=1, ..., (v, ,, — 1)M,,,,) gestellt werden derart, daB
fur jedes / (A—1D) N, 1o <I= AN, .,) Indizes m(I) oder m,(l) existieren, fiir die die
Ungleichungen

1
my(D rigtal| a7 iore ™! -
A, i
2 Crap—1, nPa2u~1,n(@; )22 Nigra-a > M10+ac(n14-1)vr ghe
1

p= m=1

(x Ell(a))
und
2—1(.v,.l. +a—1)Mio+a v,~10+m—-1 %
0 icval ®7 7 2
Crc2u, ) Prca, nlo; x)=n2"or I:Nio+az—1 2 MigiaCimsty,, “’:I
n=myl) - m=1 \ °
(xEI,(a))

mit n=(2)2)~'Q bestehen. Daraus und aus der Induktionsannahme kann mit der
im Beweis des Hilfssatzes 111 angewendeten Methode bewiesen werden, dafl (2. 27)
auch fiir g* =0a gilt.

Damit haben wir den Hilfssatz VIII bewiesen.

Nach dem Hilfssatz VIIT sind die Funktionen ¢,(a*; x) (v,, <n=(v,,— DM ,N,_;
i=ligy, ..., ip+a*) Treppenfunktionen. Daher kann das Intervall [0, 1] in endlich-
viele Teilintervalle JF = (of, f¥) (=1, ..., ) eingeteilt werden, derart, da} jede
Funktion @,(a*; x) in jedem J{ konstant ist. Fiir jene Indizes n (v, <n=v, . ),
fiir welche die Funktionen ¢,(a*; x) noch nicht definiert sind, setzen wir ¢, (a*; x)
der Reihe nach gleich den Funktionen '

Ssignsin 24 2%  (g=1,2,..)
2 g o g=1,2,...).
‘Wir betrachten die folgende Anordnung der Funktionen (p,,(a* x) (Vg <NZ Vo0
wir stellen die Funktionen g,(a*; x) (v,,<n=v, +(v,,— 1) MN;_; z =g, ...y ig +a*)
in der im Hilfssatz VIII angegebenen Anordnung, wahrend die anderen cp,,(a* x)

nach diesen in beliebiger Anordnung folgen.
Aus dem Hilfssatz VIII ergibt sich mithin der
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Hilfssatz 1X. Wir nehmen an, daf die Bedingungen des Hilfssatzes VIII
erfiillt sind. Dann kann man ein im Intervall [0, 1] orthonormiertes System von Treppen-
Junktionen @i, a*; X) (v, <n= "r.-0+a‘+1) mit folgenden Eigenschaften angeben:

1

'q),,(io, a*; x)dx=0

0

und es gibt eine einfache Menge E mit

1
(4.29) ' mes (E) > 3
und eine Anordnung
Yrig+a*+t
Z Cn Pn (10, a*; X)
k=v,l. +1 k .
0
der Summe
Yrig+a*+1
2 cp@aio, @*; x)
n=ve +1
derart, dap fiir jedes x € E
#(x) ' ig+a* - vey=1 R %
CnePm (o> @*; )= 0 20 2  Nicy 27 MiCms 1w,
k =5x1(x) i=ip m=1

mit gewissen x,(x), %3(x) (v, <#1(X) <2x(x) = v, ,.+.,) gilt.

Es sei I={u, v] ein endliches Intervall. Wir setzen

. . X—U
, ig, a*; - U<X<D
. (pn(IO:a*: I X) = (77,.(0, ’ U—u)’ ’

0 sonst

(n=v, +1,..,v,,,..,) und bezeichnen mit E(/) das durch die Transformation

x=(v—u)y+u enstehende Bild von E in [y, v]. Offensichtlich bestehen dei Bezie-
hungen

(4. 30) ' mes (E(I)) =mes (/) mes (E),
(4.31) . J1<p;(io,a*,1; X)dx=0
und

(4.32) [tpn(io, a*, I; X)@ulio, a*, I; x) dx=mes (I)J%(io, a*; X)Pm(io, a*; x) dx.

u
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" Weiterhin gibt es fiir xEE(I) von x abhingige natiirliche Zahlen xl(x) xz(x)

(vn = HI(X)< ”z(x) "'o+“ +1) mlt
1

»a(x) io+a* vr—1 2
(4 33) 2 cnk(pnk(iOsa* x)Zr, 2 2r [Nl 1 2 Mc(m+1)vr:| (XEE(I))‘

k =11(x) i=ig

§ 5. Beweis des Satzes 1I im Falle Zw' l'/;kaka" < oo
! k=0

Fiir jedes k bezeichne p, die kleinste natiirliche Zahl p, fir die a2 _,,
_vk“,Jrlav,c+ | besteht. Mit k; <k, <... <k, <... bezeichnen wir die Indizes, fiir die

P, =2 (m=1,2,..) gllt Dann ist nach Annahme

w Pry,—2 Vi, + i+ 1 % o Prp—2 X
+Pp
2 2 allogin| = 2> X 27 kma"km+i+ll/vkm+i+l =
m=1t i=1 n=vi, +itl m=1 i=1 :
.= S v —_ Lal—
. K+ D k +pk 1
= 3 p 2 Vg, | el | =0 (1) 3 Vv, a2 <.
m=1 m vkmvkm+Pkn, k=0

Es seien /| <l,<...<l,<... die von v, 4, gizl ,p,‘m2 2; m=1,2,...) ver
schiedenen natiirlichen Zahlen. Dann ist a, . Vlm+3a, +1 oder, im Falle

2 -1 2 . .7
a, EViptp, +1y, 41 (p1,>2), gilt L =L, +p, —1; es sei Ap=v,_ 43 bzw.
i m m

Zm = Vl,,.+plm+ 1
Wir nehmen an, daB (4) erfiillt ist. Dann gilt wegen (5. 1)
_ L

. v7m+l 2
2| 2 ailog’n| =
m=1| n=v  +1
l"l

Daraus folgt
1
2

Tsmas+! ‘
[ > a?log? n:I = oo,
n=

v
Ism+s

l\ds

1]
(=1

5 m

Es gibt also eine ganze Zahl s, (0= s, = 4), fiir die
1

- , 15m+s0+1 2
Z[ > a? log? n] = oo
=0 1

’6m+s

1

26+50’ ety i6+co9 .

besteht. Die Zahlen 15“ R
Fiir diese Folge ist (4.22) mit 4;= Esﬁso offensichtlich erfiillt und

bezeichnen wir mit ry, 75, ..., ;, -...

1

o v,+1 2
Zl: 2 a}logzn] = oo,

i=1l]ln=v,+1
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Daraus ergibt sich wegen der Annahme und wegen der Monotonie der Folge {a,}
die Beziehung

1

2

oo v,.i—l % . \‘,-',—l v
2 2 Y r; 2
Z; 2n Vr, Z; av,‘_+jv,.i = Z 27 Ni—y Z = av,‘.+jv,‘] = o9
Q=

Ji= i==1 j=1 Ni—l

wo N,_, auf der Seite 214 definiert ist. Da M; =2~ N4, v, gilt (M, ist auch auf der
Seite 214 definiert), ergibt sich endlich

e [ vt _ H
;; 2"1[N;_1 _21 Mia‘2'r.~+jvr.~] = oo,

J

Also gibt es eine im “strengen Sinne wachsende Indexfolge {N,,} (N, =0), so daB

. Nm+1 . vee—1l 2
(5.2) Z 2r [Ni—l Z M.—afrl_ﬂ-vn] =1 (m=0,1,...).
i=Np+1 j=1
Durch Induktion werden wir ein in [0, 1] orthonormiertes System {¢,(x)} von
Treppenfunktionen und eine Folge von einfachen Mengen F,(S[0, 1]) mit folgenden
Eigenschaften definieren:
a) Die Mengen E,, (m =0, 1, ...} sind stochastisch unabhéngig und fiir jedes m ist

(5; 3) mes (E,,,)>%.

b) Fiir jedes m gibt es eine Anordnung

YNyt + 1
an, Pn, (x)
k=v,Nm+ 1 +1
der Summe
v’Nm+|+1

2 a,0,(x)

= i
n v’Nm+l+

derart, daB fiir jedes x € E,, Indizes n,,(x), m,(x) (v,v o <n,(x) =m,(x)= Ve, )

gibt mit .
' my(x) )
(5 4) x _2( ) ank (])nk»(x) = '7(> O)
Es sei

@, (x)=signsin 2"nx (n=1,...,v,).

Dann kann das Intervall [0, 1] in endlichviele Teilintervalle I, (s=1, ..., o) eingeteilt
werden derart, daB jede Funktion @, (x)(n=1,...,v, ) in jedem /, konstant ist. Wen-.
den wir den Hilfssatz IX mit i, =0, a* = N, an. Wir setzen

q)n('x) = _Z; (pn(l: Nl’ ls; X) (vn <n=y )

Ni+1
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und _ '
Eo= U EQ).

Nach (4. 31) und (4. 32) bilden die Treppenfunktionen ®,(x) (1=n=v,,,)in]0, 1]
ein orthonormiertes System. Nach (4. 29) und (4. 30) ist (5. 3) firm=0 erfullt Wegen
(4. 32) und (5. 2) ist es klar, daBl auch b) fiir m =0 erfiillt ist.

Es sei nun my (> 1) eine natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB die Treppen-

funktionen ®,(x) (n=1, ..., Voo ) und die einfachen Mengen E,, ..., £, —;
m0—1+1

schon derart definiert sind, daB a) und b) fir m=0, ..., my—1 erfilllt sind. Dann
kann man das Intervall [0, 1] in endlichviele Tellmtervalle.] (t=1, ..., 7) einteilen,
derart, daf3 jede Funktion @,(x)(1=n<v, . ) in jedem J konstant ist und jede

Menge E,, (0=m=m,—1) die Veremlgung gew1sser J, ist. Wir wenden den Hilfssatz
IX mit iy =N, a=N,, —N, an und setzen

mo—1>2 mg mgo—1

: =
0,(x) = t;l‘ @n(Nom _,,N = Npy—15 45 X) (v'ijo—l"'l <n erm0+1)
und

Eipo = U E(J).

Nach (4. 31) und (4. 32) bilden die Treppenfunktionen ®,(x) (1=n= Vi . 1) in '[0, 1
™o

ein orthonormiertes System. Nach (4. 29) und (4. 30) ist (5. 3) fiir m=m, erfiillt.
Wegen (4. 33) und (5. 2) ist es klar, dass auch b) fiir m =0, ..., m, besteht. Die Mengen
Ey, ..., E,,,0 sind offensichtlich stochastisch unabhingig.

Das angekiindigte Funktionensystem {®,(x)} und die Mengenfolge {£,} mit
den erwihnten Eigenschaften ergibt sich mithin durch Induktion.

Wir betrachten die in b) angegebene Anordnung '

(. 5) S an ®, () (fir 1=k=v, ist n=k)
k=1 !

der Reihe (5). Ist x¢lim E,,, sogilt (5. 4)_fi:1r unendlich viele m. Daraus folgt, daB3

m-—s oo

die Reihe (5. 5) im Punkt x divergiert. Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit
der Mengenfolge {E,;} und wegen (5: 3) folgt-durch Anwendung des zweiten Borel —
Cantellischen Lemmas

mes (lim E,)=1;

Mmoo co

d. h. die Reihe (5. 5) divergiert fast iiberall.
Damit haben wir den Satz I[ vollstindig bewiesen.

(Eingegangen am I. Juni 1961)



