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Über die orthogonalen Funktionen. X 
(Unbedingte Konvergenz) 

Von KÁROLY TANDORI in Szeged 

Einleitung 

W. ORLICZ1 hat den folgenden Satz bewiesen: 

Es sei {/.(«)} eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge, und wir nehmen an, 
daß sie eine Teilfolge {/(wt)} besitzt, mit den Eigenschaften 

und 
1 o g ^ + 1 S c log ( c > 0 ) 

1 < 00. 
ào i{nk) 

Unter der Bedingung 

0 ) ' ZalX{n)\og2n^~ 

ist dann die Reihe 

(2) 2 an<P„(x) 

für jedes orthonormierte Funktionensystem {<p„{x) } unbedingt, d.h. bei jeder Anordnung 
der Glieder, fast überall konvergent. 

In dieser Arbeit werden wir u. a. diesen Satz weitgehend verschärfen2). 
Wir übereinkommen, immer den Logarithmus mit der Basis 2 zu benutzen. Es 

wird zur Abkürzung vk = 22k gesetzt. 

Satz I. Unter der Bedingung 

V(t+ 1 
(3) 2 2 a» l og 2 

,ll = Vt+ 1 

ist die Reihe (2) für jedes orthonormierte Funktionensystem {<pn(x)} unbedingt konver-
gent. 

') W. ORLICZ , Zur Theorie der Orthogonalreihen, Bulletin Intern. Acad. Sei. Polonaise Craco-
vie, 1927, 81-115. 

2) Die Sätze 1 —III und VI wurden in weniger allgemeiner Form und ohne Beweis angekün-
digt in der Note: K . TANDORI : Sur la convergence inconditionnelle des séries orthogonales, Comptes 
Rendus Acad. Sei. Paris, 253(1961), 928-929. 
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S a t z 11. Es sei {#„} eine positive, monoton abnehmende Koeffizientenfolge. Ist 

(4) ¿ T 2" ' o„ 2 log 2 «l =oo, 
k = 0 = Vit+ 1 J 

so gibt es ein im Intervall [0, 1] orthonormiertes Funktionensystem {<J>„(jc).} derart, daß 
die Reihe 

(5) 

nicht unbedingt konvergiert; genauer: sie divergiert in einer gewissen Anordnung ihrer 
Glieder in [0, 1] fast überall. 

Für den Satz II werden wir zwei Beweise angeben; der erste bezieht sich auf den 
Fall 2 ^ k a V l 2 k = der zweite auf den allgemeinen Fall. Diese zwei Fälle können 
auch gemeinsam betrachtet werden, aber der Beweis ist im allgemeinen Fall viel 
komplizierter. 

Aus den Sätzen I und II folgt unmittelbar der 

S a t z III. Es sei {|a„|} monoton abnehmend. Damit die Reihe (2) für jedes 
orthonormierte Funktionensystem {cpn(x)} unbedingt konvergiert, ist notwendig und 
hinreichend, daß die Bedingung (3) erfüllt sei. 

Der Satz I enthält also den Satz von W . O R L I C Z . 
Es kann leicht eingesehen werden, daß für monoton abnehmende, positive 

Folgen {|a„|} die Bedingung (3) mit 

T 
k = Q 

v«+ . 1 
2 ^ l o g i - 5 

„ = Vfc+i a„ j 

f l o 
+ x = | j 

gleichwertig ist, wobei 
' l o g x für 

für 0 < j c < 2 
bedeutet. 

Aus dieser Ungleichung folgt nämlich 2 a l *=• Wegen der Monotonie von 
{|A„|} gilt also al = o(n~l) und es besteht 

- i . -à 
— r v'<+1 

2 2 
li = 0|_n = vi,+ 1 

a l log2 n = 0(1) 2 
Jt = 0 2 Ol log i _n = vk+ 1 

n~4 bzw. al<n~* Es bezeichne J bzw. J' die Menge der Indizes n, für die al 
besteht. Dann gelten 

i i 
2 \ 2 Ol l og i - U - o ( 1 ) 2 [ 2 l al log2 «1 

fc=o]_»k<nsvktl a„j *=o|_n=vi, + i J 
n£J 

z \ 2 o i \ o g l ^ \ - 0 ( 1 ) 2 [ 2 ' i k , H ö g l 4 ] = 0 ( 1 ) 2 
; = 0|_vi(<n^vk+ ! a„J t = OL" = vii+l " " n j 0 

neJ' 

und 
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woraus auch 
-,2 x ' i - r vk + 1 i "1 - r . »fc + i 

2 2 « i l o g i - ^ = 0 ( 1 ) 2 2 a l log2 n 

folgt. 
Auf Grund dieser Sätze können auch die folgenden Behauptungen leicht ein-

gesehen werden: 
S a t z IV. Damit die Orthogonalreihe (2) für jedes orthonormierte System 

{<p„(x)} unbedingt konvergiert, ist hinreichend, daß für eine positive, monoton wachsende 
Zahlenfolge {X(ri)} mit 
( 6 ) 

k=0 

die Ungleichung (1) erfüllt wird. Sind die Folgen {o2} und 
i 

[VK+L 

2 «n210g 2 n \ 

(k = 0, 1, ...) 

monoton abnehmend, so ist diese Bedingung auch notwendig. 

S a t z V. Damit die Orthogonalreihe (2) mit nichtverschwindenden, nach 0 kon-
vergierenden Koeffizienten für jedes orthonormierte System {'p„(x) } unbedingt konver-
giert, ist hinreichend, daß für eine positive, monoton wachsende Funktion g(x) mit 

i 

'die Ungleichung 

(8) 2 a l * (log'log - 1 ) log2 

erfüllt wird. Sind die Folgen a2 und {Ak} monoton abnehmend, so ist diese Bedingung 
auch notwendig. 

Diese Sätze sind Verschärfungen der Sätze von W . O R L I C Z 3 ) . 

B e w e i s d e s S a t z e s IV. Hinlänglichkeit folgt leicht aus (1) und (6) mit 
Anwendung des Satzes I. 

Notwendigkeit. Ist die Orthogonalreihe (2) fü r jedes orthonormierte System 
{<pn(x)} unbedingt konvergent, so gilt (3) auf Grund des Satzes III. Ak>0(k = 0, 1, ...) 
kann angenommen werden. Es sei A(n) = Ak

l (vk<n^vk+l; k~0, 1, ...) und 
A(n) = A(3) fü r « = 1,2. Diese Folge erfüllt die Bedingungen des Satzes IV und mit 
ihr besteht (1). 

Damit haben wir den Satz IV bewiesen. 

3) S. loc. cit. ')• 
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B e w e i s d e s S a t z e s V. Hinlänglichkeit. Monotoni tät <72 

(n = 1, 2,. . .) kann angenommen werden. Da aus (8) 2 al 1X5 folgt, so ist cr„2 = o(n~'). 
Aus (8) ergibt sich 

(9) 2 a n G(log log/J) log2 «<<>=, 

d. h. (1) ist mit A(«) = g ( log log«) erfüllt; diese Folge {A(«)} ist positiv, monoton 
wachsend, und wegen (7) genügt sie der Ungleichung (6). Aus (9) folgt leicht die 
Ungleichung (3), welche dann die unbedingte Konvergenz der Orthogonalreihe (2) 
für jedes orthonormierte System (<p„(x)} sichert. 

Notwendigkeit. Ist die Orthogonalreihe (2) für jedes orthonormierte System 
{f„(x)} unbedingt konvergent, so gilt (3). Esseig(A-) = min {k2, A^'} (k + 2 < A - S 
^k + 3; k = 0, 1, . . .); diese Funktion ist positiv, monoton wachsend, und genügt 
den Bedingungen (7) und g ( j ( ) g i 2 . Aus (3) ergibt sich durch einfache Rechnung 

(10) Z a l g(loglog/7-l-2) log2 

/ bzw. / ' bezeichne die Menge der Indizes n mit ö 2 ^ « - 4 bzw. a 2 < / j ~ 4 . Dann ist 

(11) 2 "i g( log log \ ) log2 —2=0{ 1 ) 2 « ; ^Oog log «4) log2 n ~ 
\

 anJ °n 

und 

1 . , / . . 1 \ 2 . , 1 2 ^ g p o g l o g ^ l o g 2 - ^ k l I log log—5 1 l o g 2 - ^ = 
(12) „ii- " Ö V « V a 2 - ^ n 

= o( i ) 2 " " 2 < o ° -

Aus (11) und (12) folgt (8) auf Grund von (10). 
Damit ist Satz V bewiesen. 
Durch Anwendung des Satzes II können auch die folgenden Behauptungen leicht 

bewiesen werden. 

S a t z VI. Es sei {X(«)j- eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge mit 

0 3 ) 2 t t v " 0 0 ' 

Dann gibt es eine Koeffizientenfolge [a„} und ein in [0, 1] orthonormiertes System 
{<J>„(x)} derart, daß die Bedingung 

(14) 2 > n
2 ^ ( ' 0 i o g 2 " < -

erfüllt wird, jedoch die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvergiert. 

S a t z VII. Es sei g(x) eine positive, monoton wachsende Funktion mit 
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Dann gibt es eine positive, monoton nach 0 strebende Koeffizientenfolge {an} und ein 
in [0, 1] orthonormiertes System {®„(x)} derart, daß die Bedingung 

l \ , , 1 
(16) g l log l o g l o g 2 

erfüllt ist, jedoch die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvergiert. 

Der Satz VI bzw. VII gibt eine Antwort auf ein Prob lem von G. ALEXITS4) und 
N. N . WOLKOW—P. L. ULJANOW5) bzw. G . ALEXITS6). 

B e w e i s d e s S a t z e s VI. Wegen (13) ergibt sich durch Anwendung 
eines bekannten Satzes die Existenz einer positiven, monoton wachsenden Folge 
{n(k)} mit 

1 
(17) 

und 

2 k = 1 ß(k) 

(18) i ^ 

Es sei 

1 

y ( v k + l - v k ) l ( v k + i)n(k+l)2^ 
(vk<n—vk + i'> k = 0, 1, . . . ) 

bzw. an — a3 f ü r « = 1 , 2 . Aus (18) ergibt sich (4) leicht und durch Anwendung des 
Satzes I I folgt die Existenz eines in [0, 1] orthonormierten Systems (<J>„(x)} derart , 
daß die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvergiert. Aus (17) erhält man ferner, 
daß (14) besteht. 

Damit ist Satz VI bewiesen. 

B e w e i s d e s S a t z e s VII. Auf Grund von (15) kann leicht eine positive, 
monoton wachsende Funkt ion g(x) mit g ( x ) ^ g ( x ) und 

dx 
(19) J g(x) 

angegeben werden, fü r die die Bedingung g(x)^2g(k) {k^x^k k = 1 ,2 , .. .) 
erfüllt ist. Bezeichnen wir mit k1 < . . . < . . . sämtliche natürliche Zahlen mit 
g(ki) = kf ( / = 1 , 2 , ...). Wegen (19) gilt 

y 1 _ / — =r CO 

") G. ALEXITS, Konvergenzprobleme der Orthogonalreihen (Budapest, i960), 100. 
3) И. И. Волков—П. Л. Улянов, Обзорная статя, Anhang zur russischen Ausgabe des 

Buches: R. G. COOKE, Infinite matrices and sequence spaces (Moskau, 1960), 452—453. 
6) S. Joe. cit. 4). 
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woraus die Existenz einer positiven, monoton wachsenden Folge {x(i)} mit: 

2 —— °° und 2 
" ( 0 " i g ^ y . i i ) 

folgt. Es sei x(i) = min (i3, x(/)); diese Folge ist positiv, monoton wachsend, weiter-
hin gelten die Beziehungen 

(20) und (21) 2 - 7 = 1 

x ( i ) igikdr-d) 
Es sei 

= [ ( v f c ( + 1 - v f c i ) f ( f c i + 1 ) « 0 + l ) ] _ i 2 - f c ^ ' + i = l , 2 , . . . ) 

bzw. an = av + 1 (n = 1 , . . . , v t l). D a n n ist wegen (21) ki 

i i 
- r vk + l T ~ f "I 

2 2 «» log2 n S 2 2 « ¿ l o g 2 « s 
fc = 1 L™ = Vfc + 1 J 1 = 1 Ln = vki +1 J 

i - r T i - i 
- 2 log 2 v t | + 1 2 a l = - 2 - z - = = 7 = r = 

Daraus ergibt sich auf Grund des Satzes I I die Existenz eines in [0, 1] or thonormier ten 
Systems {0„(JC)} derart, daß die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvergiert. 
D a infolge unserer Annahme über x(i) und g(x) f ü r genügend große i 

l o g l o g - ^ ^ k i + l + ^r ( v ^ n ^ i ' n , , , ) 

ist, so gilt auf Grund von (20) 

r J _ 1 \ n a 2 — = H ( \ \ y _ 
x(i) 2 alg ( log log - U log2 \ = O (1) 2 < 

d. h. (16) ist erfüllt. 
Dami t haben wir den Satz VII bewiesen. 
Es sei z. B. 

' (vk<«ÄVfc+1; k = 0, I, . . . ) 
" }fvk+i-vk2k + i{k+l) 

und a„=a3 (n = 1, 2). Es besteht offensichtlich (4) und 

(22) 2 a « log 2 " < 0 ° -

Aus Satz II ergibt sich die Existenz eines in [0, 1] or thonormier ten Systems {0„(x)} 
derart, daß die Reihe (5) nicht unbedingt konvergiert. Es sei {mk} eine beliebige, im 
strengen Sinne monoton wachsende Indexfolge. Aus (22) folgt 

2alk log2 k < 
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A u s d e m w o h l b e k a n n t e n S a t z v o n D.MENCHOFF 7 ) u n d H . RADEMACHER8) e r g i b t s ich 
daraus, daß die Reihe 

2 ank<t>nk(x) 
fast überall konvergiert. Damit haben wir die folgende Behauptung bewiesen: 

S a t z VIII . Es gibt eine Orthogonalreihe 2 an(Pn(x)> mit 2 al ' °g 2 « < c o . 
deren jede Teilreihe fast überall konvergiert, die selbst jedoch nicht unbedingt konvergiert. 

Ein ähnliches Resultat für gleichmäßig beschränkte orthonormierte Systeme, 
aber ohne Bedingung (22), hat das erste Mal — auf einem anderen Weg — P. L. 
ULJANOW9) e r h a l t e n . 

Wir werden noch zwei Sätze beweisen: 

S a t z IX. Es sei {!(«)} eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge mit (6) 
und {|a„J} bezeichne die in abnehmende Anordnung gestellte Folge der absoluten 
Werte der nicht-verschwindenden Koeffizienten von (2). Ist 

o \ ^ 4 log log m + 2 log X{m) 
(23) ( 2 > ) o c m = ? - (m^m0), log m 
so folgt aus 

(24) Z k J 2 

die unbedingte Konvergenz der Orthogonalreihe (2) für jedes orthonormierte System 

S a t z X. Es sei X{n) = log log«. Dann gibt es eine Orthogonalreihe (5) mit 
positiven, monoton nichtwachsenden Koeffizienten derart, daß sie nicht unbedingt 
konvergiert, jedoch 

2<*Z~S" < 0 0 

mit 
_ _ 41oglog« + 21ogI(n) 
a " ~ log« besteht. 

Satz IX ist die Verschärfung eines Satzes von G. ALEXITS10) und Satz X zeigt, 
daß die Behauptung des Satzes IX ohne die Bedingung (6) im allgemeinen nicht 
richtig ist. Der Satz X, der wahrscheinlich sogar für eine beliebige positive, monoton 
wachsende und die Bedingung (6) nicht erfüllende Folge {/(«)} gilt, gibt eine negative 

4 log log m 
Antwort auf ein Problem von G. ALEXITS11), ob (24) mit AM = — r 5 — - — hinreicht, 

log m 
damit die Orthogonalreihe (2) für jedes orthonormierte System unbedingt konvergiert . 

7) D. MENCHOFF , Sur les séries de fonctions orthogonales (Première partie). Fundamentei 
Math., 4(1923), 82 — 105. 

8 ) H . RADEMACHER , Einige Sätze über Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen, Math. 
Annaten, 87(1922), 112-138. 

9) П. Л . У л я н о в , Расходящиеся ряды Фурье класса V ( р ^ 2 ) . Д о к л а д ы 
а к а д . н а у к С С С Р , 137 (1961). 7 8 6 ^ 7 8 9 . 

10) S. loc. cit. "), 9 7 - 9 8 . 
") S. loc. cit. 4). 100. 
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B e w e i s d e s S a t z e s IX. Wegen (24) ist 

Daraus folgt auf Grund der Monotonie von {alm} für alle genügend große Indizes m 

log -4- S log m. 
a„m 

Durch einfache Rechnung mithin ergibt sich aus (23) 

^ 4 log log m + 2 log X (m) 
ocm , 

logi 
also : r 

\anJ-*m^.k{m) log2 m 

für genügend große m. Daraus und aus (24) folgt 

2 a%mA(>ri) log2 m < 
Auf Grund von (6) ergibt sich mit Anwendung des Satzes I V die Behauptung des 
Satzes IX. 

B e w e i s d e s S a t z e s X. Es sei z. B. 

f 3 | g l08'°S" 2 , 1 loglog" | 2 

a„ = ( « ( l o g « ) ' l os" ( log log n) l o s n J ( log log log n ) - ' {n^N) 

bzw. a„ = aN (n = l, ..., N—Y), wo N so gewählt ist, daß diese Folge {a„} monoton 
abnehmend ausfällt. Eine einfache Rechnung ergibt 

r V ^ 
1 2 ' an l ° g 2 11 S C , i ' ( 2 2 ^ 2 ( f c + l ) ) - 2 2 ^ k = iL»=vt+i J • fc = i (A: + 1) log (A: + I) v 

Aus Satz 11 ergibt sich die Existenz eines in [0, 1] orthonormierten Systems {0„(x)} 
derart, daß die Orthogonalreihe (5) nicht unbedingt konvergiert. Für genügend große 
n gilt aber 

ä 1 
•og 0,7°"' = " f l o g - 2 = 

^ "n 

- 2 l 0 g l 0 § fl + l 0 g I ( W ) ^log n + ( 3 + 8 ^ ^ log log „ + . 
log n \ \ log n 

log log /7 

+ ( 2 + 4 ^— I log log log « + 2 log log log log n ) S 
S log ((log n)2 log log /7) • 4 — 
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und somit 
log log n 

a = (log n) log" (log log n) 

Nach der Definition von an ergibt sich daraus 

1 

log log n 
logn 

n (log n) (log log n) (log log log ri)2 

Damit ist Satz X bewiesen. 
Es bleibt die Frage übrig, ob die Behauptung des Satzes 11 auch mit einem 

gleichmäßig beschränkten orthonormierten Funktionensystem {<I>„(x)} richtig ist. 

§ 1. Beweis des Satzes I 

Zum Beweis des Satzes I brauchen wir die Grundidee von W . O R L I C Z an-
zuwenden. Es sei 

eine beliebige Anordnung_der Reihe (2). Für eine natürliche Zahl k besteht 

für vk+l —vk verschiedene Indizes /, diese seien der Reihe nach /(1, &)</ (2 , & ) < . . . 
... < / ( v t + , —vk, k). Nach einem bekannten Satz1 2) gibt es für jedes k eine positive 
Funktion ¿/¡(x) mit den folgenden Eigenschaften: 

(1.2) 

in [a, b] und 

^ök(x) ( 1 7 S p < q ^ v k + t -vk) 

(1.3) öl (x) dx ^ A (2k * ' ) 2 Vt 2 Vk < , , „ = ^A 2 ' al log2 n, 
i =1 11 = vk + 1 

wo A eine von k und {<p„(x)} unabhängige, positive Konstante ist. Aus (3) und (1. 3) 
folgt 

2 ök(x)dx^(b-a)i 2! \öl(x)dx 

^ 2{A{b-a)Y 2 
k = \ 

Vk + 1 
2 log2 it 

n = vk + 1 

12) S. z. B. loc. cit. 7) und »). 
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Daraus ergibt sich durch Anwendung des Satzes von B . LEVI 

<1.4) 
k= 1 

fast überall in [o, b], Es sei x ein Punkt, wo (1. 4) erfüllt ist und e. eine beliebige posi-
tive Zahl. D a n n gibt es einen Index N derart, daß 

<1.5) 
k = N 

ist. Wir wählen nun einen Index M so, daß n, > für / > M erfüllt ist. Für M <p<q 
«rhalten wir dann aus (1.2) und (1 .5) : 

<7 
2 an,(p„,{x) 

i= P 

S 2 àk(x)<E. 

Die Reihe (1. 1) ist also im Punkt x konvergent. 
Damit haben wir den Satz I bewiesen. 

§ 2. Hilfssätze für den Beweis des Satzes II im Falle 2 2' = °° 
k=o k 

H i l f s a t z I. Es sei p( 8) eine gerade Zahl. Es läßt sich ein im Intervall 
|[0, 5] orthonormiertes System von Treppenfunktionen13) gt(p\ x) (1=1, •••,2p) mit fol-
genden Eigenschaften angeben: Zu jedem Intervall <5£p) = ((k — \)p~kp~') 
(k = 3.2~'/> + 1, ..., 5.2~ lp)gibt es von k abhängige natürliche Zahlen ms(k) bzw. m2(k) 
derart, daß die Funktionswerte g2i+i(p', x) (1 = 0, ..., m,(k)) für x65[p) positiv bzw. 
die Funktionswerte g2](p', x) (l = m2(k), .... p) für x6S^p> negativ sind und 

< 2 . 1 ) 2 g 2 , + , ( /> : * ) ^ ß / / > l o g p 
1 = 0 

bzw. 

' ( 2 . 2 ) 2 g i , { P \ x ) ^ - B f p l o g p 
l = m2(k) 

gilt, wo A eine von k und p unabhängige, positive Konstante bedeutet. Weiterhin ist 
jede Funktion gt(p; x) in jedem Intervall ¿lP> konstant. 

Dieser Hilfssatz ist eine Verfeinerung eines Satzes von D. MENCHOFF14), dessen 
Beweis von S. KACZMARZ1s) vereinfacht wurde. 

13) Eine Funktion in (a, b) heißt eine Treppenfunktion, wenn (a, b) in endlichviele Teilinter-
valle zerlegt werden" kann, derart, daß. die Funktion in jedem Teilintervall konstant ist. 

"•) S. z. B. loc. cit. 7). ' 
" ) S. KACZMARZ, Notes on orthogonal series. II, Studio Math., 5(1934), 103 — 106. 



Über die orthogonalen Funktionen. X 195-

B e w e i s d e s H i l f s s a t z e s I. Es sei 

1 
g / O ; x) = 

D a n n ist 

k-p-l-1/2 
fü r X 6 

I Ac — 1 k \ 

I T ' p ) 
(k=l, ...,4p-, 1=1, ...,2p). 

woraus 

(2 .3) J gl(P',x) dxi A, 
(/= 1, -,2p) 

folgt, wo A eine von p unabhängige positive Zahl ist. 
Ferner erhalten wir durch einfache Rechnung fü r / > / : 

4 

= \UPVX)UP-, x)dx = J f J — - J f _ j T è ï j ï ) = 

somit ist 

<2.4) . («Vy). 

U m von den im Intervall [0, 4) auf diese Weise definierten Funkt ionen gt(p; x) 
ein im Intervall [0,5] orthogonales Funktionensystem zu erhalten, erweitern wir diese 
Funktionen auf das Intervall [4, 5] wie folgt: Wir teilen das Intervall [4, 5] in 
N = 2p{2p - 1) Teilintervalle gleicher Länge /,• j ein (1 ë «'S 2p, 1 2p, i 7±j). Es sei 
f ü r / = 1 2p 

g,(p; x) = < 

für x £ I , j , 

[ ^ K j ' ] s i ê n a i . j für x i l j j , 

sonst. 0 

Die so definierten Treppenfunktionen g,(p; x) bilden offensichtlich ein orthogonales 
System im Intervall [0, 5], ferner ist 

5 4 

g}{p; x)dx = gl(p; x)dx + 2 l«/.J + 2 K.l-
J J n=i "=i +1 
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Hieraus folgt auf Grund von (2.3) und (2. 4) 
5 

( 2 - 5 ) : j g } ( p - , x ) d x ^ ( / = ] , . ..,2p), 

o 

wo A2 eine von p unabhängige positive Zahl ist. 
Ist (3.2" x p < k ^ 5.2" V). so bezeichne m ^ k ) die größte natürliche Zahl , 

für die 2Wi(A:) + l ^ k—p — \, und m2(k) die kleinste natürliche Zahl, fü r di& 
k—p^2m2(k) besteht. Nach der Definition von gt(p',x) sind die Funkt ions-
werte g2i+i(P',x) (/ — 0, ..., mt(k)) positiv bzw. die Funktionswerte g2i(p,x} 
(l = m2(k), ...,/7) negativ und es gilt 

m,(k)_ in,(k) j | m,(k) J 

2 gzi + itp-, v) = 2 T—„ 0 , ) — n y = 7 2 j S / f j l o g p 
1 = 0 1 = 0 k— p — 21— I — 1/2 2 1-1 I 

bzw. 
P _ P ] ] P-m2(k) J 

2 gi,{pix)= 2 , „ J, 1 ,, S - y 2 - J ^ - A ^ o g p , m2(A) /=m2(t) K — p — Zl— J/Z Z , = l / l = m2(A) 

wo /43 eine von und £ unabhängige, positive Konstante bedeutet. Für die normier-
ten Funktionen 

5 . _ J L 

(/>; -v) = g,(p; .V) | \g}(p; . v ) d x \ ~ 2 (/=!,...., 2P) 
0 

ergeben sich dann auf Grund von (2. 5) die Ungleichungen (2. 1) und (2. 2). 
Damit ist der Hilfssatz I bewiesen. 

H i 1 f s s a t z II . Es sei p ( > 8) eine gerade Zahl und E eine positive Zahl. Es 
kann ein im Intervall [ — 1 — s, 1 + e] orthonormiertes System von Treppenfunktionen 
f,(p, e; .v) (/=1, ...; 2p) mit folgenden Eigenschaften angegeben werden: Es gilt 

I +c 

(2 .6 ) ' f f,(p,E-, x)dx = 0 ( / = 1 , ...,2p)-, 
- L'-E 

zu jedem Intervall Alp> = ((k — l)p~', kp'1) (0<k^p) gibt es eine von k abhängige 
natürliche Zahl pt(k) derart, daß die Funktionswerte f 2 , + i(p, e ; x) (1 = 0, ..., p,(k)) 

für x€A£p) positiv sind und 

( 2 - 7 ) 2fil+dp,e-, x)^20/p\ogp 
1 = 0 

besteht, bzw. zu jedem Alp> = ((k — \)p~kp~') (— p-<k^0) gibt es eine von k 
abhängige natürliche Zahl p2(k) derart, daß die Funktionswerte f2l(p, s ; x)' 
(l = p2(k), ...,/;) für x £ A£p ) positiv sind und 

( 2 . 8 ) 2 fnip.e- x)^2C]/p\ogp 
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besteht, wo C eine von k, p und s unabhängige positive Konstante bedeutet. Weiterhin 
ist jede Funktion f ( p , e; x) in jedem A[p) konstant. 

B e w e i s d e s H i i f s s a t z e s LI. Es sei, fü r / = 1, ..., 2p, 

fü r O S x S l , •kg(PlX +1 
f,(p,£\ X) ={ I i . 

\ 2e' 

/ T s g V > j ( x - ] ) 

für 

fü r + -

2 ' 

X ^ 1 + 8, 

WO die gi(p;x) die im Hilfssatz T erwähnten Funktionen sind; fü r —1 — 
wird fi(p, e; x) = - f ( p , s; - x ) gesetzt. 

Offensichtlich sind die Funktionen ft(p, s; x) Treppenfunkt ionen. Durch ein-
fache Rechnung kann eingesehen werden, daß sie in [ — 1 — e, 1 + e ] ein or thonor -
miertes System bilden und (2. 6) erfüllt ist. 

Ist ( 0 < k ^ p ) , so ist A- + 2 " 1 3 I E < 5 a u f Grund der Definition der 
Punk t ionen f ( p , e; x) und (2. 1) ergibt sich daher 

m,(2 " <3p + k) ] 111,(2 ~<3p + k) 
f n + iip, E; = 2 gii+i(P', A- + 2 " 1 3 ) = 

n 1 = 0 

J 

T2 
Bip\o%p 

mit positiven F u n k t i o n s w e r t e n / 2 ( + e ; x) (1 = 0, ..., m1(2~13p+k)); also besteht 
die Abschätzung (2. 7) mit p^k) = m ^ ' ^ p + k) und 2C = B/fZ. Ist aber X€A£"> 
{ - p < k ^ 0 ) , so ist also gilt - x + 2~ 1 -3 €ö (f±,3 p_k + 1 . Auf Grund der 
Definition der Funkt ionen f,(p, e; x) und (2. 2) ergibt sich mithin 

p p 

2 /2/O, e; x) = - 2 f2i(p, s; - x ) = 
l=m2(2 - *3p-k + 1) l = m2(2-'3p-k + l ) 

1 p B f-
= - 2 g2i(pi - x + 2-l3)^77=Vplogp 

\ 2 t = m2(2~ l3p-k+\) \ 2 

mit positiven Funktionswerten f2l(p, s; x) (l = m2(2~13p — k+ 1), . . . , /?); also besteht 
die Abschätzung (2. 8) mit p2(k) = m2(2" x3p-k+\) und 2C = B\}j2. 

Damit ist der Hilfssatz II bewiesen. 
• Es sei / = [u, y] ein endliches Intervall. Wir setzen 

ft(p, e; / ; x) 
\ f i o 1 + £ (\ 1 \ v + u 
) / , p, e; 2 x - ( l +E) 

v — u v — u 
0 

fü r u < X < V, 

sonst 

( / = 1 , ..., 2p). Ist H eine Teilmenge von [ — 1—6, 1 + e ] , so wird mit H(I) das durch 

die Transformation x 
v — u v + u , , , „. r 

• y H—-r entstehende Bild von H in [u, r] bezeichnet. 
2(1+8)" 



Î 92 
K. Tandori 

Offensichtlich gelten 

(2.9) mes (Ai"( /)) = mes ( A ^ y * ) 

und 

(2.10) 

1 1 +£ 

A(P, e, I; x ) f j ( p , s, I: x)dx = l ^ 7 ^ J f ( p , E; x ) f j ( p , E; x)dx. 

Aus (2. 6) ergibt sich 
V 

(2.11) jfi(j>,e,I;x)dx = 0 ( / = 1 , ...,2p), 
u 

während aus (2. 7) folgt, daß es eine von k abhängige natürliche Zahl p,(k) gibt, 
für die 

(2.12) 2f2,-n(p,e,I;x)*2CVplogp (xeAiP)(I); O^k^p) 
1 = 0 

mit positiven Funktionswerten f2i+i(p,£, x) (1 = 0, ..., Pi(k)) besteht. Weiterhin 
folgt aus (2. 8), daß es eine von k abhängige natürliche Zahl p.2(k) gibt, fü r die 

(2.13) 1 f2l(p,e,I-,x)^2CY}\ogp (x€Al P ) ( / ) ; -p^k^O) 

mit positiven Funktionswerten f2i(p, e, I; x) (l = p2(k), ...,p) besteht. Ferner ist jede 
Funktion fi(p, E, I; x) in jedem A(

k
p)(I) konstant. 

H i 1 f s s a t z III. Es seien N( S 3) und a( S 1 ) natürliche Zahlen, weiterhin sei 
{C„} (vN vN+tI) eine positive, monoton abnehmende Zahlenfolge. Man kann ein im 
Intervall [0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen <pn(N, a; x) = q>„(a; x) 
(vN vN+a) mit folgenden Eigenschaften angeben: 

Es gilt 
i 

(2.14) l<pn(a; x)dx = 0 vN+a); 

es gibt vN+a — v N + 0 _ , paarweise disjunkte Intervalle ¡¿(a) ( Q [0, 1]) gleicher Länge mit 
vJV + a~vN + a—l 1 

¡=i 

es gibt ferner eine Anordnung 

(2.15) 2 mes (/ , .(<*))>-; 

VN + A~ VJV 

2 Cn(a,l)(P„<a,l)(a:> 

16) mes (H) bezeichnet das Lebesguesche Maß der Menge H. 



Über die orthogonalen Funktionen. X 199-

der Summe 
VN + a 

2 cnq>n(a; x) 
n = v N + l 

derart, daß für jedes i Indizes /,(«,/), l2(a,i) existieren, so daß die Funktionswerte-
(Pn(a, i)(a i x ) (¡i(a> = l2(a, 0) nicht-negativ sind, und 

h(a.0 « . 
(2.16) 2 Cn(a,l)(Pn(a,l)(a'-> •*)—C 2 yVJV+r—VW + r-l CvA,+(.l°g VA +r-l (*€/,•(«)) 

/ = /l((7,i) r=l 

besteht. Weiterhin ist jede Funktion <p„(a; x) in jedem I¡(á) konstant. 

B e w e i s d e s H i l f s s a t z e s III. ,Wir werden durch Induktion nach a 
schließen. Wir zeigen zuerst, daß die Behauptung fü r a = l richtig ist. Es sei £ j ( < 1) 
eine positive Zahl ; wir wenden den Hilfssatz II m i t p = p x = 2~ 1 (v / v + , — V N ) und E = E ¡ 

an. Es seien 

«PnU; x) = y2(l+El)f„_VN(p1,el,[0,1]; x) (Vj»<bs»(í1) 

und 

/¡(1) = AÍ-p1(t°.!]) 0 = 1 , •••> 2pi). 

Auf Grund von (2.10) bilden diese Treppenfunkt ionen in [0, 1] ein or thonormier -
tes System, und aus (2. 11) folgt, daß (2. 14) f ü r a = 1 erfüllt ist; weiterhin ist jede 
Funktion q>„( 1; x) in jedem /¡(1) konstant. Nach (2. 9) ist 

j > e s ( ' . 0 ) ) = J ' m e s ( A i - ' " ) > I ' 

also ist auch (2. 15) fü r a= 1 erfüllt und die Intervalle /¡(1) sind paarweise disjunkt. 
und von gleicher Länge. Die Summe 

VN+ 1 

2 ctt<p„(l;x) n = Vfi+ 1 

ordnen wir folgenderweise an : 

Pl Pi - 1 ' 2pi 

2 cVv+2j9,Va,+2/0 ; x) + 2 cv„+2i+i<PvN+2i+iCi ; x ) = 2 ^(I.O'P'KI.DO' 1=1 1 = 0 • 1 = 1 

Ist x 6 / , ( l ) , dann ist 2(1 +e)x — (1 + e ) £ A^'J,, , somit ergibt sich auf Grund von; 
(2. 12) und (2. 13), daß es Indizes ^(1, i), l2{ 1, i) derart gibt , 'daß die Funktionswerte: 
W,(i .«,0;*) CiO, i) = l = l i 0 , 0) positiv sind und 

hd.i) . : , , 
2 c«(i . i )9>.( i .o( l ; * ) ^ 2 C y 2 ( l + B,)c K/>! l o g / > 1 ^ C T v , v + 1 - v J v C V j v + 1 l o g v „ 

l='i(i,0 

gilt. Also ist auch (2. 16) für a = 1 erfüllt. Damit ist die Behauptung für a = 1 bewiesen. 
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Wir nehmen nun an, daß der Hilfssatz fü r eine natürliche Zahl a ( s l ) schon 
bewiesen ist. Es sei e a + 1 eine positive Zahl, fü r die 

vW + ct-v/V + ct-1 1 1 
(2.17) 2 mes ( / , ( « ) ) - — > -

¡=1 1 T + 1 z 

besteht. Nach (2. 15) existiert ein solches e a + , . 
Wir wenden den Hilfssatz II mit/? =pa+i = 2 " ' (v l V + a + , — vN+x)(vN+a — vN+at_i)~l 

und 6 = 6,,+, an. Es sei 

cp„(cc+\ ; A-) 

(p„(a; x) für f s < / i i F » + „ , 

2(1 + e£>+i) 
/ « - v A r + . - o - i ) 2 p ä l + 1 ( ^ + i . e « + i . / , ( « ) ; * ) f ü r / ' ( a ) 

V,v +«+ 0 ' - 1) 2Pa + 1 < n S viV + a +j2pa +, (I =§y =S vN+a - vN + a _ , ), 

wo /t(a) = mes (//<?)) ( 7 = 1 , •••, vN+x — vN+a_,) bedeutet, ferner sei 

/ , ; - n 2 „ . + 1 + . ( « + ••) = ,(/,•(«)) (1 I 

Aus der Induktionsannahme und aus (2. 10), (2. 11) folgt leicht, daß diese Treppen-
funktionen in [0, 1] ein orthonormiertes System bilden. Aus der Induktionsannahme 
und aus (2. 11) folgt dann, daß (2. 14) für a = a + \ richtig ist. Offensichtlich ist jede 
Funktion (p„(a + 1; x) in jedem / , ( a + l ) konstant. Aus der Induktionsannahme und 

.aus den Beziehungen (2. 9) und (2. 17) ergibt sich 
viV+a + 1 ~VN + A vAf + a — vjV + « — i 2PO+ 1 

2 m e s ( / , ( « + 1 ) ) = 2 2 m e s ( A i P _ V ; ' , ( / > + l ) ) ) = • = 1 j= 1 S = 1 

I vN + a~vN + ot- 1 2Pa+\ 
2 mes ( / » ) 2 m e s ^ i l V ^ , ) = 

2 ( 1 + £ » + , ) j = l 5 =i 
V.V+A_VIV + A- 1 | | 

2 
j=i 
. 2 m e s ( / » ) - 1 + , 2 , 

also ist auch (2. 15) für a = a + l erfüllt. Offensichtlich sind die Intervalle f j (a + 1) 
paarweise disjunkt und von gleicher Länge. 

Wir werden endlich durch Induktion beweisen, daß auch (2. 16) für a = a + 1 
erfüllt ¡st. Nach der Indukt ionsannahme und nach der Definition der Funktionen 
<p„(a + 1; x) (v N <«?= vN+«) g 'bt e s nämlich Indizes / ,(a, 1), l2(a, 1), so daß die Funk-
tionswerte <p„(a, ()(a + 1 ; A") (/,(a, l ) S / 3 S / 2 ( A , l)) für x£ f,(a) positiv sind und 

h(".i > « , 
"(2.18) 2 cn(tttl)(p„{i,j)(<x+l;x)^C Z VvN+r-vN + r _ , c,N+r log v w + r _ , 

l = /j(a,l) r = 1 
(A- E / , ( « ) ) 

besteht. Aus (2. 12) und (2. 13) folgt weiter auf Grund der Definition der Funktionen 
<p„ (a+ l ;x ) und der Intervalle /¡(a + l), daß es für einen Index /i,(/) 

'.bzw. für px+, < / s 2pa + i einen Index Ji2(i) mit folgenden Eigenschaften gibt: die 
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Funktionswerte <pVjv+a+2m+1(a + 1; x) ( 0 ^ ä m ^ ^ i i ) ) für a + 1) (1 ^ i 
bzw. die Funktionswerte <pv (a + 1; x) (n20) — nl=Pa+i) für x£ / , ( a + l) 
(P*+ i< i = sind positiv und es gilt 

5<i(0 
2 +2 ra + 195v + 2 m + , ( a + l ; x)s= m = 0 

(2.19) 

bzw. 

(2. 20) 

i 

p(t + I 
2 c v i v + c t + 2 m ? ) v ^ + t i + 2 m ( a + l ; x)l ni = /i2<0 

1 

Die Glieder der Summe 
VN + x + 2 PX+1 

2 c„99„(a+ 1; x) n = vN + l 

ordnen wir folgenderweise an: 

./ t(a,l)-l 1 
2 Cn(d,l)9'<l(ct,í)(a + 1 ; + 2 Cv -+2m<PVN + a+2m(*+ll x) + 1 = 1 m=1 

P* + I - L 

+ 2 c „ ( a j i ) 9 ) „ ( 0 I , i ) ( a + l ; x ) + 2 cV j v + C I+2m+i9'v„+ t I+2m + i ( a + l ; * ) + l = /i(a,l) m = 0 
vN + x~vN vW + a+ 2 i 'a+l-vJV 

+ 2 ¿V*. /) w , I) (« + 1 ; X) = 2 f r , (« + 1 ; x). 
i=i2(a,ij+i (=i 

Da nach der Induktionsannahme (p(a))~1 = — v^+^.j gilt, ergibt sich aus 
<2. 18), (2. 19) und (2.20), daß für jedes i (1 Indizes /,(;'), l20) existieren, 
fü r welche die Funktionswerte (pn(z + 1 ; x) (¡t(i)= i ̂  l2(i)) im Falle x £ / f ( a + 1 ) 
positiv sind und 

hd) « + 1 
2 c r , y , . , ( a + 1 ; x ) = c 2 KVjv+r-Vjv+r-i cv + r l o g v i V + r _ 1 

/ = «,(0 r= i ™ • 

besteht. Weiterhin, nach der Induktionsannahme und der obigen Anordnung gibt es 
fü r jedes y'(l vjv+a~ vAr+a_ Indizes k¡(j), k2(J) für welche die Funktionswerte 
<pr,(a + 1; x) (k\(j) = l= k^ij)) im Falle x €/,(a) nicht-negativ sind und 

<¡20') " 
( = 2 y ) *„?>„(« + 1 ; *) ^ c 2 / v w + r - w ! cv.v+r log v l V + r_1 

gilt. 

A 14 
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Es seiy0 (1 s Jo < V N+x V1V + u- ,) eine natürliche Zahl. Wir nehmen an, daß die 
Summe 

»JV + i+Zy'oPa+i 

2 c„<p„(<x+l; x) 
n ~ VN + 1 

eine Anordnung 
vN + ct + 2jopa+l-vN 

2 c-r¡<p-r¡( a+l;x) 
( = 1 

mit folgender Eigenschaft ha t : Für jedes i (1 ^z^ 2j0Px+i) existieren Indizes /,(/), /2(/) 
derart , daß die Funktionswerte <pr,(« + 1 ; * ) (^i(') = / = /2( ')) im Falle x £ / , ( a + 1 ) 
nicht-negativ sind und . 

'2\'/ UT L 
(2.21) 2 c-ri(p-n(oc+l; X)^C 2 fvN+r-vN+r-iCVN+r l o g v N + r _ , 

/=/1(0 . r = 1 

besteht. Weiterhin gibt es fü r jedes j (J0 vN+lx — vN+x_i) Indizes k{(J), k2(J), f ü r 
welche die Funktionswerte + l ; x ) ( k i ( j ) ^ * l ^ k 2 ( J ) ) im Falle x £ I j ( a ) nicht-
negativ sind und 

*2(./) * 
(2.22) 2 c-r,(Pf,(lx + l> 2yvN+r-vN+r-i c V j v + r log v w + r _ , 

l = ki(j) r = l 

gilt. Aus (2. 12) und (2. 13) folgt auf Grund der Definition der Funkt ionen cp„(a +1 ; x) 
und der Intervalle /¡(a-l-1), daß es fü r 2j0p<x+1<i^(2j0 + l)px+l einen Index /3, (/> 
( < / ? a + i ) bzw. f ü r (2j0 + 1)/^+ ! / = 2 ( / 0 + \)px+\ einen Index ThO) mit folgenden 
Eigenschaften gibt: Die Funktionswerte <pVjv+ + 2 j o P + i + 2m+i(a + 1 ; (0 = m —Pi (0 ) 
sind fü r xÇ/¡(a- l -1) bzw. die Funktionswerte + 2JoP + ( + 2,„(a + 1 ; x) 
(p2(i) = m — Poi+i) f ü r * £ / ; ( a + 1) positiv und es gelten die Ungleichungen 

2 CVjv + t t H 2 j 0 p £ I + 1 + 2 m + l ' P v A , + a + 2 y 0 p t ( + 1 + 2 m + l ( a + i l x ) = 

(2.23) 

bzw. 

(2.24) 

x 
2(l + c s + 1) ^ 

/>«+'1 H( a) S v + a + ! l o g p . + i 

Pa + 1 
2 / v j v + sl + 2 j 0 p c [ + 1 + 2 m ? ' v w + c t + 2 j > t t + 1 + 2 m ( a + i ! X ) ^ 

m= 712(1) 
X 

: 2 C L M a ) 
c*N+a+1logpa+1. 

Die Glieder der Summe 
VJV + tI+20'o+1)P£t+l 

2 c„95„(a+l; x) 
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ordnen wir folgenderweise an: 

M / O + L ) - ! P» + L 
2 c-ri<ph(a+l; x) + 2 C +2j +2m<p +2j +2m(cc+l; x) + 1=1 m=1 

MJ'O + 1) 

+ _2 ch(p?l(x + i; x) + 
¡ = 'i(j'o+1) 

Px + J — 1 
+ 2 ' CvN + x + 2j0pa+i+2m+lVvN + at + 2j0px+l+2m+l(<Z+l; x) + m = 0 

vJv + a+ 2 V'a+l - v JV vJV + a + 2 O' 0 +l )P a +l - v W 
+ 2 cF,<Pr-Xa+l'> x) = 2 c ^ / a + l ; x). 

l = fc2(j'o+l)+l 1 = 1 

Nach der Induktionsannahme und nach der Definition der Funktionen <p„(a + 1 ; x) 
ergibt sich aus (2. 21), (2. 22), (2. 23) und (2. 24), daß zu jedem i ( 1 S i^2(j0 + \)px+i) 
Indizes A^i), A2(i) existieren, für welche die Funktionswerte <p„ (a +1; x) 
(A1(i)sl^A2(i)) i m Falle x£/¡(oc + l) nicht-negativ sind und die Beziehung 

A2(0 X+1 
2 c f e ( a + l ; x)^C 2 / v w + r - v N + r _ ! c ¥ j v + r l o g v w + r _ ! 

1 = ->,(I) ' r = 1 

besteht. Weiterhin gibt es für jedes7O0 + I < 7 = vn+*~ v<v+a-i) Indizes jí2(/)j 
für welche die Funktionswerte cp (a 4-1; x) (xt(j) =2 /ä y.2(j)) im Falle x £ I j ( a ) nicht-
negativ sind und ' 

*20') « 

l = X\U) ' = 1 

gilt. Mittels Induktion ergibt sich also, daß die Beziehung (2. 16) in einer gewissen 
Anordnung für jedes i (1 ̂  is vN+C[ + 1 — vN+a) besteht. 

Damit haben wir den Hilfssatz III vollständig bewiesen. 
Hilfssatz III wird in folgender Form angewendet: 

H i l f s s a t z IV. Es seien tV(e£ 3) und a(ü= 1) natürliche Zahlen, ferner {c„} 
(vN viV+a) eine positive, monoton abnehmende Folge. Man kann ein im Intervall 
[0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen (p„(N,a;x) (vN<nSvN+t) und' 
eine einfache Menge11) F(N, a) (i= [0, 1]) mit folgenden Eigenschaften angeben: 

Es gelten die Beziehungen 
1 

mes(F(N, a))>2-1, a\ x)dx = 0 vN+a); 
0 

und es gibt für die Summe 
rlV + a 
2 cn<Pn(N> ai x) 

N = VJY + 1 

I7) Eine Menge heißt einfach, wenn sie die Vereinigung endlichvieler Intervalle ist. 
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eine Anordnung 
• vN + a 

Z £n,<P,„(N, a; x) l = vN+ i 

derart, daß für jedes x £ F(N, a) von x abhängige Indizes n(x), m (x) 
(vN<n(x)<.m(x)^v¡y+a) existieren mit 

Z Cn,<Pn,(N,a;x)ssC ZfvN+r-vN+r-ilogvN+r_.rc 
/ = n ( x ) r = 1 

Es sei I = [u, u] ein endliches Intervall. Wir setzen 

\(pn\N,a;——-) für u<x<v, 
q>„(N, a,I; x) = y \ v-u ) 

[ 0 sonst 

(vjv < « S Vjy+J und F(N, a, I) bezeichne das mittels der Transformation y = (v — u)x 
erhaltene Bild von F(N, a) im Intervall /. 

Es ist 

(2.25) mes(F(AT, a, /)) > 2~1 mes ( / ) . 

Für die Treppenfunktionen (p„(N, a, I; x) bestehen die Beziehungen 
V 1 

(2. 26) ^(p¡(N, a, /; x)(pj(N, a, I; x)dx = m e s ( / ) (*<p,(N, a; x)(pj(N, a; x)dx, 
« ó 

V 

(2.27) \<p„(N,a,I;x)dx = 0. 
a 

Für x£ F(N,a,I) existieren offensichtlich von x abhängige Indizes n(x), m(x) 
(vN < n (x) < m (x) ^ v l V +J derart, daß 

I»(x) a 
(2.28) 2 cn,<p„,(N,a, I;x)^C 2 / v w + r - v w + r _ 1 2 ' » + ' - 1 c V j ¥ + r 

l~n(x) r= 1 

gilt. 

§ 3. Beweis des Satzes II im Falle Z yvk",k2k = 
/t=o 

Ist 

k = 0 

so existiert eine im strengen Sinne monoton wachsende Indexfolge {Nm} (Nl =4 ) , fü r 
welche die Abschätzung 

(3.1) " ' " 2 r " " V v J V m + r - + r S 1 ( m = 1 , 2 , . . . ) 
r = l "n> 

gilt. 
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Mittels Induktion werden wir ein in [0, 1] orthonormiertes System von Treppen-
funktionen On(x) (« = 1,2, ...) und eine Folge von einfachen Mengen Fm(Q[0, 1]) 
(m = l , 2, .. .) mit folgenden Eigenschaften konstruieren: 

a) Die Mengen Fm sind stochastisch unabhängig und fü r jedes m gilt 

(3.2) m e s ( f j > i ; 

b) die Summe 
viVm+, 

2 «„<KW 
LT = VJY + 1 

läßt sich derart in 
vNm+1 2 

' = vJVm
 + 1 

anordnen, daß es für jedes x£Fm Indizes nm(x), mm(x) ( » » „ < » , W < f f l , W s v i , i i ) , ) 
gibt mit 

mm(x) 
(3.3) 2 an,4>ni(x)^c. 

I = "m(*) 

Es sei zunächst 

d>„(x) = sign sin 2"nx ( l g « s v i V i ) . 

Wir teilen das Intervall [0, 1] in endlichviele Teilintervalle / r ( l s r = f ? ) derart ein, daß 
die Funktionen On(x) (1 ^ vNi) in jedem 7r konstant sind. Wir wenden den Hilfs-
satz IV mit N=N}, a = N1 — Ni, c„=an (vlV] < « Ä VjV2) an und setzen 

(x) = 2 <p„(NuN2-NuIr) x) (vA,, < n vNl), 
r = 1 

Fi = Ü F(NuN2-NuIr). 
i - = I 

Aus (2. 26) und (2. 27) folgt, daß die Treppenfunktionen On(x) ( l S n ^ v J in [0, 1] 
ein orthonormiertes System bilden. Aus (2. 25) folgt, daß (3. 2) fü r m = \ erfüllt ist. 
Aus (2.28) und (3.1) folgt, daß b) für m = 1 richtig ist. Die Menge-i^ ist offensichtlich 
einfach. 

Es sei / i ( > l ) eine natürliche Zahl. Wir nehmen an, daß die Treppenfunktionen 
®„(x) (1 V n J und die einfachen Mengen Fm(Q [0, l ] ) ( l s m S ( i - l ) schon derart 
definiert sind, daß diese Funktionen in [0, 1] ein orthonormiertes System bilden und 
die Mengen Fm stochastisch unabhängig sind, ferner daß (3. 2) und b) für m = 1, ... 
..., fi — 1 erfüllt sind. Dann kann das Intervall [0, 1] in endlichviele Teilintervalle Js 
( l s j ä f f ) eingeteilt werden derart, daß in jedem Js die Funktionen On(x) ( l S n S vNj 
konstant bleiben und jede Menge Fm (1 die Vereinigung gewisser Js ist. Wir 
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wenden den Hilfssatz IV mit N = Nll,a = Nß + l—Nll, c„=an (vNii < n g v^ + () an und 
setzen 

rt 
= 2 , Nll+l —N,,, Js; x) (rivM < f f S v^ +,), 

,S — 1 

¿V = Ü H A ' , , , yV,, , ./,). 
s = 1 

Aus (2. 26) und (2. 27) folgt, daß die Treppenfunkt ionen 0,,(A) (1 „ =g VjV(i+- /) in [0, 1] 
ein orthonormiertes System bilden. Aus (2. 25) folgt, daß (3. 2) fü r m = p erfüllt ist. 
Aus (2. 28) und (3. 1) folgt, daß b) f ü r m = p. richtig ist. Fß ist offensichtlich einfach 
und die Mengen Fm (m = 1, . . . , / / ) sind stochastisch unabhängig. Durch Indukt ion 
erhalten wir also das System {$„(*)} und die Folge {Fm} mit den erwähnten Eigen-
schaften. 

Wir betrachten die unter b) angegebene Anordnung 

(3 .4) J X , ® „ , ( - v ) 
1 = 1 

der Orthogonalreihe (5), deren Existenz soeben bewiesen wurde (hierbei setzen wir 
/z, = / f ü r / = 1, ..., vNt). Ist x £ l i m Fm, so besteht (3. 3) fü r unendlich viele m. Wegen 

T1—*o3 

v J V m < « m ( x ) < w m ( x ) ^ v W m + 1 (w = l , 2, .. .) folgt daraus, daß die Reihe (3. 4) im Punkt 
x divergiert. D a die Mengen Fm stochastisch unabhängig sind und (3. 2) f ü r jedes m 
gilt, ergibt sich durch Anwendung des zweiten Borel—Cantellischen Lemmas 

mes( l im Fm) = 1. 
n —» oo 

Also divergiert die Reihe (3. 4) in [0, 1] fast überall. 
Dami t haben wir den Satz II im Falle 2 = 0 0 bewiesen. 

§ 4. Hilfssätze für den Beweis des Satzes IL im Falle 2 ~ 0 0 

fc = 0 

H i 1 f s s a t z V. Es sei {<p*(x)} (k = 1, ..., 2 K ) ein im Iniervall [0, ä] orthonor-
miertes System von Treppenfunktionen, ck (k = 1, ..., 2K) reelle Zahlen, I, =(«,, v,) 
(Q[0, fl]) (1=1, ..., L) paarweise disjunkte Intervalle gleicher Länge / mit LI<ä, 
ül+1^v, (1=1, ..., L— 1), q¡ positive Zahlen und q2 = q2 + ... + qI- Wir nehmen an, 
daß jede Funktion qjk(x) in jedem 7, konstant ist und für jedes I Indizes x,(/) , y.2(l) 
existieren mit 

cly1(x) + c¿PÁx)+ ... +c¡„(0+1^,|ll+l(í)§5| . 

und 
c2x2(l)92x2(¡)(x) + ClxAD + lVlr^D + ii*) + ••• +c2KT2K(X) ^ ~ C'l 

für xd / , (/=1, ..., L). Dann gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System von Treppen-
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funktionell ipk(x) (k = l, ..., 2K) und paarweise disjunkte Intervalle /,=(«,, v,) 
(^[0, 1]; 1=1, ...,L) mit M( + 1St>, (/=1, ..., L - l ) derart, daß 

Ci Vi (x) + c3 <p3 (x) + ... + c2xiU)+, +1 (*) - > 

(x)+...+c2Kcp2K(x)^-^2lQ 

für x £ J, und 

m e s = Y Î T V ( / = 1 , . . . , L ) 

bestehen. Weiterhin ist jede Funktion cpk(x) in jedem I, konstant. 

Einen ähnlichen Hilfssatz habe ich schon früher benützt1 8) . 

B e w e i s d e s H i l f s s a t z e s V. Es sei q0 = u0 = v0= 0, pL+l = 
= v L + j = a und 

L + 1 

s = 2 (ü,-v,.,). 
/= I 

Wir setzen: 

«, = 2 - 1 ß - 2 Z ß i + 2 - 1 s - t ¿ f o - S , . , ) • ( / = 1 , . . . , L + 1 ) 
1 = 0 ¡=1 

und 

»« = 2-1*?-2 Ze,2 + 2-'ä-' ¿ ( ¿ , ( / = 0 , ..., L). 
;=o ¡=1 

Es ist 0 = ü 0 = «i = •••S M i ' < i ) t ^t t 1 . + 1 = 1. Es sei / , = (w(, V,) ( / = 1, ... , L) und 

+ .Y6(üi,m, + I) (/ = 0. . . . , L), 

+ *€(«„»,) (1=1, ...,L), 
Qi \ Qi / 

0 sonst 

Offensichtlich erfüllen diese Funktionen und diese Intervalle alle die erfor-
derten Bedingungen. 

Damit ist Hilfssatz V bewiesen. 

H i 1 f s s a t z VI. Es sei a ( s 5 7 6 ) eine durch 16 teilbare natürliche Zahl, b eine 
positive ganze Zahl und {d„} (n = 1, ..., ab) eine positive, monoton abnehmende Zahlen-
folgemit d0-1)a+J = dia(j=l, ...,a; i = 1,..., b) ; m(k) bezeichne die A nzahl derjenigen 
Indizes n, für welche (k — 1 )d\h < d„ S kd^b besteht und es sei 

N = 2 km(k)(^ab). 
As 1 

, 8 ) K . T A N D O R I , Über die Divergenz der.Orthogonalreihen. Publicationes Math. Debrecen, 
8(1961), 291-307. 
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N ist durch 16 teilbar und im Falle d2
b^A~1dl (A >0) gilt 

(4.1) ab(A + 1). 

Man kann ein im Intervall [0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen f„(x) 
(m = 1, ...,ab) mit der folgenden Eigenschaft angeben. Es gibt paarweise disjunkte 
Intervalle Jk = (<xk, ßk) (Q[0, \]) (k=\, ..., M) mit zk + l ^ ß k , 

(4.2) M s l ^ 2 , 

(4. 3) max (mes (Jt), ..., mes (J M ) ) ä 2 min (mes (Jt), ..., mes (J M ) ) 

und 

(4.4) ¿ m e s ( 7 4 ) = i 

k = 1 

derart, daß jede Funktion fn{x) in jedem Jk konstant ist. Weiterhin hat die Summe 

ab 2 djn(x) 
n=l 

eine Anordnung 
ab 

2 dmJnJx) m=l 

derart, daß es für jedes k (k = 1, ..., M) Indizes m^k), m2(k) gibt, für 
die im Falle x£ Jk die Funktionswerte /„2w_,(x) (p=l, ..., mx(k)) positiv und die 
Funktionswerte fniu(x) (p = m2(k), ..., 2~' ab) negativ sind und 

r nn(k) I ab .12 i i A2 " 
(4.5) 2 d ^ J ^ ^ D ] 2 d i 

/1 = 1 L N = T N J 

bzw. 

2^'ab F ab J 2 V I ¿2 

(4. 6) 2 d„2JnJx) S - D \ 2 dl log2 
„ = m2(k) * L»=l "n 

mit einer positiven, von a. b, {c/„¡- und x unabhängigen Konstante D gelten. 

Einen ähnlichen Hilfssatz habe ich schon vorherig mitgeteilt19). 

B e w e i s d e s H i l f s s a t z e s VI. Nach der Definition von N besteht 
(4. 1). Bezeichne g^p; x) fü r / = 1 , ...,2p mit p = 2~lN die im Hilfssatz I erwähnten 
Funktionen. Nach ihrer Definition und nach (2. 5) gilt 

8,(Pl -v) = y, k _ . l / _ P
l _ ] / 2 für xf- {k=\, l=\, ...,2p), 

'») S. loc. cit. '»). 
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WO 

(4 .7) V, (1=1,...,2p) 

ist. Es sei g,(p\x) = g,(p; x) (1=1, ..., 2p - 1) und g0(p; x)=g2p(p; x). 
Für jedes n ( « = ] , ...,ab) .bezeichne qn jene natürliche Zahl, fü r welche-

( 9 . - 1 K ' b ^ S t f Ä besteht. Offensichtlich ist qi+ ...+qab = N, 
2 \ q„?iqn+l ( / i = l , ...,ab) und qn= 1 ( ( A - l ) f l < n s A a ) . Die Zahlen_ 

\,2, ...,j,a+\ ,a+ 2, 2a+\, 2a+ 2, ...,2a+~, ... 

..., (b— l ) a + 1, (b— l ) a + 2, ...,(b-l)a+~ 

a , Ö 3 a « 3 
— + 1. - 4 + 2 , ..., j a, a + — + 1, « + — + 2, . . . , a + — a, 

2a + ~+\,2a+~ + 2, ...,2a+ ... 
4 4 4 

..., (b-2)a+^+ 1, (6 - 2)o + + 2, ..., (b-2)a+~a, 

(b-\)a + ~+ I, (b-l)« + - | + 2, ...,(b- 1 )a+ja, 

3 3 
(b- \)a + -a+ 1, (b- \ )a + — a + 2, . . . , ¿>ö, 

+ 0 + 1 , ( 6 - 2 ) 0 + ^ - 0 + 2 , . . . , ( ¿ - 1 ) « , 

3 3 
(b-3)a + — a+\,(b-3)a + — a + 2,...,(b-2)a,... 

3 , 3 „ 3 , 3 
.... a + — a + I, a + — a + 2, . . . , 2a, — a + 1, — a + 2, ...,a 

4 4 4 4 

bezeichnen wir in dieser Anordnung mit rtm (m = 1,..., ab). Nach dem Obigen ist f ü r 
jedes /i qni+q„3 + •~+q„2t,_\ = 1„2 + <?„„ + ••• + <7„2m- Sei qno = qni = 0 und dann, 
setzen wir 

LlH->(x) - — 2" g2i + t('P',x) (n=\,...,2~]ab) 

und 
, (i„0+</„, + ...+i„,M_2+</„,(i-i 

/„2u(.v) = - _ 2 v) Oi=l. ...,2-iab).. 
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Offensichtlich bilden diese Treppenfunkt ionen in [0, 5] ein orthonormiertes Sys-
tem und jede Funktion ist in jedem Intervall ((Ar — \)p~x, kp~(k = 2~ x3p - f1 , . . . 
...,2~15p) konstant. 

Es sei x 6((Ac — l)p~x, kp-1} (2~x3p<k^2~x5p). Dann gibt es natürliche 
. Zahlen ^ (Ar), p2 (Ar) derart, daß 2 (qn, + q„3 + ... + q„2ti _ (k) _,) ^ Ar - p < 2 (q„t + q„3 + ... 
• • • + ?n2 ,„<*,-.+ 9„2Ml<<t) + b z w . 2(q„2 + q„< + ... + qn2^k)_,) < A' - p * 2(q„2 + q,u + ... 

1"2ц2(к)- 2 

N-2 
2 - ' ah 

2 ?«1(. V = »1(k)-2 
• к —p 

Da nach dem Obigen 4 _ 1 /V + 1 ^k— pä4~x3N und 

> 

2 - 'ah 

N-2 2 

8-'ab 

2 In /1=1 

2 - 'ab 

2 ч.7н /i = 8-13ai)+l 

8 ~ l 3 a b 

• w , 2 
2 - l ah 

2 ii = 8" 'ah+ 1 
= 8 - ' 3 /V 

ist, ergibt sich 3ab bzw. 8 " 1 ab + 2 S p2(k) s 8 " 1 3ab + 1 und pt(k) 
bzw. p2(k) n immt alle ganzzahligen Werte aus dem Intervall [8~ xab, 8 " 1 Зой] bzw. 
[S~xab + 2, 8_13oZ>-)-1] an. Nach der Definition der Funktionen f„(x) sind die Funk-
tionswerte /„2M_,(x) (p = 1, ..., Pi(k)) positiv bzw. die Funktionswerte J„2ti(.x) 

.(p = p2(k), ..., 2~xab) negativ; auf Grund von (4 .7) ergibt sich durch einfache 
Rechnung 

2 l o g -
ii = l 4 4n: 

N 

N 

(4. 8) 

und 

(4. 9) 
il2n2(k)-2 

Es seien Art <Ar2 < ... < k f t jene natürliche Zahlen Ar, fü r welche 2 - 1 3 p < k s. 2 " ' 5 p 
und 2(q„t + q„} + . . . + . , ) ^ k - p gilt. Offensichtlich ist M=p — 4~lab^4~iN. 
Nach den Definitionen von Pi(k) und p2(k) gilt fi\(kt) = — 2, also 2p } (Ar,) + 1 < 
<2p2(kj) — 2 ( / = 1 , ...,~M). Nach dem Obigen ergeben sich mithin aus (4. 8) und 
(4. 9) fü r x£7* = ((k,-l)p-x,kip-x)(i=\, ...,M) die Abschätzungen 

12" d„2JnJx) ^ - }\/Ndah log-

2 log 
N 

umd 
2-'ab 

2" d n J n ( x ) ^ - y - i N d a b log 
N 

Durch Anwendung des Hilfssatzes V mit 

Qi = y N d a h l o g -
^ 4\ 

N 
I; = If ( l = l j . . . , M ) , e = 

Л2щ(к,)+ 1 

' M 
2 ei ¡=i 
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«ergibt sich ein in [0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen {/„(*)} mit 
folgender Eigenschaft: Es gibt paarweise disjunkte Intervalle /, = («,, v ) (<Z [0, 1]) 
< / = l , . . . , M ) mit u i + i ^ V i und 

<4.10) 

so daß im Falle _v Ç die Ungleichungen 

mes (I,) = j e~26i, 

(4.11) 

und 

<4. 12) 

fi(fci) , 

2_ dniJniit{x) ,ti = /i2(lt,) 

bestehen. Weiterhin ist jede Funktion f„{x) in jedem /,• konstant . 
Nach dem Obigen ist 4~ lab +1S 2pi{k) + 1 ^ 4 " l3ab + 1 und fü r 2~ l3p + 1 < 

-<A:<2~ 15p n immt 2/i1(fc) + l jeden Wert 2r + 1 ( 4 - 1 a 6 + 1 < 2 r + 1 <4~ 13ai> + 1 ) 
genau 2<7„2r+]-mal an, somit nimmt 2p1(ki) + l fü r l^i^M jeden Wert 2r + l 
(4 _ 1ab +1 i 2r + 1 -13ab - 1) genau (2qn i r + l - l)-mal an. Daraus folgt, daß 
<7„2„,(t() + , f ü r 1 S / =s m jeden Wert qu-l)a+l{j=\,...,b) genau 4 " 1 a (2 qu _, )a + - 1 )-
mal annimmt. Daraus erhalten wir 

g a s - ^ / w 2 a q ( y - i l a + , log 2 
N 

Q u - l ) a + l -

/— Y ab N 
- ' T H 2qndlb l og 2 

YI N 

[_n = l 

2 qA log2 

."=1 qn
aab 

:î 
J • 

:SOmit ist 

<4.13) 

Aus (4. 10) ergibt sich 

<4.14) 

± 

Ln=i dl 

M 2 mes (/,) = î=I 

Mit geeigneter Einteilung der Intervalle /,• bekommt man paarweise disjunkte Inter-
valle Jk = (a.k, ßk) (k = 1, ..., M) mit ak + 1 ë ß k , f ü r die (4. 3) erfüllt ist. Jede Funk-
t ion f„(x) ist offensichtlich in jedem Jk konstant und auf Grund von (4. 11), (4. 12). 
<4. 13) und (4. 14) sind (4. 4), (4. 5) und (4. 6) erfüllt. Wegen (4. 10) ist 

2 ~ 1 M ~ 1 l o g 2Ntéî m e s ( / i ) s 2 ~ 1 M " 1 l o g 2 ^ 0 = 1 , . . . , M ) , 

:man kann also M derart wählen, daß auch (4. '2)'besteht. ' 
Damit haben wir Hilfssatz VI bewiesen. 
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Н i 1 f s s а t z VII. Es sei e eine positive Zahl, а{Ш 576) eine durch 16 teilbare 
natürliche Zahl, b eine positive ganze Zahl und {d„}(n = 1, ..., ab) eine positive, monoton 
abnehmende Zahlenfolge mit i/(i_,)a+J- = dia ( j = 1, ..., a; i=\, ..., b); m(lc) bezeichne 
die Anzahl derjenigen Indizes n,für die (k—\) d2

b <= с/2 ё kd2
b besteht und sei 

N= 2 km(k)(^ab). 
ks 1 

N ist durch 16 teilbar und im Falle d2
b ^A~ldj (A >0) gilt N^ab(A + 1). Man kamt 

ein im Intervall [—1 — e, 1 + e ] orthonormiertes System von Treppenfunktionen hn(x) 
(n = 1, .... ab) mit folgender Eigenschaft angeben: Es gilt 

1 +£ 

| hn(x)dx = 0 (n= 1, ..., ab); 
- 1-е 

es gibt paarweise disjunkte Intervalle 6k (k = \, ..., 2 M ) gleicher Länge mit 

(4.15) 2M^a2b2(A + l)2 

und 
2 M 

(4.16) 2 m e s ( ^ ) = 2, 

k = 1 

jede Funktion h„(x) ist in jedem Sk konstant. Weiterhin hat die Summe 

ab 2 d„h„(x) 
n= 1 

eine Anordnung 
ab 
2 d„mh„m(x) m= 1 

derart, daß es für jedes к ( \ = k^k 2M) Indizes mx (k) bzw. m2(k) gibt, für die int 
Falle x 6 Sk (к = Л/+ 1, ..., 2M). die Funktionswerte /г„2[1_|(х) (p = 1, ..., m,(fc)) 
positiv und im Falle х£дк (k = 1,..., M) die Funktionswerte h„2it(x) (p=m2(k), ... 
..., 2 " ' a b ) positiv sind und 

-A 

2 .,(*) = ] 
2 " 'ab 

2 dnJin2ti(x)r,R ц = m2 (k) 

."=1 n 

gelten, wobei R eine von s, a, b, {dn} und x unabhängige positive Konstante ist. 

B e w e i s d e s H i l f s s a t z e s VII. Die Bezeichnungen des Hilfssatzes Vi. 
wollen wir beibehalten. Es sei à = min (mes ( / , ) , . . . , mes (JM)). Wir setzen 3 t = 
= (ak, + c ) (k= 1, ..., M). Diese sind paarweise disjunkte Intervalle gleicher Länge: 
und wegen (4. 3), (4. 4) gilt 

M 
1 > S = 2 m e s ( 4 ) s 4 - 1 . 
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Mit ôk(k = 1, ..., M + 1 ) bezeichnen wir der Reihe nach die Intervalle [0, a j , 
[otj + ff, a2], . . . , K - ! +.tr, aM], [aM + a, 1]. Es sei u 0 = 0 , w,=ct, + a (1 = 1,..., Af) und 

Wir setzen 

1 + 1 - ^ 2 m e s & ) ( / = 0 , . . . , M + l ) . 
1 —O fc = l 

+ S - l ( / - l ) < R S A - < 5 - ' T O ( 1 = 1 , . . . , M ) , 

A„(x) = —/;„( —x) für — 1 — £ - = x < 0 (« = 1, ..., ab). Weiterhin bezeichne ök für 
k = M+l, ...,2M die Intervalle (S~l(k-M-IV, S " \ k - M ) a ) , während für 
k = \, ..., M das durch die Transformation x = —y entstehende Bild von ök 
{k = 2M, 2M — 1, ..., M + 1). 

Auf Grund des Hilfssatzes VI sind alle Bedingungen des Hilfssatzes VII fü r diese 
Funktionen und Intervalle offensichtlich erfüllt. 

Es sei nun / = [«, t>] ein endliches Intervall. Wir setzen 

u n 1 + £ n , \ V + U \ ihn[2 x - ( l + e ) I, w < x < u , 
h„{I-,x) = <\ \ v — u v — u) 

0 sonst 

v — u v 4- u 
(n = 1, ...,ab); ôk(I) bezeichne das durch die Transformation x = — r vH r — 

2(1 + e ) 1 

in [u, u] entstehende Bild von Sk. Offensichtlich gelten die Beziehungen 

(4.17) mes (<5k(/)) = ^ ^ mes (A), 
V 1 +£ 

(4. 18) J h„(I; x)hm(I- x) dx = ^ ^ J hn(l-, x)hm(I; x) dx 
- 1-E 

und 
v 

(4.19) \hn(I-x)dx = 0 (n=\, ...,ab), 
u 

weiterhin gibt es fü r jedes k (l^ks2M) von k abhängige Indizes my(k) bzw. m2(k) 
derart, daß im Falle x£ök die Funktionswerte Än2(i_t(/; x) (¡i — 1, ..., m,(/:)) oder die 
Funktionswerte / / „ ( / ; x) (/.i = m2(k), ..., 2~~iab) positiv sind und die Ungleichungen 

i 
»ii(ft) T ab f]2 i 4-/V2 ~|2 

(4.20) £ d ^ . K ^ X I ; x ) S Q [ 2 / , 2 l o g 2 ^ di J ' 



Î 92 
K. Tandori 

oder 

2-'ab r ab A2 \ \ J2 

(4- 21) 2 d„2h,nß-, x ) - ß 2 dl log2 

>i=m2( k) L"=l tl J 

mit einer positiven, von a, b, {d„} und x unabhängigen Konstante Q bestehen. 
Es seien ( 4 ^ ) r 1 < . . . < < . . . ganze Zahlen und {c„} eine positive, monoton abneh-

mende Zahlenfolge, für welche die Bedingungen cVr.+1 s Al~1cvr| (/ = 1, 2, ...) und 

(4.22) vri + i s v ? ( ( ^ + l ) 4 ( / = 1 , 2 , . . . ) 

mit positiven A( erfüllt sind. Wir werden zwei Folgen {N,}, {Mt} von natürlichen 
Zahlen mit 

(4.23) N ^ v t X A i + l ) 2 ( / = 1 , 2 , . . . ) 

und 

(4.24) M , ^ » , , . , ( / = 1 , 2 , . . . ) 

definieren. Es sei M1=vn. Wir wenden den Hilfssatz VI mit a = M1,b = vri — \, 
d(i- i)M,+j = Cd+Dv;., ( ' = 1, •••> v f l - l ; y ' = l , ..., v r i) an. Die entsprechende Zahl 2M 
bezeichnen wir mit . Nach (4. 15) ist (4. 23) erfüllt. Sind die Zahlen Af1, ..., M i o _ 1 , 
N,, ...,N, -1 Oo > 1) derart definiert, daß die Beziehungen (4. 23) und (4. 24) f ü r 
/ = 1, ..., /0 — 1 bestehen, so sei Mio jene mit 16 teilbare natürliche Zahl, fü r welches 

vr(o — 1 6 < M , 0 ^ i vr.Q gilt. Wegen (4. 22) und der Induktionsannahme ist 
(4. 24)' für / = /0 erfüllt. Dann wenden wir den Hilfssatz VI mit a = Mio, b = vr(o — 1, 
d ( i - i)M t 0+j = c((+i)vrio ( ' = 1 , •••» v r i o - 1; y = l , •••' ^ J a n ; d i e entsprechende Zahl 
2M bezeichnen wir mit Nig. Es sei Nio = NioNio_1. Nach (4. 15) ist (4. 23) auch 
fü r / = /0 erfüllt. Die Folgen {.A^}, {M^ ergeben sich somit durch Induktion. 

H i 1 f s s a t z VIII. Es sei {r,} eine Folge von natürlichen Zahlen 
(4Sr1<r2<-<i'i<-) und {cnj eine positive monoton abnehmende Zahlenfolge: wir 
nehmen an, daß cVr +l ^ A f1 cVr ( / = 1 , 2 , ...) und (4. 22) mit positiven Ai erfüllt sind. 
{Mi}, {Ni} seien Folgen von natürlichen Zahlen (definiert wie in obigen), für die 
(4. 23), (4. 24) erfüllt sind, die Mi seien außerdem durch 16 teilbar ( / = 1 , 2, ...,). Es 
seien i0 ( > 1 ) , a* natürliche Zahlen. Man kann ein im Intervall [0, 1 ] orthonormiertes 
System von Treppenfunktionen cpn(i0, a*; x) = cpn(a*; x) (v n vri + (vrj — 1) 
M^Ni-!; / 0 ^ / S / 0 + a*) mit folgenden Eigenschaften angeben: 

Es gilt 
I 

(4.25) \9n(a*;x)dx = 0; 
ö 

es gibt Nio+a. paarweise disjunkte Intervalle It(a*) ( ^ [ 0 , 1]) gleicher Länge mit 

(4.26) *2° m e s ( / , ( « * ) ) > ! ; 
I — 1 ^ 
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es gibt ferner eine Anordnung 

( v „ , o - l ) M , 0 i V , 0 - , + ... + ( v % + o , - l ) J W 1 . o + 0 , i V l o + ( , , _ 1 

2 <V¡ív («*;*) )¡=i k
 * 

der Summe 
„ . V r ; + ¡ + ^ V r , - j . ¡ _ 1 +1 - i ü* 'o+1 'o+ 0 0 » 

2 2" cnq)n(a*;x) 
; = o » = v r , o + l + i . 

derart, daß für alle Indizes l natürliche Zahlen k^l), k2(l) existieren, so daß die Funk-
tionswerte <pn¡{a*; x) (kx{l)tkk-^ik2(l)) nicht-negativ sind und die Untere Abschätzung-

M D "o + a» r *r,-l _ 
( 4 . 2 7 ) 2 cak<pKk(a*;x)*i 2 2 r ' U - i 2 MiCfm+l)Vr¡ ( x € / , ( « * ) ) 

k=ki(0 ¡ = ¡o L '" = 1 J 

mit einer von i0,a*,x und von der Folge {c„} unabhängigen positiven Konstante r¡ 
gilt. Außerdem ist jede Funktion <pn(a*; x) in jedem It(a*) konstant. 

B e w e i s d e s H i l f s s a t z e s VIII. Wir werden durch Induktion nacha* 
schließen. Wir zeigen zuerst die Behauptung für a* = 0 . Es sei elo ( < 1) eine positive 
Zahl. Wir teilen das Intervall [0,1] in Teilintervalle II (/1 = 1, ..., ^V io-i) 
gleicher Länge. Wir wenden den Hilfssatz VII mit s = eh, a = M¡0, b = vr(o— 1 
und = c ( ;+1 )Vr io ( / = 1 , ..., v r . o - l ; 7 = l , . . . ,M f o ) an; die entsprechende 
Zahl 2M bezeichnen wir mit Nio. Es sei weiterhin I'k + (x-IJN, (0) = Sk(I*) 
(k = l, ...,Ñio; ¿ = l,...,Ñio_j). 

Für jedes X (X= 1, ...,iV/0_i) bedeutet Zx die geordnete Menge der na tü r -
lichen Zahlen 

vr¡o + (X— l)Mi0 + 1, vr,Q + (X- 1)M i o + 2, . . . , vriQ + AM io, 

vf¡o + MÍQÑ¡a-i + (A — \)Mia+ 1, vr¡o + Mißi0-i + - l)Mia + 2, ... 

..., v„o + MioNio-i + XMio, 

vr¡o + 2MtoÑto-i + (X - 1 )Mio + 1, vr¡Q + 2M¡0Ñ¡q-Í + (X-1 )M¡0 + 2, ... 

.... vr¡o + 2MÍ0Ñi0-i + XM¡0, ..., vr¡o + ( v r i o - 2 ) M i o Ñ i o - ! + (X- 1)M ¡0 + 1, vr¡o + 

+ ( v r ¡ o - 2 ) M i o Ñ l o _ i + (X-1)Mi0 + 2, ..., vrio + ( v r ¡ o - 2 ) M ¡ 0 Ñ i a _ , + / t M i o 

und werden die Funktionen 

r 2 ( l + e , ) ~ p 

J h J l l ; x ) ( w = 1 ' - ' ( v " o - 1 ) M i » > 

der Reihe nach mit cpn(0; x) ( « € Z J bezeichnet. 
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Wegen (4. 18) bilden diese Treppenfunktionen in [0, 1] ein orthonormiertes 
System. Wegen (4. 19) ist (4. 25) fü r v r . o < n s vr,0 + ( v r . o - 1) M¡0Ñ¡0.1 erfüllt. Jede 
Funktion <p„(0; x) ist in jedem 7,(0) konstant. Wegen (4. 16) und (4. 17) ist (4. 26) 
fü r a* = 0 erfüllt. Es sei A eine natürliche Zahl (1 ^ A ^ T V ^ - J . N a c h d e m Hilfssatz VIII 
können wegen (4. 20) oder (4. 21) (wo die Glieder der Summen positiv sind), wegen 
der Monotonie der Folge {c„} und wegen (4.24) die Funktionen (p„(0;x) (nÇ.Zx) 
in eine Anordnung 9?„(t,;i)(0;*x) (fc = l , . . . , (v — l)Af ¡ 0) gestellt werden derart, daß 
für jedes / ((A — l)Nio<l?=XNio) Indizes m,( /) oder m2(l) existieren, f ü r welche die 
Abschätzungen 

m , ( l ) 

/1=1 
-oder 

2 c„(2fl-ux)(pn{2fl-ux)(0; x)^r¡2r JV/o-i 2 Miocfm+i)Vr] (*€/,(0)) 
m = 1 ° J 

'o ° 
¿j cn(2,i,;i)(Pi 

/1 = ">2 (i) 

r - , "1* 
7Vi0_! 2 Mi0C(„,+ i)Vr. ( x€ / , ( 0 ) ) 

L in=i 

mit f ? = ( 2 l / 2 ) - 1 ß gelten. Daraus ergibt sich unmittelbar, daß (4. 27) in einer gewis-
sen Anordnung fü r o* = 0 erfüllt ist. 

Es sei a ( > T ) eine natürliche Zahl.. Wir nehmen an, daß die Behauptung fü r 
= CL — 1 schon bewiesen ist. Es sei E,0 + i i(< 1) eine positive Zahl, f ü r die 

(4.28) '°2 ' m e s ( / , ( a - l ) ) — -
( = 1 1 + E ; 0 + CT / 

besteht. (Nach (4. 26) existiert ein solches s h + x . ) Wir wenden den Hilfssatz VII mit 

6 = e i 0 + a> a = + c 6 = Vr,0 + . - 1 U l l d i / ( i - l ) M i 0 + .+> = C(i+l)v,(o + . ( ' : = 1 > , -"» V r , 0 + : L - 1 ; 
_7 = 1, ..., Mio+ct) an ; die so erhaltenen Funktionen bezeichnen wir mit hm(x) 
(m = 1, ..., (vr. 1 )Mio+x) und die entsprechende Zajil 2M bezeichnen wir mit 
Nio+x. Es sei + = ¿ , ( / / « - 1 ) ) (k = 1, ..., ^ i o + a ; A= 1,..., Ä ^ + ^ J u n d 

<p„( a ; x) = <7?„(a-l; x) l )M,jV,_, ; / = ;'0, . . . , i'0 + a - 1 ) . 

Fü r jedes A (A= 1, . . . , M 0 + I _ i ) bedeutet Z;a ) die geordnete Menge der na-
tür l ichen Zahlen 

v r i 0 + . + ( A - l ) M - 0 + « + i , »'r(o + . + ( A - l ) A / i o + a + 2, . . . ,v , . o t „ + ^ M l i + I , 

-vr,o+. + Mio+xNio+x-1 + ( A - l ) M i o + I + 1, vr,o+ti + A/ i o + a^V / o + a_i + ( A - l ) M i o + a + 2 , . . . 

^V/o+a-1 + AM,-0 + «, 

' w r j 0 + . + 2M / 0 + a jV , 0 + B _ , + ( A - l ) A ? f 0 + « + l , vr.o + a + 2M, 0 + a iV , 0 + 3- i+ (A—l)M; 0 + a +2 , . . . 

. . . , vr(o+a + 2Ä7;o+0,jV,-o+C[_i + AM,-0+a, . . . , vr.o+a + (vri.o + t t - 2 ) M i o + a i V f o + C I - i + 

+ ( A - l ) M i o + a + l , vr.o4a + (»V,0+a
 — 2)Ä7,0+iJV,'0+«_ I + (A — 1) .Ä7,-0 +»+ 2, ... 

• • • > vn0 • « + Ov.-o •« - 2) Mo+«N i o+ a _ i + A M,0+a 



Über die orthogonalen Funktionen. X 217-

und werden die Funktionen 

der Reihe nach mit (p„(<x; x) (n £Z(*y) bezeichnet. Wegen (4. 18) und (4. 19) bilden 
die Treppenfunkt ionen <pn(a; x) (vr. « vr.,+ (v„ — lJM.-iV,-!; i = i0, -, *o + a ) 
[0,1] ein orthonormiertes System. Wegen (4.19) ist (4. 25) auch fü r die Indizes n mit 
v r . o + o t <« v r . o + a + ( v r . o + a - l ) M ¡ o + a Ñ í o + e i . í erfüllt. Jede Funkt ion (pja; x) ist in 
jedem /,(a) konstant . Wegen (4. 16), (4. 17) und (4. 28) ist (4. 26) fü r a* =a erfüllt. 
Es sei X eine natürliche Zahl (1 ¡ 0 + a i - l ) . Nach dem Hilfssatz VII können 
wegen (4. 20) oder (4. 21) (wo die Glieder der Summen positiv sind), wegen der 
Monoton ie der Folge {c„} und wegen (4. 24) die Funkt ionen q>n(a; x) (ji^Z^) in 
eine Anordnung <ppL(k,¿)(a; x) (k = 1, ..., (vrio+a — 1 )Mio+a) gestellt werden derart , daß 
f ü r jedes l {{X-\)Nio+ai-<I^XNio+a} Indizes rä,(/) oder m2(l) existieren, f ü r die die 
Ungleichungen 

r Vr , - 1 - i l 
m,(/) I 'n + « |2 
V ¿J ßt=l 

r r _ " " ' o - - 1 _ 2 y 

in = t '0T"J 

(xe/,(«)) 
und 

2-'(v,,o + . - l ) M . 0 + . ^ r + 2 "Ii 

2 Cn(2fl,;.)<pn(2„.v(<x; x)^tj2r'0+" jV,-0+a_i 2 Afi0+«c ( m + i)v r . „=m2(0 L "1 = 1 0 J 
( * €/,(«)) 

mit == ( 2 / 2 ) " ' Q bestehen. Daraus und aus der Indukt ionsannahme kann mit der 
im Beweis des Hilfssatzes III angewendeten Methode bewiesen werden, daß (2.27) 
auch fü r a* = a gilt. 

Dami t haben wir den Hilfssatz VIII bewiesen. 
Nach dem Hilfssatz VIII sind die Funkt ionen q>n(a*; x) (vr. — O M , - ^ . t ; 

i' = /0, ...,i0+a*) Treppenfunktionen. Daher kann das Intervall [0, 1] in endlich-
viele Teilintervalle Jt = ( a f , ß f ) (t= 1, ..., T) eingeteilt werden, derart , daß jede 
Funkt ion (p„(a*; x) in jedem Jf konstant ist. Fü r jene Indizes n v, ,+ I), 
f ü r welche die Funktionen <pn(a*; x) noch nicht definiert sind, setzen wir (pn(a*; x) 
der Reihe nach gleich den Funktionen 

T Y ß * 

2 sign sin 2 « ; r — ^ (q= 1 , 2 , . . . ) . 
i = i Pt — «i 

Wir betrachten die folgende Anordnung der Funkt ionen (p„{a*; x) (V,.q < « = v ( ) : 
wir stellen die Funkt ionen <pn(a*; x) (vr. < n s vn + (v,. — 1) MiNi_1; i = i0, ..., i0 +a*) 
in der im Hilfssatz VIII angegebenen Anordnung, während die anderen <pn(a*; x) 
n a c h diesen in beliebiger Anordnung folgen. 

Aus dem Hilfssatz VIII ergibt sich mithin der 

A 15 
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H i 1 f s s a t z IX. Wir nehmen an, daß die Bedingungen des Hilfssatzes VIII 
erfüllt sind. Dann kann man ein im Intervall [0, 1] orthonormiertes System von Treppen-
funktionen (pn(i0, a*; x) (vr vr . + 1) mit folgenden Eigenschaften angeben: 

I 

| (p„(i0, a*; *)i/x = 0 
ö 

und es gibt eine einfache Menge E mit 

(4.29) m e s ( £ ) > - ^ 

und eine Anordnung 

der Summe 

2 c <p (i0,a*-,x) 
k = vr. + 1 k " 

2 cncpn(i0,a*; x) 
n = vr. +1 

0 

*2 (x) i o+a* 1 _ 2 

2 c„kcpnk(i0,a*; 2 2" iV,_x 2 M fc ( m + i ) V r , 
=*i(x) i = i 0 L m = l J 

derart, daß für jedes x£E 

x2(x) 

2 
Ii =*,(*) 

mit gewissen x^x), k2(x) (V, < xi(x) < x2(x) — ,) gilt. 

Es sei I = [u, t>] ein endliches Intervall. Wir setzen 

x — u 
<p„(i0, a*, I; x) = \ V v-u J 

0 sonst 

in = vrio + 1 , ..., yri0+a*+1) u n d bezeichnen mit E(I) das durch die Transformation 
x = (v — ü)y + u enstehende Bild von E i n [u, u]. Offensichtlich bestehen dei Bezie-
hungen 

(4.30) mes ( £ ( / ) ) = mes ( / ) mes ( £ ) , 

V 

(4.31) \cpn(i0,a*,I; x)dx = 0 
¡4 

und 
V V 

(4. 32) J<p„0'o, a*, I; x)(pm(i0, a*, /; x)dx = mes(I)§<pn(i0, a*; x)cpm(i0, a*; x) dx. 
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Weiterhingibt es für xdE(I) von x abhängige natürliche Zahlen y-i(x), x2(x) 
(v,.,0<><i(*)<*2(*) = vr(0+„-+1) m i t 

*2M ¡0 + 0* r _ " ' f - 1 _ , 
(4.33) 2 Cn <p „(i0,a*,I;x)^ri 2 2"JV,_i 2 MiC?m + i ) V r \ ( * € £ ( / ) ) . 

f i = x , ( x ) k k i = i0 [_ m = l ' J 

§ 5. Beweis des Satzes II im Falle 2 ' Vkßvk2k< 00 

k = 0 

Für jedes k bezeichne pk die kleinste natürliche Zahl p, für die a2
k+l ^ 

Äv^Vp+jö^+i besteht. Mit kx <k2<... bezeichnen wir die Indizes, für die 
pkm > 2 (»i = l , 2, ...) gilt. Dann ist nach Annahme 

(5.1) 

Pkm-21" v f c m + ( + , M Pkm-2 

2 2 2 al log2 n S 2 2 2 ^ + i " " " a V t m t i + 1 | / v , m + i + 1 
n — 1 i = 1 |_n = + i + l J m = 1 / = 1 

S 2 Pkm2km+Pk-Vv^ma r ^ T - O O ) 2 ^ a V k 2'-
> » = 1 m L Vk„Vkm+pk_ J 4 = 0 

Es seien / x < / 2 < . . . < / , „ < ... die von v t n i + i ( / = 1, ...,pkm-2; m= 1 , 2 , . . . ) ver 
schiedenen natürlichen Zahlen. Dann ist al § v/~ V 3 fl

2 +i oder, im Falle 

flv, Svi^+p +1ÖV, +1 (pt >2), gilt lm+1^lm+p,m-l; es sei Äm = vlm+3 bzw. 'm+ 1 i Im m 

Wir nehmen an, daß (4) erfüllt ist. Dann gilt wegen (5. 1) 
- . 4 

Daraus folgt 

2 2 a l log2 n = °o. 

m = l | _ n = v1 + 1 J 

5 ~ T V'5m + S+' l i 
2 2 2 " l l o g 2 n = 

s = 0 m = 0 |_n = v + 1 J 

' 5m + s 

Es gibt also eine ganze Zahl s0 (Os i 0 s 4 ) , für die 

. . I r , '5m + s0+ 1 "|2 
2 2 al l o g 2 n = 

m = 01 n = v +1 I 
'6m + s „ 

besteht. Die Zahlen /6 + I , '2«+, > •••>'16 + . » ••• bezeichnen wir mit rur2, ...,ri} .... 
Für diese Folge ist (4.22) mit At = AS1+S0 offensichtlich erfüllt und 
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Daraus ergibt sich wegen der Annahme und wegen der Monotonie der Folge {a„} 
die Beziehung 

i 2 « [ v r | < i + J v n ] 2 = f ^ [ M - , V = CO, 

wo A';-! auf der Seite 214 definiert ist. Da M, s 2 _ 1 Af,~_1
1vr. gilt (Aff ist auch auf der 

Seite 214 definiert), ergibt sich endlich 

l~- V r ' -1 — T^ 
2 2 " hv , -_ , 2 

Also gibt es eine im strengen Sinne wachsende Indexfolge {Nm} (Af o=0), so daß 

(5.2) 2 2r ' I i 2 M,-Ov +jvr = 1 (/« = 0 , 1 , . . . ) . 
¡ = W M + I L J = I J 

Durch Induktion werden wir ein in [0, 1] orthonormiertes System {<p„(x)} von 
Treppenfunktionen und eine Folge von einfachen Mengen .Fm(iS[0, 1]) mit folgenden 
Eigenschaften definieren: 

a) Die Mengen EM (M = 0 , 1, ...) sind stochastisch unabhängig und für jedes M ist 

(5. 3) mes (EM) > J . 

b) Für jedes m gibt es eine Anordnung 

V rN„,+ l + l 

2 « » „ « M * ) 

der Summe 
VrN„+ , + 1 

2 
" = V „ + i + 1 

derart, daß für jedes x €£„, Indizes nm(x), mm(x) (vr < nm(x) < m „ ( x ) g v , + 1 ) 
1 m + 1 m + 1 

gibt mit 

m,„(x) 
(5.4) 2 S i ,(> 0). 

fc = nm(x) 
Es sei 

0>„(x) = sign sin 2n7ix (n = 1, ..., vri). 
Dann kann das Intervall [0, 1] in endlichviele Teilintervalle Is (s = I, ..., <r) eingeteilt 
werden derart, daß jede Funktion 0„(x)(« = 1,. . . , vr]) in jedem / s konstant ist. Wen-
den wir den Hilfssatz IX mit i0 = 0 , a* =N1 an. Wir setzen 

(T 
® » ( * ) = 2 V N I U N ^ I ^ X ) ( V R T - = N * IV ) 5=1 /V | + 1 
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und 

E0=\JE(IS). 
s = 1 

Nach (4. 31) und (4. 32) bilden die Treppenfunktionen i>„(x) ( l s n i v ^ j ) in [0, 1] 
ein orthonormiertes System. Nach (4. 29) und (4. 30) ist (5. 3) für m = 0 erfüllt. Wegen 
(4. 32) und (5. 2) ist es klar, daß auch b) für m = 0 erfüllt ist. 

Es sei nun m0 (=-1) eine natürliche Zahl. Wir nehmen an, daß die Treppen-
funktionen <B(JC) (n= 1, ...,v_ ) und die einfachen Mengen E0, ..., £ m n - i 

^ m o - l + l 

schon derart definiert sind, daß a) und b) für m = 0, . . . ,m 0 — 1 erfüllt sind. D a n n 
kann man das Intervall [0, 1] in endlichviele Teilintervalle/, = ..., t ) einteilen, 
derart, daß jede Funktion ®„(x) (1 ̂  n < vP ) in jedem Jt konstant ist und jede Nm _ t + 1 
Menge Em ( 0 ^ m == m0 — 1) die Vereinigung gewisser J, ist. Wir wenden den Hilfssatz 
IX mit i0 = Nmo_,,<? = Nmo - Nmo_, an und setzen 

T 

2<p,(N „Nm-N ltJ,;x) (v, ) 
(=1 m0~ 1 mo 

und 

Emo= U E{Jt). 
r = l 

Nach (4. 31) und (4. 32) bilden die Treppenfunktionen <J>„(x) (1 ) in [0, 1 
N„0+I 

ein orthonormiertes System. Nach (4. 29) und (4. 30) ist (5. 3) für m = m 0 erfüll t . 
Wegen (4. 33) und (5. 2) ist es klar, dass auch b ) f ü r m = 0, . . . ,m 0 besteht. Die Mengen 
E0, ..., Em sind offensichtlich stochastisch unabhängig. 

Das angekündigte Funktionensystem {<5„(x)} und die Mengenfolge {Em} mit 
den erwähnten Eigenschaften ergibt sich mithin durch Induktion. 

Wir betrachten die in b) angegebene Anordnung 

(5.5) 1 » A W (für ist nk = k) 
i = i 1 

der Reihe (5). Ist .vglim Em, so gilt (5. 4) für unendlich viele m. Daraus folgt, daß 

die Reihe (5. 5) im Punkt x divergiert. Wegen der stochastischen Unabhängigkeit 
der Mengenfolge {Em} und wegen (5. 3) folgt durch Anwendung des zweiten Borel — 
Gantellischen Lemmas 

mes (lim £•„,)= 1; 

d. h. die Reihe (5. 5) divergiert fast überall. 
Damit haben wir den Satz II vollständig bewiesen. 

(Eingegangen am I. Juni 1961) 


