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Einige Bemerkungen iiber die Tschirnhaussche Transformation
von Polynomidealen

Von WILFRIED NOBAUER in Wien

L. REDEl hat in seinem Buch [1] die Tschirnhaussche Transformation von Idealen
-eines Polynomringes in einer Unbestimmten definiert und einige Aussagen dariiber
gewonnen. Diesen Begriff wollen wir auf Polynomideale in n Unbestimmten verall-
gemeinern und weitere einfache Séitze dariiber beweisen. Insbesondere werden wir
sehen, daB er in einem gewissen Zusammenhang steht mit dem von mir eingefiihrten
Begriff des Vollideales (vergleiche [2]). _

Es sei ¢ ein kommutativer Ring mit Einselement und R = g¢[x,, x,, ..., x,]. Wir
bilden die direkte Summe von n Exemplaren von R und bezeichnen sie mit R,, die
Elemente von R, denken wir uns in Komponentenschreibweise geschrieben. Sind

a = (filx; o X So(xn o Xa) Sy e X))
b = (gl(xl xn)a g2(x1 ’\.n)! (RS g.n('\’l X"))'

zwei Elemente von R,, so definieren wir fiir sie die Verkniipfung ,,Komposition™
— wir driicken sie aus durch das Zeichen o — durch

. uOb:(j‘l(gl! "'7gn)?f2(gl7 -'-~,g,.), “'7f;l(gl7 :gn))

in Bezug auf diese Verkniipfung bildet R, eine Halbgruppe mit dem Einselement
Xy Xgy ey Xy) =1

Es sei nun A4 ein Ideal in R und t = (¢,,¢,, ..., #,) ein Element von R,. Man
-erkennt sofort, dafl gilt:

Die Menge aller Polynome k(x{,x,,...,X,)ER mit k(t) = k(t;,1,,...,1,)€EA
bildet ein Ideal in R, das mit A* bezeichner sei. '

Wir sagen, dal 4' aus A durch die Tschirnhaussche Transformation mit t her-
vorgeht.

Im Fall n=1 geht unsere Definition ersichtlich in die von REDEI gegebene iiber.

Wir wollen zunichst einige Rechenregeln fiir die Bildung der Tschirnhaus-
Transformierten von ldealen 4 zusammenstellen. Es gilt:

(1) (At)u:Auor.

Beweis. f(r)€(A) = fYE A~ fuct)€-A -~ f(r) € AMOL,
Weiter haben wir:
{2) Aus AC B folgt stets A°C B

‘Das ist unmittelbar einzusehen.
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Dal aber aus AC B nicht A'c B' folgen muf}, erkennt man an folgendem
Beispiel :
Es sei n =1, ¢ der Ring der ganzen Zahlen, 4 =(0), B=(x) und t =0. Dann giit:

At=(x), B'=(x), aber ACB.
Fiir eine beliebige lndéxmerige {v} bezeichnen wir wie iiblich mit N A4, den
Durchschnitt der Ideale A,, mit Z’ A, das von der Vereinigungsmenge der A, erzeugte

Ideal. Falls {v} endlich ist, dann bezelchnen wir mit H A, das vom Komplexprodukt
der A, erzeugte ldeal. Es gilt:

(3) (O A\.)t=f‘_]A‘v,
@) (S A2 4,
<) - (11 42 1] A,

"Wir beweisen diese Beziehungen folgendermaBen:
fenA4) — ADENA, — ft)ed, fir jedes.v —

— f)€A, fir jedes v — f(r)€N A
eI A~ f) = _Z1 g(1) mit g, (€ 4,

- S0 = Ze,) ~ OEZA <~ I A):
FOENT A~ f0) = 2 gi®)g0)-- &) mit g4 ~
~ )= Zatg. 80 ~ fOCT A ~ QT A).

" Es l4Bt sich aber weder in (4) noch in (5) das & Zeichen durch das Zeichen =
ersetzen, wie man an folgenden Beispielen erkennt:
Es sei n = 1, ¢ der Ring der ganzen Zahlen und {v} = {l,2}. Wir nehmen
A, =(x), A;=(x+1) und t =0. Dann erhalten wir:

A'l=(x) Az=(x).
Wir haben Z A, = (v, x+1) = R, daher (Z’ A} = R, weshalb hier in (4) nicht

-das Glelchheltszelchen gilt.
Weiter haben wir ]] A, —(v(,\ + 1)), daher (]] A,)' = (x), weshalb hier auch.

.in (5) nicht das Glelchheltszelchen gilt.
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Wir bezeichnen das Ideal A S R als Vollideal, wenn gilt: Aus f(r)€A folgr
S E A fiir jedes tER,.
Wir beweisen folgenden

Satz [Ist A Ideal in R, dann ist das Ideal (\ A* Vollzdeal von R, welches in A
rER,
enthalten ist und alle in A enthaltenen Vollideale umfaft. -

N At ist also das ,,groBte in A enthaltene Vollideal.
'ER,,

Beweis. Wirsetzen M A" = D. Wegen 4* = A-haben wir DS 4. Dal D
YER,
Vollideal ist, sieht man folgenderman,n ein: Sei f(r) €D und t€ R, sowie v € R,. Dann
haben wir

f)e et = (A4,
daher gilt f(t) € A%, woraus sich, da v beliebig sein kann, sogleich f(t) € D ergibt. Ist.
schlieBlich VS A4 Vollideal von R, so folgt aus f(r) €V stets f(r)€ VE A, also gilt.
V< Ay, also VED.
Aus dem Satz erhalten wir soglelch folgendes

Korollar. Das Ideal A von R ist dann und nur dann Vollideal, wenn gilt
A= N A"

rER,, oo

Bemerkung Die Tschirnhaustransformierte 4* eines Vollideales 4 braucht.
keineswegs wieder ein Vollideal zu sein. Dies erkennt man etwa an folgende m Beispiel :.

¢ sei der Ringder ganzen Zahlen und n=1. Es sei 4=(2) (das ist ersichtlich
ein ‘Vollideal) und t =0. Dann haben wir A'=(x, 2), was ersichtlich kein Vollideal
1st.

Eine naheliegende, aber anscheinend nur schwer zu beantwortende Frage ist
folgende: Wie kann man ein vollstindiges System der verschiedenen Tschirnhaus--
transformierten eines gegebenen ldeales A erhalten?

In Zusammenhang mit dieser Frage zeigen wir zunichst:

Das Einheitsideal R ist das einzige Ideal, das mit allen seinen Tschirnhaustrans--
Sformierten iibereinstimmt.

Beweis. DaB stets R =R gilt, ist klar. Sei andererseits A* = A fiir alle 1 € R,;
nach dem vorhin bewiesenen Satz ist dann A4 ein Vollideal, mit f(x,, x, ... x,) € 4 gilt.
also fiir beliebige u; € ¢ auch f(u,, u, ... u,) € A. Da auch fiir das Nullelement VER,
gilt A° = A, gehort jedes Polynom, dessen konstantes Glied zu A4 gehért, schon zu A4,
also haben wir insbesondere v, € 4, nach dem vorher festgestellten also e € A fiir das.
Einselement e von g, also gilt A =R.

Fiir ein beliebiges Ideal 4 von R bezeichnen wir mit A, diejenigen Elemente:
von R,, deren simtliche Komponenten zu 4 gehoren. Klarerweise ist 4, ein Ideal'in.
R, und man erkennt sofort, daB in Verallgemeinerung einer Bemerkung von [1] gilt:
Aust =) mod A, folgt stets A* = A®. Bezeichnet man also die Restklasse von r mod A4,
mit T, so ist stets At ein eindeutig bestimmtes Ideal. st insbesondere R/A endlich, so-
hat A nur endlich viele verschiedene Tschirnhaustransformierte.

Setzt man voraus, dafl 4 Vollideal ist, so ist die Kongruenzrelation mod A, auch.
cine Kongruenzrelation in der von R, in Bezug auf die Verkniipfung Komposition.
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gebildeten Halbgruppe (siehe [2]) und ‘man kann die Faktorhalbgruppe R,/A, nach
dieser Kongruenzrelation bilden, deren Elemerite eben die Restklassen 1 mod A, sind.
Wir zeigen fiir diesen Fall:

Genau dann gilt At = A, wenn t ein rechtsreguliires Element der Faktorhalbgruppe
R,[A, ist

Beweis. Seir rechtsregulir. Da 4 Vollideal ist, gilt ﬁjrf(r) € A stets f(r) €A,
also haben wir 4 & A, Ist umgekehrt S{¥) € AT, so haben wir f(r)€A4. Wir bilden
das Element

F=(f@), fQ), ... FANER,.
Fiir dieses gilt

f ot = 0 = DoT,

also =0, f(t) € 4. Daher gilt auch 41 C 4. .

Sei umgekehrt Ai=4. Gilt foT =gofT, so haben wir (f—g)or =0, also
{f—g)or = v mod 4,. Daraus folgt fiir alle Komponentenf,, g;von | bzw. g

fi—gi€A' =4

also f=g, weshalb T rechtsregulir ist.
Aus diesem Resultat kdnnen wir folgern:

Ist A Vollideal und R|A endlich, so gilt A" = A genau dann, wenn ¥ ein invertier-
bares Element der Faktorhalbgruppe R,[/A, ist

Beweis. Aus der Endlichkeit von R/A4 folgt, daB3 auch R,,/A,, endlich ist.
Bezeichnen wir die Menge der rechtsreguldren Elemente von R,/A4, mit N, die der
invertierbaren mit &, so gilt natiirlich 3 S N. Andererseits ist R eine Unterhalb-
gruppe von R,/A4, — das Produkt zweier rechtsreguldrer Elemente ist ja wieder stets
rechtsreguldr — mit der Einheit I'; da fiir t €} das f ot zusammen mit { alle Elemente
von R,/A, durchlduft, hat I ein Linksinverses D, und dieses ist, da es-ein Rechtsinver-
ses hat, rechtsreguléir, gehort also zu N. Deshalb ist R eine Gruppe und es gilt also
auch REJ.

Bezeichnen wir die Unterhalbgruppe der rechtsreguldren Elemente von R,/A,
‘weiterhin mit )i, so kdnnen wir noch sagen:

Wenn zwei Elemente von R,[A, zur selben Linksnebenklasse nach R gehéren, dann
ergeben sie dieselbe Tschirnhaustransformierte von A.

_ Beweis. Esseien b und ?‘Elemente von goN. Dann haben wir b = gor, und
1t = gor,, daraus folgt A®=4%=4"

DaB sich der soeben bewiesene Satz aber nicht umkehren 148t, also auch Elemente
aus verschiedenen Linksnebenklassen von R,/A, dieselbe Tschlrnhaustransformlerte
von A ergeben konnen, zeigt folgendes Beispiel :

Es sei n=1 und ¢ das Galoisfeld mit den drei Elementen 0, 1, 2. 4 sei das ldeal
(x3 —x), das ist ein Vollideal, denn es besteht aus den fiir alle Werte aus g verschwin-
denden Polynomen. Man erkennt leicht, dall R,/4, = R/A endlich ist und isomorph
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zur Halbgruppe ¥ aller eindeutigen Abbildungen von ¢ in sich. )i ist daher isomorph:
zur Gruppe der invertierbaren Elemente von 5, das ist die Gruppe &, aller Permu-
tationen der Elemente von ¢. Wir betrachten nun Polynome f;(x) und f;(x), die den

Abbildungen (gé?) bzw. (g%%) entsprechen. Wie man sofort erkennt, liegen.

diese Abbildungén in verschiedenen Linksnebenklassen von 5 nach &;, also liegen.
J1(x) und f,(x) in verschiedenen Linksnebenklassen nach i. Wir haben aber ‘
AT = 4T85 = (x2 —X).

Wir wollen schlieBlich noch ein einfaches Beispiel fiir ein ldeal geben, das
unendlich viele verschiedene Tschirnhaustransformierte hat. Es sei n=1, ¢ der Ring
der ganzen Zahlen, 4 =(0). Fiir g € ¢ haben wir dann:

A8 = (x—g)
wir erhalten also tatsdchlich unendlich viele verschiedene Tschirnhaustransformierte
fur A.
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