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Uber Teilbiinde der /-Gruppen)

Von J. JAKUBIK in Kogice (Tschechosiowakei)

Die Arbeit besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil (Abs. 1, 2) wird ein in [7]
gestelltes Problem iiber die Existenz gewisser Teilmengen X, einer vollstindigen
I-Gruppe X gelost (X, soll eine vollstdndige /-Gruppe aber kein Teilverband in X
sein). Im zweiten Teil (Abs. 4, 5) ist der Begriff eines a-Teilverbandes X, — X definiert
(wobei a eine unendliche Kardinalzahl ist) und es wird ein analoges Problem fiir
a-Teilverbiinde behandelt. Im dritten Teil (Abs. 6 — 11) untersuchen wir die Méachtig-
keit des Systems aller Teilmengen X, mit den erwdhnten Eigenschaften fiir den Fall,
wenn X ein Vektorverband (bzw. eine /-Gruppe) von endlicher Dimension jst.

Wir benutzen die Begriffe und Bezeichnungen aus [2]. Es sei X eine /- Gruppe
Die Ordnungsrelatlon die Verbandsoperatlonen und die Gruppenoperation in X
bezeichnen wir mit =, N, U, +. Es sei X, eine Untergruppe von X. Setzen wir
voraus, daf} (im Bezug auf die Ordnungsrelatlon =) X, eine /-Gruppe ist; dle Ver-
bandsoperationen in X, bezeichnen wir mit A, V.

2. Ist x€X,, setzen wir |x|y = (xU0)+(( x)U0), [xlx, = (xVO)+((—x)V0)
(vgl. [6], S. 28). Sind fiir X, X, die Voraussetzungen aus dem Abs. 1 erfillt, so ist
|x|x, = Ixly fir jedes x € X,. ‘

In der Arbeit von KANTOROWITSCH, WULICH und PINSKER [7] (S. 91, Problem 5)
wurde das folgende Problem aufgeworfen: Man soll solche vollstindigen I-Gruppen
X und X, konstruieren, daf fiir ein Element x € X, die scharfe Ungleichung |x|x, >
> | x|y bestehe, oder beweisen, dafi solche Ungleichung unmaoglich ist.

Es ist leicht zu zeigen, daBl die erwdhnte Bedingung der folgenden dquivalent
ist: es gibt ein Element x€X,, so daB xVO0 > xUQ. (Esist ndmlich |x|x =
=2(xU0)—x, x|y, = 2(xV0)—x.) In der Terminologie von [4] soll also X, nur
ein Teilbund (aber kein Teilverband) in X sein.

Die Losung dieses Problems ist im Abs. 3 gegeben.

3. Ist M eine nichtleere Menge, so sei F(M) die Menge aller reellen Funktionen,
deren Definitionsbereich M ist; F,(M) sei die Menge aller f¢ F(M), welche nur
ganzzahlige Werte annehmen. Die Operation + sei in F(M) und in F;(M) in der
iiblichen Weise (koordinatenweise) eingefithrt. Ist M ={1, 2, ..., n}, so konnen die
Elemente f¢ F(M) als n-Tupel {y,, ..., y,} ausgedriickt werden, wobei f(i)=y;.

Es sei jetzt M={1, 2,3}, X=F(M) und X, die Menge aller Elemente (x, y, z)
von X, wobei x,y beliebige reelle Zahlen sind und z = x+y. Dann ist X, eine

1) Einige Ergebnisse dieser Arbei wurden am II. Ungarischen Mathematischen Kongress (im
August 1960) mitgeteilt.
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(mit F({l,2}) isomorphe) /-Gruppe. Fiir das Element x = (I, —1,0)€X, gilt
xV0 = (1,0,1), xU0 =(1,0,0). X und X, sind vollstindige /-Gruppen (und
zugleich Vektorverbinde). Damit ist das im Abs. 2 erwihnte Problem (bejahend)
gelost.

Bemerkung. Dieses Ergebnis uber F({l,2,3}) wird auch im Abs. 9
benutzt.

4. Es sei a eine unendliche Kardinalzahl, S sei ein Verband, 4 — .S. Wir setzen
voraus, daf3 auch 4 ein Verband ist.2) Wir werden A einen a-Teilverbandvon S nennen,

wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: Ist B 4, B=a?), und existiert s =sup, B,
so ist zugleich s=sup, B. Untersuchen wir das folgende Problem: Es ist zu ent-
scheiden, ob es X und X, gibt, so dal} die Voraussetzungen aus dem Abs. 1 erfiillt
sind und X, kein a-Teilverband, aber fiir jede Kardinalzahl b <a ein b-Teilverband
von X ist.
5. Es sei a eine reguldre Kardinalzahl und w, die zu a geh6rige Anfangszahl.
Ferner sei W(w,+1)={bb<w,+1}=M, X =F(M). X, sei die Menge aller
- f€ F(M), furr die es ein Element x = x(f) €M, x # w, gibt derart, da} die Funktion
f auf dem Intervall [x, w,] eine Konstante ist. Es ist klar, daB fiir X, X, die Voraus-
setzungen aus dem Abs. 1 im Kraft sind.

Es sei BC X, B<a und B sei von oben beschrinkt in X. Offensichtlich ist X
eine vollstandige /-Gruppe, also existiert in X das Element sup B=/ und fiir jedes
X €M gilt h(x) = sup f(x) (f€ B). Da w, eine regulidre Ordinalzahl ist, gilt sup x(f)
(f€B) = xo<w, im M ([1], Satz 27’; [3], S. 130). Da # eine Konstante auf dem
Intervall [xq, wo] ist, gehdrt £ zu X, also ist zugleich supy B=h und X, ist ein
D-Teilverband von X fiir jedes b <a. Wir definieren fiir jedes x € M, x < w, die Funk-
tion £, € X, wie folgt: f.(1) =1 fiir 1 =x, £,(+) =0 fiir > x. Die Michtigkeit der Menge
B={f.} ist gleich a. Bezeichnen wir mit g (bzw. g’) die Funktion aus X, welche
folgendermaBen definiert ist: g(f)=1 fur 1€ M, t#w,; glw,)=0 (bzw. g'(t)=1 fur
jedes 1€ M). Dann gilt sup B=g, supy B=g’. X, ist also kein a-Teilverband von X.

Damit haben wir folgendes bewiesen:

5.1. Satz. Es sei a eine regulire Kardinalzahl. ‘Es gibt eine vollstindige
I-Gruppe X und eine Teilmenge X, C X, die zugleich eine I-Gruppe ist, derart, daff X,
fiir jede Kardinalzahl b <qa ein b-Teilverband aber kein a-Teilverband von X ist.

5.2. Die im Abs. 5 konstruierte /-Gruppe X, ist offensichtlich ein Vektorver-
band; X, ist aber nicht volistindig. Das kann man folgendermaflen einsehen. Fiir
jedes x€ M, x w, definieren wir die Funktion g, durch transfinite Induktion wie
folgt: Bezeichnet t, das kleinste Element von M, setzen wir g, (f,)=1 und g, (1) =0
fur jedes t€ M, t #1,. Setzen wir voraus, dall x € M, x >, ist und dalB3 die Funktionen
g, fir 1 <x schon definiert sind. Gibt es in M kein unterer Nachbar von x, dann
setzen wir g (x)=1, g.(f)=0 fir jedes t€ M, t+#x; sonst bezeichnen wir mit x — 1
den unteren Nachbar von x und setzen g(x)=1—g,_,(x—1), g.(r)=0 firr jedes
tEM, t£x. Die Menge {g.} =G ist eine Teilmenge von X, und sie ist beschrankt

2) Ist P eine beziiglich der Relation = teilweise geordnete Menge und Q C P, so ist @ durch
dieselbe Relation = teilweise geordnet. Wenn dabei 4 C Q ist und in Q (in P) das Supremum
s1(s2) der Menge A existiert, so schreiben wir s: =supgA4 (5. =supp A).

¥) Wir bezeichnen mit B die Michtigkeit der Menge B.

4) Mit [x, w.] bezeichnen wir die Menge aller z € M, fiir welche die Beziehung x = z = wq gilt.
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in X,. Es sei g€ X, eine obere Schranke der Menge G. Es gibt x4 € M, x, < w, derart,

daB im Intervall [x,, w.] g(¢) =c(=const) gilt. Aus der Konstruktion der Menge &

folgt, daB es ein x; €M, x,<x, <w, gibt, so daB das Intervall [x,, x;] mehr als

zwei Elemente enthilt und g, (x,)=1; es ist also c=1. Es sei g€ X, g'()=c fir

t>x, und g’(1)=g,(¢) fiir r=x,. Dann gehort g’ zu X,, g’ ist eine obere Schranke
~von G und es ist g’ <g. Also besitzt G kein Supremum in Xj.

5. 3. Die folgenden Fragen bleiben offen:

a) Ist die Voraussetzung iiber die Regularitit der Kardinalzahl a im Satz 1
notwendig? (D. h. bleibt der Satz fiir jede unendliche Kardinalzahl richtig?)

b) Kann man fiir jede reguldre Kardinalzahl die /-Gruppen aus dem Satz 1 so
konstruieren, daBl X, X, vollstindige /-Gruppen bzw. volistindige Vektorverbinde
sind ? .

6. Ist X eine /-Gruppe bzw. ein Vektorverband, U={u, ..., u,} C X, so bezeich-
nen wir mit C(U) bzw. R(U) die Menge aller Elemente z = ayu; +... +a,u,, wobei
a; ganze Zahlen bzw. reelle Zahlen sind.

In den Abs. 6 —8 werden Vektorverbinde von endlicher Dimension unter-
sucht. Man nennt einen Vektorverband X’ von Dimension n und schreibt dim X’ =n,
wenn X’ zu einem F(M), M ={1, ..., n} isomorph ist; dim X’ =0 bzw. dim X’ =
bedeutet, daB X’ ={0} bzw. daB die Relation dim X’ =n fiir keine nicht negative
ganze Zahl n erfiillt ist. Wir wollen alle Teilmengen X, X = F({l, ..., n}) finden,
welche Vektorverbinde sind. " ,

Ist H=1{hy, ..., B} <X, so bezeichnen wir mit P(h;) (j=1, ..., k) die Menge
aller ie M={1,...,n}, fir welche hji)>0. Ferner sei P'(h;, H)= UP(h,)
(s=1, ..., k;s#)).

7. Satz. Eine Teilmenge Xy #{0} von X=F({l, ..., n}) ist ein Vektorverband
genau dann, wenn es eine Menge H=1%hy, ..., h} gibt, so daf} Xo=R(H) und H
die folgende Bedingung erfiillt: .

(A) Fiir jedes i=1, ..., n und jedes j=1, ..., k ist h(i)y=0 und P(h;) & P'(h;, H).

Beweis. a) Es sei H eine Teilmenge von X, fiir welche die Bedingung (A)
und die Gleichung X, =R(H) erfiillt ist. Wihlen wir ein beliebiges j, € {1, ..., k}
aus. Nach (A) gibt es ein iy €{1, ..., n} derart, daB i, € P(h;)), io ¢ P'(h;,, H). Es sei
xX€X,, also

N x = 2 c;h; (=1, ..,k),
wobei ¢; reelle Zahlen sind. Aus der Voraussetzung folgt nach (1)
) x(io) = 2 cihlio) = cjoh;q(io)-

Ist x=0, so folgt aus (2) und aus den Beziehungen x(i;) =0 und 4; (i) #0, daB
¢;, =0 ist. Daraus ergibt sich di¢ Eindeutigkeit der Darstellung von x in der Form
(D).

Gilt ¢; =0 fiir j=1, ..., k, so ist nach (1) x =0. Mit Riicksicht auf die Eindeutig-
keit der Darstellung gilt weiter: Ist ¢; =0 fiir j=1, ..., k und ist ¢;, >0 mindestens
fiir ein j,, dann ist x >0. Umgekehrt, sei x>0. Da x (i) =0 und 4, (ip) =0 ist, gilt

nach (2) c¢;,=0; ferner ist mindestens ein c; positiv. Also haben wir gewonnen:
(%) Gilt fiir x€ X, die Gleichung (1), so ist x>0 genau dann, wenn mindestens
ein c; positiv und alle c¢; nichtnegativ sind.
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Es sei M'={l, ..., k}, Y=F(M’). Die Abbildung x—(¢,, ..., ¢;) ist nach ()
ein Isomorphismus ‘

(3) . Xo— Y

der teilweise geordneten Gruppe X, auf die teilweise geordnete Gruppe Y. Da Y
eine vollstdndige /-Gruppe ist, ist auch X, eine vollstindige /-Gruppe. Es ist klar, daB
dann X, ein vollstindiger Vektorverband ist und daB (3) auch als ein Isomorphis-
mus dieser Vektorverbidnde betrachtet werden kann.

b) Essei Xy < Xein vollstidndiger Vektorverband. Da dim X =n ist, gilt dim X, =
=k=n, also gibt es ein Isomorphismus von der Form (3). Fiir j€ M’ bezeichne y;
dasjenige Element aus Y, dessen j-te Koordinate gleich 1 und alle anderen Koordina-
ten gleich O sind. Es sei weiter #; das Element von X, fiir welches in (3) i;«y; gilt.
Aus den Eigenschaften der Elemente y; und aus (3) folgt:

(@) hj=0 fir j=1, ..., k,
(B) Jedes x€ X, ist eindeutig in der Form (1) darstellbar,

(y) Gilt fiir x€X, die Gleichung (1) und ist x>0, soist ¢;=0(j=1, ..., k) und
insbesondere ist wenigstens ein c; positiv.

Nehmen wir an, daBB P(h;)c P’(h;, H) ist. Nach («) gibt es eine reelle Zahl
¢=>0, so daB h(i) <max ch,(i) (teM’, 1 #j) fiir jedes i€ UP(h,) (t€ M’). Es ist also
hij< 2 ch,, > ch,—h;=0(t€ M’, t #)), was ein Widerspruch mit () ist. Die Menge
H={h, ..., b} erfiillt also die Bedingung (A) und X, =R(H).

8. Satz. Es sei X, eine Teilmenge von X=F({1, ..., n}) so, dafp Xo=R(H),
H={hy, ..., h,} gilt und H die Bedingung (A) erfiillt. X, ist ein Teilverband in X genau
dann, wenn P(h;)(\ P(h,) =8 fiir je zwei Elemente h;, h,€ H, h; #h,.

Beweis. a) Es sei h;, h,€H, h;sh,, Ph)NP(h)=3. In X gilt dann
h;(Vh,=>0. In dem Isomorphismus (3) wird das Element 4; auf y; abgebildet, wobei
yi()=0fiir icM’, i#j und y,(j)=1 ist; dhnliches gilt fiir das Bild y, von #,. Da in
Y inf {y;, y,} =0 ist, folgt aus (3) #;Ah, =0, also ist X, kein Teilverband von X.

b) Es sei vorausgesetzt, dal} fur je zwei Elemente h;, h, € H, h; #h, die Beziehung
P(h)NP(h,) =0 gilt. Dann ist

@ h;(Vh,=0.

Es seien x, y beliebige Elemente von X,; wir wollen zeigen, da3 die Gleichungen
xUy = xVy, xNy = xAy gelten. Es ist leicht zu beweisen, daB es geniigt den Fall
x=0, y=0 zu untersuchen. (Bezeichnen wir ndmlich xAy =z, x—z=x", y—z=y/,
dann haben wir x’=0, =0, xUy = (& Uy)+2z, xVy = (x’V))+z; analoge
Gleichungen sind fiir die Operationen (1, A in Kraft.) Es sei also x=0, y=0,
x=2c;h;, y=d;h;. Ausdem Isomorphismus (3) folgt xVy = > max (c;, d)h;,
xAy = 2 min (c;,d;)h;. Nach (4) ist aber gleichzeitig x=U c;h;, y=U d;h;,
also (vgl. [1], Kap. X1V, §4)

xUy = U max(c;,d) = 5 max(c;,d)h;,
xNy = U min(c;,d)h; = 2 min(c;, d)h;.
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9. Satz Sei X ein Vektorverband. Jeder Vektorverband XoC X ist ein Teil-
verband in X genau dann, wenn dim X =2.

Beweis. a) Essei dim X=2 und die Menge X, C X sei ein Vektorverband.
Dann ist dim Xy=1 oder dim X; =2. Im ersten Fall ist X, eine Kette, also ist X,
ein Teilverband von X. Im zweiten Fall ist offensichtlich X, = X.

b) Es sei dim X=3. Dann gibt es Elemente el, e;,e3€X so daB e;Ne;=
e; >0 (i, j=123; i#j). Die Menge X' = R(E), E={e;, e,, 3} ist ein Vektorver-
band und ein Tellverband von X, dim X’ =3. Nach Abs. 3 gibt es eine Teilmenge
XoC X', wobei X, ein Vektorverband und kein Teilverband von X’ ist. Also ist
XoC X und X, ist kein Teilverband von X. '

10. Satz. Es sei X ein Vektorverband, dim X =2. Fiir die Mdchtigkeit m des
Systems aller Mengen Xy C X, welche Vektorverbéiinde und keine Teilverbdnde in X
sind, gilt m=c¢.%)

Beweis. Aus dem Beweise des Satzes 9 folgt, da3 es geniigt die Behauptung
fiir den Fall dim X=3 zu beweisen. Es sei also X" = F(M), M = {1,2,3} und es
sei k eine reelle Zahl, k>0. Fiihren wir die Bezeichnungen 4, =(1,0, k), A, =
=(0, 1, k), H,={h, h,}, X, =R(H,) ein. Nach Satz 7 ist X, ein Vektorverband
und nach Satz 8 ist X, kein Teilverband von X’. Da aus k; #k, auch X, #X,,
folgt, ist damit der Satz 10 bewiesen.

11. Ist X eine vollstandlge I-Gruppe, so ist )( entweder eine geordnete (= linear
geordnete) Gruppe oder ein direktes Produkt von vollstidndigen /~-Gruppen X, X,,

#{0} = X, (vgl. [2), S. 235, Ex. 4). Gibt es eine natiirliche Zahl n so daB} X {0}
ein direktes Produkt von geordneten Gruppen X,, ..., X,, X;={0} (i=1, ..., n) ist,
dann schreiben wir dim X =n, sonst setzen wir dim X =eo; fiir X ={0} setzen wir
dim X =0 (vgl. [5]). Ist die /-Gruppe X zugleich ein Vektorverband und gilt in dem
eben eingefithrten Sinne dim X'=n, so besteht diese Gleichung auch im Sinne von
Abs,. 6.

Es sei n eine natiirliche Zahl, X eine vollstdndige /-Gruppe, dim X =n. Es ist
leicht zu beweisen, daB3 es in X Elemente #4,, ..., A, gibt, so daB hi=0, hNh;=0
fur i, j=1,...,n, i#j ist. Die Menge X’ = C(H) H={h, ..., h,} ist offenbar eine
vollstdndige /-Gruppe und eine /-Untergruppe von X. Ferner ist X mit Fi ({1, ..., n})
isomorph, also dim X" =n. -

12. Satz. Es sei X eine vollstindige I-Gruppe, dim X =3. Bezeichnet w die
Mdchtigkeit des Systems aller Teilmengen Xo,C X, welche uol/srana’lge I-Gruppen,
aber keine Teilverbinde von X sind, so gilt m= R, .

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt nach Abs. 11, daB es in X eine voll-
stindige /-Untergruppe X’ gibt, so daB dim X’ =3 ist. Es geniigt also die Behauptung
fiir die /-Gruppe Y= F,(M), M={1, 2,3} zu beweisen. Es sei k eine natiirliche
Zahl. Bezeichnen wir mit Y, die Menge aller Elemente u=(x, y, z) von Y, wobel

=k(x+y). Aus einer dhnlichen Uberlegung wie im Abs. 3 folgt, dal} Y, eine voll-
standlge /-Gruppe und kein Teilverband in Y ist. Sind k,, k, natiirliche Zahlen und
ky#ky, soist ¥, #£Y,,.

5) Mit ¢ bezeichnen wir die Michtigkeit des Kontinuums.
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