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Une caractérisation nouvelle des algèbres de von Neumann finies 

Par C. FOIAÇ à Bucarest et I. KOVÁCS à Szeged 

1. Soient ¡Q un espace hilbertien complexe, HS(!q) l 'ensemble des opérateurs 
l inéaires bornés de U n élément T de SA (.£)) est dit complètement non-unitaire si 
pour tout élément x ^ O de les quantités 

| |7a| | , | | r 2 x | | , . . . , | | r"x| | , . . . ; | | r* 2 *| | , . . . , ||7,*nx||, ... 

ne sont pas toutes égales à ||x|| (cf. [2]). Dans la présente Note, nous caractérisons 
les algèbres de von Neumann finies de (cf. [1], chap. Í, § 6, déf. 5)1) par leurs 
contractions2) complètement non-unitaires de la façon.suivante: 

T h é o r è m e 1. Pour qu'une algèbre de uon Neumann si a 36 (,\.)) soit finie, il 
Saut et il suffit que, pour toute contraction complètement non-unitaire T de si, la suite 

{7""}„"=, tende fortement vers zéro. 

La démonstration de ce théorème sera basée sur le 

T h é o r è m e 2. Soient si c 3ô (.£)) une algèbre de von Neumann finie, T une 
contraction de si, T= T(u> © T(o) la décomposition canonique de T en sa partie unitaire 
T(u> et sa partie complètement non-unitaire T(0)i), et E(u), E>0) tes projecteurs ortho-
gonaux de .p sur les sous-espaces correspondants .'¡Y"1 et .f)(0). On a alors E(u) £si, 
£(0) £si et 

• ( * ) & 0 ) = {A* 6 £ : T"x - 0 (n - «)}. 

D é m o n s t r a t i o n . T étant une contraction, les suites { r * T " } 7 = I , 
{7"T*"}~= 1 sont évidemment fortement convergentes. Prouvons que 

,(1) lim T*nT" = lim T" T*n. 
M - + O Q f]"—» OO 

Posons lim T*"T" = R, lim T"T*" = S. Evidemment R, S£si, et T*kRTk = R, 

') Pour la théorie des algèbres de von Neumann, nous renvoyons le lecteur à [1]. 
2) Par contraction nous entendons un élément Tde <$(£>) pour lequel JJT|| 3= 1. 
J) On sait (cf. [2], th. 1) qu'à toute contraction T d e .6 correspond une décomposition de .y 

en somme orthogonale de deux sous-espaces orthogonaux complémentaires £>"" et Ô(0> réduisant T 
et tels que la partie de T dans $>["> est un opérateur,unitaire 7"("> et sa partié dans £)(0) èst une con-
traction-complètement non-unitaireT (0). Cette décomposition est unique, et la décomposition 
.T^.T '" 1 @ Tu" est appelée la décomposition canonique de T. 



Algèbres de Neumann finies 275 

TkST*k = S (k= 1,2,...). Pour toute trace normale finie <p sur si (cf. [1], chap. 
I , §6, no. 1) on a 

0 S lim <p((T*nTn - S)* {T*nTn - S ) ) = 

= lim [<;p(T*"T"T*nT") - (p(T*nTnS) - q>(ST*"T") + cp(S2)] = 

= lim [<p(TnT*"TnT*n) - <p(T"ST*") -<p(TnST*n) + y(S2)] = 

= 2cp(S2) - 2<p(S) 2y ( S) - 2<p(S) = 0, 

•puisque 0 â S 2 Ë S . Donc on a 

(2) v ( S - S 2 ) = q>(S)-<p(S2)=0, 

•et 

(3) lim cp((T*"T" - 5)* (T*"Tn - 5 ) ) = 0. 

11 résulte de (3) (cf. [1], chap. I, §4, prop. 9) que la suite {EV(T*NTN - S)}~= t , où EV 

désigne le support de <p (cf. [1], chap. I, § 6, no. 1), tend fortement vers zéro. Ainsi. 

(4) EcrS=\\mEqT^T" = EvR. 
• n~* oo 

Soit maintenant (go,),er une famille maximale de traces normales finies non-nulles 
sur si, dont les supports E,, qui sont des projecteurs non-nuls du centre de si, 
•soient deux à deux orthogonaux. Puisque si est finie, on peut voir aisément que 

2 E,=F (F désigne l 'opérateur identique de £>). D 'après (4), on a alors 
•e' 

S = 2 SE, = 2 RE,= R, 
'El '6 / 

• d ' o ù (1). 
Comme s i est finie, et S — 0 il résulte de (2) que S = S 2 , c'est-à-dire 

que la limite commune S des suites {T*NT"}Â= î et est un projecteur 
•de SQ. 

Remarquons que de la définition de S il résulte aussitôt 
•(5) ( / - S)§ = {X € & : Vx - 0 ( « - } = {*€ § : T*"x - 0(n - »)}, 

par conséquent le sous-espace (F-S)FÈ est invariant par T et T*. On en déduit 
•que 

<6) TS=ST. 

Soit maintenant (p une trace normale finie quelconque sur si. On a alors 

(p(S(F— T* T)S) =cp(S2)—(p ( S T * TS) = cp (S) - cp (TST* ) = cp (S ) - q> (S) = 0, 

<p(S(I-TT*)S) =cp(S2)-(p(STT*S) =cp(S)-cp(T*ST) =<p(S)-cp(S) = 0. 

• C o m m e S(I-T*T)S^0, S(I-TT*)S*ÊO, et si est finie, o n a 

S ( F - T* T ) S = S ( F - 7T* ) 5 = 0, 
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donc, en tenant compte de. (6), 

(7) (TS)*TS= TS(TS)* = S. 

Posons .§<,= (f-S)!g, = et désignons par T0 (resp. 7 \ ) la restriction de T 
à.§o(i"esp. .§]). D'après (5), T0 'est complètement non-unitaire, et d 'après (7), 
Tx est unitaire. Comme T=T0®Tt, et £)0>Î>t réduisent T (cf. (6)), 
il résulte de l'unicité de la décomposition canonique de T q u e = , .§ (0 ) = 
T{U)=TV et r ( 0 ) = T0. Ainsi, £ < 0 ) =I-S= Eiu)=S£si, ce qui achève, en 
tenant compte de (5), la démonstra t ion du théorème 2. 

Nous pouvons maintenant passer à la 

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 1. Supposons si finie, et soit T une 
contraction complètement non-unitaire quelconque de si. Comme, dans ce cas, la 
partie unitaire de T est zéro, l 'assertion ( * ) du théorème 2 montre que T" tend-
fortement vers zéro pour M — 

Réciproquement, supposons que la condition du théorème I soit remplie et 
montrons que si est finie. 

Or, soit T un élément de si tel que T*T=I (J désigne l 'opérateur identique de 
.<p). T est alors un opérateur isométrique, donc il est une contraction. Soit T= 
= T(u) © r ( 0 ) la décomposition canonique de T en sa partie unitaire T(u) et sa partie 

complètement non-unitaire T(0) opérant dans les sous-espaces et de ¡Q selon 
le cas. Soit £ ( 0 ) le projecteur orthogonal de sur Té tan t isométrique, on peut, 
voir aisément que 

Soit T' un élément quelconque du commutan t si' de si. D'après (8), pour tout 
on a 

On en déduit que £ (0> T'E(0> = T'E(0> pour tout T'£si'. Comme si' est stable p a r 
l 'adjonction, il en résulte que 

c'est-à-dire que £ , 0 ) £si" =si. Par suite T0 = TEi0) £si et T0 est complètement, 
non-unitaire. Ainsi, d 'après la condition du théorème 1, T$~*0 for tement pour 
/7 -00 . Mais, pour tout A : € £ ( 0 ) § , on a IIT^AH = ||JC||, d ' où £ ( 0 > , § = (0). Ainsi T e s t , 
unitaire, donc on a aussi TT* = / , ce qui entraîne que si est finie (cf. [1], chap. 111, • 
§8, th. I). Ainsi la démonstrat ion du théorème 1 est achevée. 

R e m a r q u e . Dans le cas d 'un espace hilbertien de dimension finie, il est 
évident que pour toute contraction complètement non-unitaire T, on a T" — 0 forte-
ment (de plus en norme) ( n - ~ ) 4 ) , Théorème 1 généralise cette assertion au cas des 
algèbres de von N e u m a n n finies. En général, cette assertion n'est pas valable pour 
des algèbres de von N e u m a n n semi-finies (cf. [1], chap. I, §6, déf. 5). Voici un exemple.. 
Soit = / 2 , et soit T(cn)~=0 = (0, c 0 , c t , ...). On voit aisément que T'est une contrac-

J) Dans ce cas, en effet, le spectre de T est contenu dans un disque {z: |'z| ë 1 — s | avec s > 0„ 

(8) £(o>,§ = T * n x - 0 pour /J-.«-}. 

P T P % = TTJf"E{0\x - 0 ( « - oo). 

£ ( °> r = 7"£<°>, 



Algèbres de Neurnann ;finies 277 

l ion complètement non-unitaire de l'algèbre de von Neumann semi-finie (.£>), et 
T" ne tend pas fortement vers zéro puisque T" est un opérateur isométrique pour 
tout «S:o. 

2. Indiquons maintenant deux conséquences simples du théorème 2. 
a) En appelant un élément S partiellement unitaire si S*S = S S* = E, 

£ étant un projecteur orthogonal de á?(f>)> o n P e u t formuler la 

P r o p o s i t i o n 1. Soit si ci à? (£)) une algèbre de von Neumann finie. Toute 
contraction T£si peut être uniquement représentée en somme de deux éléments T(u) 
et r(0) de si, permutables à T et tels que 

(i) Tltl) soit partiellement unitaire, T(0) soit complètement non-unitaire; 

0 0 T(u)T(0) = T(0)T(U) = O; 
(iii) T f o ^ - O fortement pour 

D é m o n s t r a t i o n . Soit T= T(u)®Ti0) la décomposition canonique de T, et 
soient E(u), Ei0) les projecteurs orthogonaux de £ sur les sous-espaces correspon-
dants et £ ( 0 ) . En vertu du théorème 2, on a E(u), Ei0) 6 s/. En posant T(u) = Tiu) o 
oE<-U) = TE(U\ T(0) = T<0)oE(0) = TEl0), on a T(u), T(0)£j¿; T(u) est partiellement 
unitaire, T{0) est complètement non-unitaire, et T(u)T(0) = T(0)Tiu) = O, d'où (i) et (ii). 
Finalement, (iii) résulte du théorème 1. 

b) Soit T une contraction d'une algèbre de von Neumann finie dans 11 résulte 
aussitôt du théorème 2 que 

£(.<>> = rnA'-0(«-°o)} = {..vO;-): T*nx-0 («-<*>)}. 

Ce fait nous permet de donner une réponse partielle au problème suivant. Soient 
T ' i i^Oèi ) 0 = 1, 2) deux contractions, T¡ = T\u)QT{0) ( .&,=.6|u )©0¡0 )) la décompo-
sition canonique de T¡, E¡0) le projecteur orthogonal de sur .£>¡0). La relation TtX= 
= XT2, où X est un opérateur linéaire borné de ig2 dans , entraîne-t-élle 
= La réponse est, en général, négative5). Toutefois on a la 

P r o p o s i t i o n 2. Soit la contraction Tx (resp. T2) contenue dans une algèbre 
de von Neumann finie si x c âiï($Qi) [resp. sí2 c @(¡Q2)]. Si X est un opérateur linéaire 
borné de §2 dans 6, tel que Tx X = XT2, on a aussiE\°>X= XE(

2°\ 

5) En voici un exemple Soient: y = l ,̂,!2 < | / | < 1 , et 

T(. . C-„, C - „ + i, . . . , C - 2 , C - i, CO, Ci, Ci , . . . , c„- i, c„, . . .) = 
= ( . . . , / C - „ + 1 , tC-„ +2, • • • , te- 2 , te - 1, /CO, CL, C 2 , . . . , C„, C„ + I , . . . ) , 

[ / ( . . . , c - n , C - „ + 1, . . . , C - 2 , c - ,, CO, C , , C 2 , . . . , C „ - 1, c„, . . .) = 

= (. . . , C-„+ 1, C - „ + 2 , • . • , c - 1, CO, CL, . . . , C„ , C„+ I, . . . ) , 

X{. . . , C - „ , C -„ + I, . . . , C - 2 , C - I, CO , C1, C2 , . . . , Cn - 1,' CM , . . . ) = 

= ( . . . , t"C-„, t"' ' C - „ + 1, . . . , t2C- 2 , te - 1, CO, CL, C 2 , . . . , C „ - I, c „ , . . . ) . 

Alors U est unitaire, | |7" | |^1 , T" — O fortement (donc T est complètement non-unitaire), A'est 
inversible, et TX = XU. 
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D é m o n s t r a t i o n . D'après les hypothèses sur Tt (/ = 1,2), on déduit 
d 'abord que si T%x2-*0, alors T;Xx2-~0, donc que £<0>*E<°> = XE^>\ puis que si 
7?"*, - 0 , alors TfrX*Xi - 0 , donc E^X*E[0^ = X*E[°\ d 'où 

XEi0) = E[0)XE(
2
0) = {E(

2
0) X*E[0)r = (X*E[0))* = E[0)X. 
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