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Une caractérisation nouvelle des algdbres de von Neumann finies

Par C. FOIAS a Bucarest et I.-KOVACS a Szeged

1. Soient $ un espace hilbertien complexe, #($) I'ensemble . des opérateurs
“linéaires bornés de $. Un élément T de B(D) est dit complétement non-unitaire si
pour tout élément x #0 de § les quantités v

| Tx]], | T2x||,‘..., W), .5 | T*x]); [|T+2x]), ... |7}, ...

ne sont pas toutes égales a {1 x|l (cf. [2]). Dans la présente Note, nous caractérisons
les algebres de von Neumann finies de Z(9) (cf. [1], chap. I, § 6, déf. 5)!) par leurs
contractions?) complétement non-unitaires de la fagon suivante:

Théoréeme 1. Pour quune algébre de von Neumann o < B(D) soit finie, il
_faut et il suffit que, pour toute contraction complétement non-unitaire T de o7, la suite
{T"}= | tende fortement vers zéro.

La démonstration de ce théoréme sera basée sur le

Théoréme 2. Soient o C B(Y) une algébre de von Neumann finie, T une
contraction de of, T=T® S T'O la décomposition canonique de T en sa partie unitaire
T™ et sa partie complétement non-unitaire T@3), et E®  E'9 les projecteurs ortho-

gonaux de ¥ sur les sous-espaces correspondants H* et H'©. On. a alors E™ ¢ o,
FlO¢cof et '

(k) PO ={x€H: T"x~0 (n—+e)}.

Démonstration. T étant une contraction, les suites {T*"T"} 7.,
{T"T*"};- sont évidemment fortement convergentes. Prouvons que

(1) ‘ - lim T**T" =1lim T" T*",

oo neveo

Posons lim T*"T"=R, lim T"T*"=S. Evidemment R, SE%, et T*kRT* =R,

N=rea n—oo

') Pour la théorie des algébres de von Neumann, nous renvoyons le lecteur a [1].

%) Par contraction nous entendons un élément 7 de g2 (9) pour lequel [|T||=1.

*) On sait (cf. [2], th. 1) qu’a toute contraction T de $ correspond une décomposition de $
en somme orthogonale de deux sous-espaces orthogonaux complémentaires H et $H© réduisant T
et tels que la partie de 7 dans £ est un opérateur.unitaire 7 et sa' partié -dans-H(© ést-unc con-
~traction- complétement ‘non-unitaire* 7. Cette décomposition est unique, et la décomposition
T =T @ T est appelée la décomposition canonique de T.
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T ST** =S (k=1,2,...). Pour toute trace normale finie @ sur o (cf. [1], chap.
I, §6, no. 1) ona : :
. 0 = lim p((T*"T" — S)* (T*"T" S)) =

Hereo

= lim [p(T**T*T*T") — p(T*"T"S) — p(ST*T") + p(5?)] =

n—oco

= lim [p(T"T*"T"T*") — p(T"ST*") — p(ToST*") + p(S2)] =

n—rco

= 29(S?) —2p(S) =2p(S) — 29(S) =0,
‘puisque 0=S52=S. Donc on a

(2) P(S—S%) = p(S) —p(5H) =0,
et
(3) lim q)((T*"T"——S)*(T*"T"—S)) =0.

11 résulte de (3) (cf. [1], chap. I, §4, prop 9) que la suite {E(T*"T"—S)};7-,, ou E
-désigne le support de ¢ (cf. [1], chap , § 6, no. 1), tend fortement vers zéro. Amsn

(@) E,S=lim E,T*"T"=E,R.

oo

Soit maintenant (¢.).,er une famille maximale de traces normales finies non-nulles
- sur &, dont les supports E,, qui sont des projecteurs non-nuls du centre de &7,
soient deux & deux orthogonaux. Puisque o est finie, on peut voir aisément que
2 E=I( desngne I’opérateur identique de $). D’aprés (4), on a alors

el
S= > SE,= > RE,=R,
el 1€l

d’ ou (1). : A

Comme o est finie, et S—S2=0 il résulte de (2) que S=S2, c’est-a-dire
‘que la limite commune S des suites {T*"T"},-, et {I"T*"};_, estun projecteur
de 9.

Remarquons que. de la définition de .S il résulte aussitot
() (I=8)P={x€HD:Tx>0(n—)} ={x€H: T*"x ~0(n— )},

par conséquent le sous-espace (/—S)$ est invariant par 7 et 7%, On en déduit
.que

{(6) ‘ TS=ST.

.Soit maintenant ¢ une trace normale finie quelconque sur /. On a alors
p(S(I~T*T)S) = p(S2) —g(ST*TS) = p(S) —p(TST*) = p(S) —p(S) =0,
p(SU—TT*)S) = p(§*) —@(STT*S) = ¢(S) —p(T*ST) = ¢p(S) —p(5) =0.

Comme S(J—T*T)S=0, S(I—TT*)S=0, et o est finie, on a

SU—~T*T)S=S(I—-TT*)S=0,
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donc, en tenant compte de (6),
@) (TS*TS=TS(TS)*=S.

Posons Do= (/—S5)9, D, = S, et désignons par T, (resp. T,) la restriction de T
a Py (resp. ). D’aprés (5), T, ‘est complétement non-unitaire, et d’aprés (7),
T, est unitaire. Comme H=9,09,, T=T,®T;, et o, H, réduisent T (cf. (6)),
il résulte de I'unicité de la décomposition canonique de T que §™ =9, H@ =9,,.
TW=T, et T =T,. Ainsi, EOQ=]-S=c¢co, E'=Scal, ce qui achéve, en
tenant compte de (5), la démonstration du théoréme 2.

Nous pouvons maintenant passer a la

Démonstration du théoréme . Supposons. finie, et soit T une
contraction complétement non-unitaire quelconque de /. Comme, dans ce cas, la
partie unitaire de T est zéro, I’assertion () du théoréme 2 montre que 7" tend.
fortement vers zéro pour n — o, _ '

Réciproquement, supposons que la condition du théoréme | soit remplie et
montrons que &/ est finie.

Or, soit T un élément de o tel que 7T =1 (1 désigne Popérateur identique de
D). T est alors un opérateur isométrique, donc il est une contraction. Soit T=
=T™ @ T |a décomposition canonique de Ten sa partie unitaire 7 et sa partie
complétement non-unitaire 7© opérant dans les sous-espaces H™ et H'® de H selon
le cas. Soit £40) le projecteur orthogonal de § sur $®), T étant isométrique, on peut.
voir aisément que

® EOH={xcH: T*"x~0 pour n—oco}.

Soit 77 un ¢lément quelconque du commutant &/’ de /. D’aprés (8), pour tout
XED, ona

THTEOx=TTEOX~0 (11— e0).

On en déduit que E'Q T"E© = T'E©@ pour tout T’ € /. Comme o’ est stable par:
’adjonction, il en résulte que

EOT =T EO,

C'est-a-dire que E'Q¢of” =of. Par suite To=TE® cof et T, est complétement.
non-unitaire. Ainsi, d’aprés la condition du théoréme 1, T3 —~O fortement pour

n—oco. Mais, pour tout x€ E9$, on a I1T3xl = lixll, d’ou E©H=(0). Ainsi T est.
unitaire, donc on a aussi T7* =/, ce qui entraine que & est finie (cf. [1], chap. 111, -
§8, th. 1). Ainsi la démonstration du théoréme 1 est achevée.

Remarque. Dans le cas d'un espace hilbertien de dimension finie, il est
évident que pour toute contraction complétement non-unitaire 7, on a T" — O forte-
ment (de plus en norme) (n — <)*), Théoréme 1 généralise cette assertion au cas des
algébres de von Neumann finies. En général, cette assertion n’est pas valable pour
des algebres de von Neumann semi-finies (cf. [1], chap. I, §6, déf. 5). Voici un exemple..
Soit Y =/%, et soit T(¢c,)i=0 = (0, ¢, ¢y, .-.). On voit aisément que T est une contrac--

*) Dans ce cas, en effet, le spectre de T est contenu dans un disque {z: [z} =1 — g} avec ¢ > 0..
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tion complétement non-unitaire de P’algébre de von Neumann semi-finie #(9), et
T" ne tend pas fortement vers zéro puisque 7" est un opérateur isométrique pour
tout n=0.

2. Indiquons maintenant deux conséquences simples du théoréme 2.

a) En appelant un élément S¢€ B(D) partiellement unitaire si S*S=S5S* =E,
E étant un projecteur orthogonal de £(9), on peut formuler la

Proposition 1. Soit o CB(D) une algébre de von Neumann finie. Toute
contraction T€of peut étre uniquement représentée en somme de deux éléments T,
et Ty de o, permutables a T et tels que

() T, soit partiellement unitaire, T q, soit complétement non-unitaire;
(i) TwTo) = Ty Tw = O:
(iii) T;,—~O fortement pour n — oo,

Démonstration. Soit T=T“@ T ladécomposition canonique de 7, et
soient E“, E‘© Jes projecteurs orthogonaux de £ sur les sous-espaces correspon-
dants * et 9. En vertu du théoréme 2,on a E®), E'® ¢ o/. En posant T, =T® o
0 EM=TE®, To,=TPcE®=TE®, on a T, T, €; T, est particllement
uqitaire, T (o) est complétement non-unitaire, et T,, 7oy = T(0,T(,y = O, d’ou (i) et (ii).
Finalement, (iii) résulte du théoreme 1.

b) Soit 7" une contraction d’une algébre de von Neumann finie dans §. 11 résulte
aussitot du théoréme 2 que

DO ={x€H: Tx~0(n— o)} = {x€H: T*"x~0 (n— o)}

Ce fait nous permet de donner une réponse partielle au probleme suivant. Soient
T, B(9;) (i=1, 2) deux contractions, T;=T® @ T{® (9,=HPd H{?) la décompo-
sition canonique de T, E{® le projecteur orthogonal de ; sur H{?. La relation T, X =
= XT,, ol X est un opérateur linéaire borné de ), dans ,, entraine-t-élle £{9X =
= XE$97 La réponse est, en général, négative). Toutefois on a la

Pro position 2. Soit la contraction Ty(resp. T,) contenue dans une alge‘bre.
de von Neumann finie o | C B(D,) [resp. o, < B(D,)]. Si. X est un opérateur linéaire
borné de §, dans 9, tel que T, X =XT,, on a aussi EOX =XE©,

5) En voici un exemple Soient: H = {(c,.)‘i“: Z’ len)?2 < +°°}, lt] <1, et

n= —oco
T( ooy Cony Conttye ey €2y €1, €0, C1yC2s ey CamtyCry.o)=
(e IC ot 15 8Cps2y ey B 3 BC = 1 1CO, C1y €2y e vy City Crk 1y« o)y
U( .’.,c_..,c_,.u,...,c_%,c_.,co,cl,c;,...,c,,-,,c..,...):
ﬁ(...,c_,.+1, Cons2,...,€C-1,€0.C5,...,CnyCnt, ),
X (o €y Contty e e ey €2y €1y €0y C1yCaynnnyCimtyCuyend)=
'—_( .,f"C—n,f"_lC-..q,]‘,. . ._.IZC-z,fC-l,C(),Cl,Cz,. P Cn,...).

Alors U est unitaire, |[T|| =1, T" - O fortement (donc T est complétement non-unitaire),‘ X est
inversible, et 7X = XU. '



278 C. Foiag—I. Kovdcs: Algébres de Neumann finies

Démonstration. D’apres les hypotheses sur T; (i=1,2), on déduit
d’abord que si T%x, -0, alors T?Xx, —0, donc que E‘°’XE‘°) = XE‘O), puis que si
Tt'x, -0, alors T}k"X*x1 -0, donc E(O)X*E(O) = X*E(°> d’ou

XES” = B XES” = (E5” X*E{") = (Xx*E{")* = E{°X.
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