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Die Jordan—Dedekindsche Bedingung =~
im direkten Produkt von geordneten Mengen

Von J.. JAKUBIK in Kogice (Tschechoslowakei)

Es sei S cine geordnete (=teilweise geordneté) Menge, a, b€ S, a=b, [a, b=
={x|x€S, a=x=b}. Bezeichnen wir mit R (a, b)) das System aller maximalen
Ketten von [a, b]. In [1] (vgl. auch [2}, S. 11) wurde die folgende Bedingung unter-
sucht (Jordan—Dedekindsche Bedingung):

(JD,) Ist u,v€ S, usv, R,, R, €R(u,v), so sind die Ketten R,, R, isomorph.
Eine andere Bedingung liber die Ketten in S wurde von G. Sz4Asz [3] eingefiihrt:
Dy Ist w,v€S,u=v,R,, R, cR(u,v), so gilt kard R, =kard R,.!)

. Fiir geordnete Mengen von endlicher Linge sind die Bedingungen (JD,),
(JD,) 4quivalent. Die Bedingung (JDZ) wurde auch in [4] —[7] behandelt. :

In dieser Arbeit gehen wir aus einer von G. BIRKHOFF gestellten Frage {2, S. 11,
Ex. 6] aus: ,,Prove (or disprove) that the cardinal product of any two partly ordered
. sets of finite length which satisfy the Jordan—Dedekind chain condition also satis-
fies it.” Ein kurzer Beweis hierfiir steht in 2. Ferner untersuchen wir die Bedingung
(ID,) fiir das direkte Produkt von geordneten Mengen A, B, wobei die Lingen
von A, B nicht endlich zu sein brauchen. v

Es seien A, B nichtleere geordnete Mengen, S=A4B8,

s;=(a;, b) (i=1,2), a;€A, b,EB, s <5;.

1. Es ist klar, daB das Element s; genau dann ein unterer Nachbar?) von s,
ist, wenn - eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

.a) a, ist ein unterer Nachbar von a, und b, =b,,

b) a;=a; und b, ist ein unterer Nachbar von b,.

2. Wenn fiir jedes R, €R(a,, a,) und Jjedes R, €N(b,, 2) kard R, =n, bzw.
kard R, =n, ist (wobei n,, n, natiirliche Zahlen bedeuten }, so gilt kard R =n, +
+ny,—1 fiir jedes REER(SI, $3).

Beweis: durch Induktlon in- Bezug auf die natiirliche Zahl n, +n, = 2. Der
Fall n, +n, = 2 (d. h. s, =s,) ist trivial. Es sei n,+n, > 2, d. h. 5, <s,. In R
gibt es einen unteren Nachbar s von s,. Nach 1 und nach der Induktionsvorausset-
zung gilt kard R = n; +n, —2 fir jedes R €N (s, 5). Also ist kard R= kard R+
+1 =mn;+n,—1.

1) Fiir eine beliebige Menge M bezelchnen wir mit kard M die Machtxgkelt von M.
) Vgl [8], 8. 6.
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3. Wir.nennen eine geordnete Menge S diskret, wenn jede beschrinkte Kette
in S endlich ist. Aus 2 folgt:

Satz 1. Wenn die diskreten geordneten Mengen A, B die Bedingung (JD,) er-
Siillen, dann erfiillt auch S=AB diese Bedingung.

Bemerkung. Durch Induktion kann Satz 1 fiir ein direktes Produkt
S=A4; A, ... 4, von n Faktoren verallgemeinert werden. Fiir das vollstindige
direkte Produkt I14; (wobei die Anzahl der direkten Faktoren A; unendlich ist),
gilt ein analoger Satz nicht. (Vgl. [6].)

4. Wir werden S k-vollstindig nennen, wenn aus wu,v€S, u<v, RER(y,v)
folgt, daB die Kette R ein vollstéindiger Verband ist. (Es ist leicht zu zeigen, daB
eine k-vollstindige gerichtete Menge kein Verband zu sein braucht.)

Satz 2. Es seien A, B k-vollstindige geordnete Mengen, welche die Bedingung
(ID,) erfiillen. Dann erfiillt auch S=AB die Bedingung (JD,).

Beweis. Wir setzen voraus, daB fiir jede Kette R; € Rt(ay, a,) und R, € R (by,b,),
kard Ry =ny bzw. kard R, =n, ist. Wenn n; und n, endlich sind, so ist nach 2
kard R = n; +n,—1 fiir jede Kette RecR(s;, s,).

Wenn wenigstens eine der Méchtigkeiten ny, n, unendlich ist, bezeichnen wir
n=max (n;, n,). Bs sei ReN(sy,s,); R, sei die Menge aller a€ 4, flr die es ein
b’ € B gibt, so daB (a, b’) € R; die Bedeutung von Ry ist analog. Offensichtlich sind
R, und Ry Ketten, R, C[ay, a,], Rz [by, b,], also ist kard R, =n,, kard Rz=n,.
Wir setzen C={(a, b)lac R,, b€ Ry}. Es ist kard C=kard R,. kard Rz=n, n, =n;
aus Rc C folgt dann kard R=n.

Es sei z. B. n=n,. Aus dem Auswahlsaxiom folgt, daBl es Ketten R, € R(a;,a,),
R,eN(by, by) gibt, so daB R,C R, RzC R,. Anderseits wihlen wir ein Element
ao€Ry, a;<apg<a, auvs. Es sei B; die Menge aller b€ R,, fiir die es ein a€ 4,
a=a, gibt, so daB (g, b)€R. Da B k-vollstindig ist, existiert in R, das Element
by, =sup B;. Bezeichnen wir s, =(ay, by) und sei s=(a, b) ein beliebiges Element
von R. Fiir jedes a€R; sind die Elemente a, a, vergleichbar. Wenn a=q, gilt,
so ist (nach der Definition von by) b=b, und folglich s=s,. Es sei a=>aqa,. Wir
wollen zeigen, daBl dann b=b, ist. Wire ndmlich b<b,, so gibe es ein Element
b €B; mit b<b'=b,, und zu diesem b’ konnte man ein Element o’ € 4 finden,
so daB s’ =(, b)) €R, a’ =a,. Die Elemente s, & wiren dann aber unvergleichbar,
was unmdglich ist. Es gilt also b =b,. Das Element s, ist mit allen s” € R vergleichbar,
also ist s, € R. Daraus folgt Ry R,, so daB R;=R,, kard R=kard R, =n ist;
nach der oben gewonnenen Ungleichung gilt also kard R=n.

Bemerkung. Die Voraussetzung iiber die k-Vollstédndigkeit kann in| Satz 2
nicht weggelassen werden. (Vgl. Satz 2 und 3.)

5. Wenn 4 oder B die Bedingung (JD,) nicht erfiillt, so erfiillt auch ihr di-
rektes Produkt S=AB diese Bedingung nicht.

Die ,,einfachsten” geordneten Mengen, welche die Bedingung (JD,) (trivialer-
weise) erfilllen, sind die wohlgeordneten Mengen. Nehmen wir an, daBl 4 die Be-
dingung (JD,) erfiillt; es stellt sich die Frage, unter welchen Umstdnden diese
Eigenschaft von A auch fiir jedes direkte Produkt AB erhalten bleibt, wobei B
eine beliebige wohlgeordnete Menge ist.
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Es sei m irgendeine Méchtigkeit. Ferner sci B cinc wohlgcordnete Menge mit
kleinstem Element b, und mit gréBiem Element b,, kard B=m. Unicr diescn Vor-~
aussetzungen gilt der folgende

Satz 3. Wenn [a,,a,]c A4, RENR(ay, ay), kard R=nu=m und R kein vollstin-
diger Verband ist, so gibt es zu jeder Mdichtigkeit W' (W =1 =) eine Kette R’ € R(sy,s,)
mit kard R = v,

Beweis. Nach der Vorausseizung gibt es in R ein Idcal A, & ohne groBies
Element und ein duales Ideal 4, 52 & ohne kleinstes Element, so daB 4, N4, = G,
A; U4, = R, Es sei ' eine Méchtigkeit mit t=u"=m. Es gibt ein Element b, € B,
so daB kard By=1’, wobei By=I[b;, by]. Wir bezeichnen

R, ={(ay, b)lbeBy}, Ry={(a,b)lacA4,},
R ={(a> by)la EAZ}: R=R,UR,UR;.

Offenbar ist R’ cine Kette und kard R, =1, kard R,=11, kard Ry=1, also ist
kard R' =1, Es sei s=(a, b) €[5y, $,]; nehmen wir an, daBl s mit allen Elementen
der Ketle R’ vergleichbar ist. Wir wollen zeigen, daBl R €N(s,, d,) gilt, d. h. daB
s zu R’ gehdri. Offensichilich ist a € R,

a) Es sei as=a,. Nach der Voraussetzung gibt es ein o’ € 4; mit o’ >a,. Wir
bezeichnen " =(a’, b,). Da s’ € R, ist, sind die Elemente s, s” vergleichbar; aus der
Beziehung o >a, folgt daher b,=b, also ist sER,.

b) BEsseia=a;,a€A,;. Da sund (aq, b,) vergleichbar sind, gilt b =b,. Ferner
gibt es ein o/ €4,, a<a'. Aus der Vergleichbarkeit von s und (a’, by) bekommen
wir dann b=b,. Also ist b=b,y, SER,.

c) Es sei a€A,. Es gibt ein a'€4,, a’<a. Da s und (da’, b,) vergleichbar
sind, gilt b=>b,, also ist SE€R;.

Aus den Sitzen 2 und 3 folgt unmittelbar der

Satz 4. Es sei A eine geordnete Menge, welche die Bedingung (JD,) erfiillt.
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

a) es gibt eine wohlgeordnete Menge B derart, daf} S=AB die Bedingung (JD,)
nicht erfiillt,

b) A ist nicht k-vollstindig.

Satz 5. Es sei
Ry €R(ay, ay), Ry €R(Dy1, by),
€1,C2€Ry, Ry = [by, c]]N Ry, Ra = [by, c}]NR,,
wobei Ry kein vollstindiger Verband und kard R, =n, n=kard Ry <kard R4 ist.
Dann ist im direkten Produkt S=AB die Bedingung (ID,) nicht erfiillt.

Beweis. In analoger Weise wie im Beweis des Satzes 3 konpen maximale
Ketten R’, R” konstruiert werden, derart, dal kard R’ =kard R;, kard R” =kard R4
ist.
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