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Die Jordan—Dedekindsche Bedingung 
im direkten Produkt von geordneten Mengen 

Von J. JAKUBl'K in Koäice (Tschechoslowakei) 

Es sei S eine geordnete ( = teilweise geordnete) Menge, a,b£S, a^b, [a,b] = 
= {x\x^S, aSx^b}. Bezeichnen wir mit (a, b) das System aller maximalen 
Ketten von [a, b]. In [1] (vgl. auch [2], S. 11) wurde die folgende Bedingung unter-
sucht (Jordan—Dedekindsche Bedingung): 

(/Z>i) Ist u,v£S, us.v, i?i, R2^^i(u,v), so sind die Ketten Ri, R2 isomorph. 
Eine andere Bedingung über die Ketten in S wurde von G. SzÄsz [3] eingeführt: 
(JD2) Ist u,v£S, u^v, R^ R2e9i(u,v), so gilt kard Rt = kard i?2.x) 
Für geordnete Mengen von endlicher Länge sind die Bedingungen (JDJ, 

(JD2) äquivalent. Die Bedingung (JD2) wurde auch in [4] — [7] behandelt. 
In dieser Arbeit gehen wir aus einer von G. B I R K H O F F gestellten Frage [2, S. 11, 

Ex. 6] aus: „Prove (or disprove) that the cardinal product of any two partly ordered 
sets of finite length which satisfy the Jordan—Dedekind chain condition also satis-
fies it." Ein kurzer Beweis hierfür steht in 2. Ferner untersuchen wir die Bedingung 
(JD2) für das direkte Produkt von geordneten Mengen A, B, wobei die Längen 
von A, B nicht endlich zu sein brauchen. 

Es seien A, B nichtleere geordnete Mengen, S = AB, 

¿¡ = (ß.>6,) 0 = 1» 2), cii^A, bt£B, S!-< j 2 . 
1. Es ist klar, daß das Element .Sj genau dann ein unterer Nachbar2) von s2 

ist, wenn eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 
a) al ist ein unterer Nachbar von a2 und bt=b2, 
b) a1=a2 und ist ein unterer Nachbar von b2. . 

2. Wenn für jedes Ri £9i(ßi , a2) und jedes R2£9i(bi, b2) kard R^ = « t bzw. 
kard R2 =n2 ist (wobei ni,n2 natürliche Zahlen bedeuten), so gilt kard R = n t + 
+ n2 — 1 für jedes ¿iiSRC?!, s2). 

Beweis : durch Induktion in Bezug auf die natürliche Zahl nv + « 2 — 2. Der 
Fall ni+n2 = 2 (d. h. $1=s2) ist trivial. Es sei n 1 + w 2 > 2, d. h. ^ - c s ^ . In R 
gibt es einen unteren Nachbar s von s2. Nach 1 und nach der Induktionsvorausset-
zung gilt kard R' = «i + " 2 — 2 für jedes R' fMl(si, s). Also ist kard R = kard R' + 
+ 1 = n\ +n2 — 1. 

') Für eine beliebige Menge M bezeichnen wir mit kard M die Mächtigkeit von M. 
*) Vgl. [8], S. 6. 
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3. Wir,nennen eine geordnete Menge S diskret, wenn jede beschränkte Kette 
in S endlich ist. Aus 2 folgt: 

S a t z 1. Wenn die diskreten geordneten Mengen A, B die Bedingung (JD2) er-
füllen, dann erfüllt auch S — AB diese Bedingung. 

B e m e r k u n g . Durch Induktion kann Satz 1 fü r ein direktes Produkt 
S=AtA2 ... A„ von n Faktoren verallgemeinert werden. Für das vollständige 
direkte Produkt TIAi (wobei die Anzahl der direkten Faktoren A t unendlich ist), 
gilt ein analoger Satz nicht. (Vgl. [6].) 

4. Wir werden S k-vollständig nennen, wenn aus u,v£S, u<v, R£9i(u,v) 
folgt, daß die Kette R ein vollständiger Verband ist. (Es ist leicht zu zeigen, daß 
eine /c-vollständige gerichtete Menge kein Verband zu sein braucht.) 

S a t z 2. Es seien A, B k-vollständige geordnete Mengen, welche die Bedingung 
(JD2) erfüllen. Dann erfüllt auch S = AB die Bedingung (JD2). 

Beweis . Wir setzen voraus, daß für jede Kette R± €91(6!!, a2) und R2 £9i (¿j ,Z>2), 
kard Ry = b z w . kard R2 = n2 ist. Wenn nt und n2 endlich sind, so ist nach 2 
kardi? = « 1 + n 2 — 1 für jede Kette R£9i(_Sx, s2). 

Wenn wenigstens eine der Mächtigkeiten n±, n2 unendlich ist, bezeichnen wir 
« = m a x (rix, n2). Es sei R £ 9 i , s2); RÄ sei die Menge aller a£A, für die es ein 
b' £B gibt, so daß (a, b')£R; die Bedeutung von RB ist analog. Offensichtlich sind 
Ra und R,i Ketten, RÄ c [ßi, a2], RB c [bt, b2], also ist kard RÄssnY, kard RB^.n2. 
Wir setzen C={(a, b)\a£RA, b£RB}. Es ist kard C = k a r d R Ä . kard R^nx n2=n; 
aus RaC folgt dann kard Rrf.n. 

Es sei z. B. n = nx. Aus dem Auswahlsaxiom folgt, daß es Ketten Rx £ 9t(öi , a2), 
R2 €91(6!, b2) gibt, so daß RÄ c R,, RB c R2. Anderseits wählen wir ein Element 
a0£Rx, ay <a0 < a2 aus. Es sei die Menge aller b£R2, für die es ein a£A, 
asa0 gibt, so daß (a, h) € R. Da B ^-vollständig ist, existiert in R2 das Element 
b0 = sup B\. Bezeichnen wir s0 = (a0, b0) und sei j = (a, b) ein beliebiges Element 
von R. Für jedes a£Rx sind die Elemente a', a0 vergleichbar. Wenn a^a0 gilt, 
so ist (nach der Definition von b0) b-^b0 und folglich i S i 0 . Es sei a > a 0 . Wir 
wollen zeigen, daß dann b^b0 ist. Wäre nämHch b<b0, so gäbe es ein Element 
b'£Bx mit b<b'^b0, und zu diesem b' könnte man ein Element a' € A finden, 
so daß s' =(a',b')£R, a S a0. Die Elemente s, s' wären dann aber unvergleichbar, 
was unmöglich ist. Es gilt also b s b0. Das Element s0 ist mit allen s' £ R vergleichbar, 
also ist s0£R. Daraus folgt RxczRÄ, so daß Rx=RÄ, kard kard i?! —n ist; 
nach der oben gewonnenen Ungleichung gilt also kard R = n. 

B e m e r k u n g . Die Voraussetzung über die k-Vollständigkeit kann in] Satz 2 
nicht weggelassen werden. (Vgl. Satz 2 und 3.) 

5. Wenn A oder B die Bedingung (JD2) nicht erfüllt, so erfüllt auch ihr di-
rektes Produkt S = AB diese Bedingung nicht. 

Die „einfachsten" geordneten Mengen, welche die Bedingung (JD2) (trivialer-
weise) erfüllen, sind die wohlgeordneten Mengen. Nehmen wir an, daß A die Be-
dingung (JD2) erfüllt; es stellt sich die Frage, unter welchen Umständen diese 
Eigenschaft von A auch für jedes direkte Produkt AB erhalten bleibt, wobei B 
eine beliebige wohlgeordnete Menge ist. 
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Es sei nt irgendeine Mächtigkeit. Ferner sei B eine wohlgeordnete Menge mit 
kleinstem Element b± und mit größtem Element b2> kard B—m. Unter diesen Vor-
aussetzungen gilt der folgende 

Sa lz 3. Wenn [fli, az]cA, R^Uliax, a2), kard —USlit und R kein vollstän-
diger Verband ist, so gibt es zu jeder Mächtigkeit \\' (1t g lt' S Iii) eine Kette R' € Di^! , s2) 
mit kard R' = lt'. 

Beweis . Nach der Voraussetzung gibt es in R ein Ideal At ¿¿0 ohne größtes 
Element und ein duales Ideal A2?/-0 ohne kleinstes Element, so daß A1f)A2 = 0 , 
Ax U A2 — R. Es sei u' eine Mächtigkeit mit ttSit'Sin. Es gibt ein Element b0£B, 
so daß kard ß0 = n ' , wobei B0 = [bY, b0]- Wir bezeichnen 

Ri = {(öi, b)\b €i?0}, R2 = {(a, b)\a £AJ, 
R3 = {(a,b2)\a£A2}, R' = Rx UR2 UR3. 

Offenbar ist R' eine Kette und kard Rt ~n', kard R2 s n, kard R3 S tt, also ist 
kard R' Es sei s — (a, b) 6 [.?!, s2\; nehmen wir an, daß s mit allen Elementen 
der Kette R' vergleichbar ist. Wir wollen zeigen, daß d2) gilt, d. h. daß 
s zu R' gehört. Offensichtlich ist a <E R. 

a) Es sei a = at. Nach der Voraussetzung gibt es ein d £At mit a'>a±. Wir 
bezeichnen s' — (a', b0). Da s' €R 2 ist, sind die Elemente s, s' vergleichbar; aus der 
Beziehung d >ax folgt daher b0^b, also ist sd Rt. 

b) Es sei a>a1} a^A1. Da s und (alf b0) vergleichbar sind, gilt b^b0. Ferner 
gibt es ein d £At, a-<d. Aus der Vergleichbarkeit von s und (d, b0) bekommen 
wir dann b'S.b0. Also ist b=b0, s£R2. 

c) Es sei a£A2. Es gibt ein a'£A2, d < a. Da s und (a',b2) vergleichbar 
sind, gilt b=b2, also ist s£R3. 

Aus den Sätzen 2 und 3 folgt unmittelbar der 
Sa tz 4. Es sei A eine geordnete Menge, welche die Bedingung (JD2) erfüllt. 

Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent: 
a) es gibt eine wohlgeordnete Menge B derart, daß S—AB die Bedingung (JD2) 

nicht erfüllt, 
b) A ist nicht k-vollständig. 

Satz 5. Es sei 
R^ftia^aJ, R2ai(bt,b2), 

c1,c2eR2, R3 = [öi,cjni?2, R* = [bi,c2]C[R2, 
wobei Rx kein vollständiger Verband und kard Ri=n, il Skai'd R3 < kard R4 ist. 
Dann ist im direkten Produkt S = AB die Bedingung (JD2) nicht erfüllt. 

Beweis. In analoger Weise wie im Beweis des Satzes 3 können maximale 
Ketten R', R" konstruiert werden, derart, daß kard R' = kard R3, kard R" = kard R4 
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