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Über die Weyische Vertauschurigsrelation 
. Vpn C. FOIA§ in Bukarest und L. GEHER in Szeged . 

Herrn Professor Béla Sz.-Nagy zum 50. Geburtstag gewidmet 

Einführung 

Es seien P und Q zwei selbstadjungierte Operatoren, für die die quantenmecha-
nische Vertauschungsrelation 
(1) PQ-QP = -U 

erfüllt ist. Wie H. W E Y L [ 1 ] zuerst bemerkt hat, geht ( 1 ) durch eine formelle Rechnung 
in die Relation (die sog. Weyische Vertauschungsrelation): 

( 2 ) eitPehQ=eitseisQeitP ( _ o o - = i , s < = + o o ) 
• 

über, wobei {ei,p} _«<,<+„, und { e , s ß } _ 0 0 < s < d i e durch die infinitesimalen Genera-
toren iP bzw. iQ erzeugten einparametrigen starkstetigen Gruppen von unitären 
Operatoren sind. . . 

In der Arbeit. [2] wurden Bedingungen angegeben, unter denen (1) und (2) 
streng äquivalent sind. Sogar wurde das allgemeinere Problem betrachtet, wobei 
statt. Gruppen von unitären Operatoren, Halbgruppen von Kontraktionen auf-
treten. 

Dieser allgemeinere Fall kann in gewißem Sinne auf den ursprünglichen Fall 
unitärer Gruppen zurückgeführt werden. In dieser Arbeit werden wir nämlich 
den folgenden Satz beweisen. 

Satz. Es seien {T ( } ( e 0 und {5v} s i ä 0 zwei einparametrige starkstetige Halbgruppen 
von Kontraktionen in einem Hilbertschen Raum H, für die die Weyische Vertauschungs-
relation • . 
(3) T(t)S(s) = ei,sS(s)T(t) (-oo<;, +oo) 
erfüllt ist, wobei 

fT, für isO fSs für iü=0 
T ^ = \Tlt f l i r t e U n d S ( s ) = \s^fürs^0 

gesetzt wird. Dann gibt es in einem geigneten Erweiterungsraum Hzwei einparametrige 
starkstetige Gruppen von unitären Operatoren, {U(t)}-„<t<+„ und {V(Ä)}_„<;.<+„, 
für die die Weyische Relation 

(4) U(í)V(j).= e"sV(j)U(í) ( - c o 
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erfüllt ist und fúr die 

(5) T(t)S(s) = prU(í)V(í) (-°° -<t, j < +«) 

gilt1). Der Raum H kann in dem Sinne minimal gewählt werden, daß er von den Elemen-
ten U ( 0 V ( Í ) A (h£H; — aufgespannt wird. Dann ist die. Struktur 
{H, u ( 0 , V(s), H) bis auf Jsomorphie bestimmt. 

Die gewünschten unitären Dilatationen {U(i)} und {V(s)} werden wir in zwei 
Schritten konstruieren. Im ersten Schritt konstruieren wir in einem Erweiterungs-
raum ff0 von H eine ¿inparametrige starkstetige Gruppe {U°(f)} von unitären Ope-
ratoren und eine einparametrige starkstetige Halbgruppe {V°} s e 0 von Kontraktionen 
für die die Weyische Relation 

U° (0 V° (j) = e"sV° (s)U° (0 (- oo < t, s < + 00) 
erfüllt ist und 

T(t) S(s)=pr U°(0V°(i) ( - c= < t, 5 < + 00) • 

| V ; für J S O 
gilt, wobei V°(J) = < gesetzt wird. Im zweiten Schritt konstruieren wir 

I V j 1 ur s u • 
in einem Erweiterungsraum H von H° unitäre Dilatationen {U(0}-„<,<+„ und 
{V0)}-„<5< + „ von {U°(0} bzw. von {V°(s)}, die die gewünschten Eigenschaften 
besitzen. 

Zum Beweis benützen wir den folgenden Satz von B. S Z . - N A G Y (siehe [3]): 
Es sei {T(}rs0 eine einparametrige starkstetige Halbgruppe von Kontraktionen in 

einem Hilberts'chen Raum H. Dann gibt es in einem geeigneten Erweiterungsraum 
H eine einparametrige stärktetige Gruppe {U(i)}-„,<(<+» von unitären Operatoren, 
für die 

r ( 0 = p r U ( 0 ( - o o < / < + o o j 

f r , fúr 0 gilt, wobei • T ^ = { T i t f ü r t<0 

gesetzt wird. Der Raum H kann in dem Sinne minimal gewählt werden, daß er von den 
Elementen von der Form U(t)h {h £H; — <»<(< 4-°°) aufgespannt wird. Dann ist 
die Struktur {JET, U(<), H} bis auf Isomorphie bestimmt. 

Beweis des Satzes 

Es sei {U°(0}—<r<+~ die minimale unitäre Dilatation von {7X0}; der. ent-
sprechende Erweiterungsraum H° ist von den Elementen von der Form U°(/)x 
(x£H; — 00 < í < + 00) aufgespannt, also ist die durch die endlichen Linearkombina-
tionen 

(6) c = 

') Sind A und B beschränkte lineare Operatoren in H, bzw. in einem Erweiterungsraum H 
von H, so bedeutet A = prB, daß für jedes Element hiH, Ah = PB h gilt, wobei P die orthogonale 
Projektion von H auf H ist. B heißt eine Dilatation von A. 
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gebildete lineare Mannigfaltigkeit L° in H° dicht. Ist \ durch (6) gegeben, so setzen wir 
(7) r1(s) = 2e-is,J\]°(tj)S(s)xJ + oo). 

^ . J 

Diese Zuordnung £ — t](s) ist eindeutig, d. h. von der speziellen Wahl der Dar-
stellung (6) des Elementes Ç unabhängig: Offenbar genügt es hierzu zu zeigen, daß 
aus £ = 0 folgt t](s) — 0 (—oo<s< 

Aus Z = ZV. °(tj)xj = 0 
j ;. . 

folgt für jede reelle Zahl t 

2 T(t+tj)Xj = P° 2 u ° ( i + t j ) X j = p°u°(o 2 U °(tj)xj = p ° u ° ( 0 i = 0, 
J j j 

wobei P° die orthogonale Projektion von ff auf H bedeutet. Daraus folgt weiter 
P°U°(i)f/(i) = P 0 2 e - , s , J U 0 ( i + i ; ) S ( i ) ^ = 

j •' 
= eUs 2 e-is<'+,^T(t + tj)S(s)xj = e"°S(s) 2 T(t+tj)xj = 0 

• ' j J 

(— oo < t < + oo), und daher 
(îj(î), \J°(t)x) = (U°( - t)r,(s), x) = (P°U°(- t)ti(s), x) = 0 

für jedes x£H. Der Raum H° ist aber von den Elementen U°(I)X 
(x£H; - o . < i < + aufgespannt, also ist r](s)=0, w. z. b. w. 

Aus (6), (7) und aus der soeben bewiesenen Eindeutigkeit der Zuordnung 
£ -+tl(s) folgt, daß der durch r\ (s) = V°(i) Ç definierte Operator V°(j) die Linear-
mannigfaltigkeit L° eindeutig und linear in sich überführt. 

a) Von (7) kann man unmittelbar die folgenden Eigenschaften von V°(s) 
ablesen: : - • - . 

1° V°(s) ist starkstetig in s, d.h. von s„^s folgt Y0^,,)^-V°(Î)Ç für jedes. 
. . . . 

2° Für jedes i e L ° und für beliebige Î , / Ë 0 gilt V°(S + S ' K =V°(J)V°( .S'K> 
ferner ist V°(0K = £. 

b) Für je zwei Elemente Ç', ist 
( v w , r ) = ( i ' , v ° ( - i ) 0 +oo) . 

Es ist nämlich • • . . . ' ' 

( V W , D^Ze-'^VWSWx'j, 2 'U°(ti)xi) = j k 
=•2 2 e-is'j(V°(tj)S(s)x'j, V°(ti)xi) = . j *. 

. =2 2e-h'iS(s)xj,U°(tl-tj)xi) = 
j. k . 

= 2 2 e-"j(xj, S(— s)T(t'i - tj)x'i) = j k • 

= 2 2 e-is'j(x'j, e~'<~^~^T(tl-tj)S{-s)x'i) = j k -

j k 
• , =2 2e-is,'!<{V0(tj)x},V°(t'i)S(-s)xZ) = (l;',\°(-s)C). 
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c) Für jedes £<lL° und reelle s gilt ||V°(s)<*|| =§||£||. Ist nämlich 

j 

so gilt V o ( - i ) V ° ( i ) i = 2 U ° ( 0 ) s ( - J ) s ( J ) * y » 
i • 

also | |V0(5)i | |2=(Y°'(j)i , V 0 ( i ) i ) = (v°(-s) 'v°(ff) i , 5) = 

= 2 2{WQJ)S*(S)S(S)XJ, V°(tk)xk) = 
j k 

= 2 2(SHs)S(s)xJ,U°(tk-tj)xk) = 
j * 

= 2 2 (S* (s)S(s)xj, T(tk - tj)xk) = 
j * , 

. = 2 2 (T(tj - tk)>s* (S),S(s)Xj, xk); 
/ . 

andererseits ist 

Ufll2 = ' 2 2 = j k 

= 2 2 ( v ° ( t j - t j x j , xk) = 2 2(T(tj-tk)Xj, xk). 
j k J k 

Wir haben also zu beweisen, daß 

j * • 

Wegen | |S(s ) | |^ l ist / - S * ( s ) S ( s ) ^ 0 ; man setze ß(s) = [ / - 5 * ( s ) 5 ( i ) ] ^ . Aus 

S*(s)S(s)T(t) = S(-s)S(s)T(t) = S{-s)e-i"T(t)S(s) = 

=T(t)S(- s)S(s) = TU) S* (s)S(s) 

folgt, daß Q(s) mit Tit) vertauschbar ist ( — + folglich gilt 

UV - IIV°Will2 = 2 2 {T(tj -tk)Q(s)Xj, Q(s)xk) = 
j k 

= 2 2 ( U ° ( t j - tk) Q(s)Xj, Q(s)xk) = 2 2(V°itj)Q(s)xJ, U ° ( ? J Q { s ) x t ) = 
j k j k 

= I 1 2 U ° ( 0 ) Ö ( S ) * J 2 S 0 , w. z. b. w. 

d) In L° erfüllen U°(i) und V°0) die Weyische Vertauschungsrelation. Für 
beliebige reelle t und s gilt nämlich 

\J°(t)y°{s)S = \}0(t)Ze-u,>ir{tj)S{s)xj = 
• j 

= e"s 2 e-is(t+'^lJ0(t + tj)S(s)Xj = j 

= e^\0(s) 2 U°0 + tj)Xj = e?My0(i)U°(i)5. 
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e) Endlich gilt für Z = x £ H , und für beliebige i und i: £=U°(0)x, V°0)£ = 
S(s)x, \]°(t)y°(t)i = \J°(t)S(s)Z, also 

P0U°(OV°(i)x = T(t)S(s)x. 
Wegen c) kann man die Definition von V°(i) auf den ganzen Raum fl° durch 

Stetigkeit erweitern: {V°(.s)}se0
 w'r (i eine einparametrige starkstetige Kontraktions-

halbgruppe in H°, {V°(V)}_<5<+_, und {U°(0} - - < « + - werden die Weyische 
Vertauschungsrelation im ganzen Raum H° erfüllen, ferner gilt 

J (0 S(s) = pr U°(0V°(5). ' ( - °° < t, s < + oo). 
Es sei jetzt {V(i)} _ c o < s < + „ die minimale unitäre Dilatation von {V°(i)}-~< s<+-

in einem entsprechend gewählten minimalen Erweiterungsraum H von H°. Die 
lineare Mannigfaltigkeit L der Elemente von der Form 

(9) '!>---ZV (sj)Xj (Xj(_Hc) 
j 

ist in H dicht. Für so ein •& setzen wir. 

(10) 2 e i ' s J\ (Sj ) \ ] ° ( t )Xj ( - o o < / < + c o ) . 
i 

Die Zuordnung $ — <j(t) ist eindeutig, d. h. von der speziellen Wahl der Darstel-
lung (9) des Elementes unabhängig. Definiert man den linearen Operator U(0 
(— °° < t < + ¿») in L mit U ( 0 # = f(0> s o kann man mit Wiederholung der Rechnun-
gen im ersten Schritte leicht sehen, daß'die Definition von U(0 ( — « > < ? < + 
zum ganzen Raum Hfortgesetzt werden kann, derart, daß die folgenden Beziehungen 
erfüllt werden: . 

1) U ( - . 0 = U * ( 0 ( - ~ < i - < + o o ) , 
2) {U(0}, eo ist eine einparametrige starkstetige Kontraktionshalbgruppe, 
3) U(0 V(y) = e i , sV(s)U(0 +oo), 
4) T(t)S(s) = pr U(0 V(s) i < 
Wir werden beweisen, daß U(0 sogar unitär ist. 

• Wiederholt man die Rechnung c) aus dem ersten Schritte, so sieht man, daß 
U(i) (— + » ) auf L isometrisch ist. U(0 (— + » ) bildet aber die 
lineare Mannigfaltigkeit L ein-eindeutig auf sich ab, wie man von (9) und (10) un-
mittelbar ablesen kann. L ist in H dicht, voraus die Behauptung folgt. 

Also besitzen {U(0} und {V(.y)} die gewünschten Eigenschaften, w. z. b. w. 

Bemerkung. Wir führen die folgenden Bezeichnungen ein: 
i i 

X(t,s) = e~T'sV(t)V(s) = eI'sy(s)V(t), 
i i' 

Y(t,s)=e"I'ST(t)S(s) = eY'SS(s)T(t). 

Man kann leicht, nachrechnen, daß die Beziehungen 

(11) . eT<'lS2~Sl'2)X(f1 +t2, Ji +5 2 )=X( f 1 , 5j)X(i2, j2) 
( - C O i 2 , i 1 , i 2 < 4- X*(t, s) = X ( - i , -s) und X(0,0)=T gelten. 
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Es sei {*„} ein beliebiges endliches System der Elementen von H, und seien 
{«„}, {<„} zwei entsprechende Systeme von reellen Zahlen. Dann folgt aus (5) und (9): 

2 2 e 2 iSk'J 'kSJ'(Y(tj - tk, sj-sk)xk, Xj) = 
j k 

• = Z 2 e~^S':j"kSj'(X(tj-tk, Sj-Sk)xk, Xj) = \\2XHtk, Sk)xk II2, ' 
j k k 

und folglich 

(12) • 2 2 e ~ ^ S k t i ~ t k S \ Y ( t j - t k , s j - s k ) x k , x ] ) ^ . 
j 11 

Man kann beweisen, daß das Bestehen der Ungléichung (12) für jedes endliche 
System {x„} von Elementen von H und für. entsprechende Systeme {i„}, {?„} von 
reellen Zahlen, auch hinreichend dafür ist, daß unitäre Dilatationen {U(0} <F<+-
und { V ( J ) } _ _ < s < + „ mit den gewünschten Eigenschaften existieren. (Diese Konstruk-
tion ist analog einer Konstruktion in [4].) 

Könnten wir also die Ungleichung (12) unmittelbar beweisen, so würden wir 
einen neuen Beweis des Satzes dieser Arbeit bekommen. Wir haben jedoch (12) 
bisher nur in dem Falle unmittelbar beweisen können, daß mindestens eine der 
Halbgruppen {5 s } s B 0 , { r , } , a 0 aus lauter normalen Kontraktionen besteht. 
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