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- Uber die Weylsche Vertauschungsrelation
+ .Von C. FOIAS in Bukarest und L. GEHER in Szeged .

Herrn Professor Béla Sz.-N agy zum 50. Geburtstag gewidmet

Einfithrung

Es seien P und Q zwei selbstadjunglerte Operatoren fir d1e die quantenmecha- h
nische Vertauschungsrelatlon

o) . PQ-QP =il

. erfiillt ist. Wle H. WevL [1] zuerst bemerkt hat, geht (1) durch eine formelle Rechnung
in die Relatlon (d1e 808, Weylsche Vertauschungsrelation): '

(2) 4 eitP elSQ eits pisQ eul’ (_ o<l §< + oo)

.uber wobei Ie"P}_,,<,<+m und {€@} __ i<y die durch die infinitesimalen Genera-
toren iP bzw. iQ erzeugten emparametrlgen starkstetlgen Gruppen' von unitdren
.Operatoren sind. '
In der. Arbeit [2] wurden Bedmgungen angegeben, unter denen (1) und (2)

streng dquivalent sind. Sogar wurde das allgemeinere Problem betrachtet, wobei
statt. Gruppen- von unitdren Operatoren, Halbgruppen von-Kontraktionen -auf-
treten.

. Dieser allgemeinere Fall kann in gewiflem Sinne auf den ursprunghchen Fall
unitirer Gruppen zuriickgefiihrt . werden. In dleser Arbeit werden wir ndmlich
den folgenden Satz beweisen.

Satz. Es seien {T,},ZO und { S} =0 2Wei etnparametrzge starkstetige Halbgruppen
von Kontrakttonen in emem Hilbertschen Raum H, fur dte die Weylsche Vertauschungs—
relation - -

e T(1)S(s)=eSE)TE)  (—eo<t,s< o)

erfiillt ist, wobei " o ' ' _

T T, fir t=0 4 ) S, fiir s=0’
0= T*, fiir t<0 uﬁ _ S(s).— S*, fiir s<0

gesetzt wird. Dann gibt es in einem geigneten Erweiterungsraum H zwei eznpaiametrige
starkstetige Gruppen von unitdren Operatoren, {U(t)}__,<,< b Und {V()} ci<tes
fiir die die Weylsche Relation ' .

@ R U(t)V(s) e"‘V(s)U(t) (—00<t,S<+w)
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erfiillt fsi und fiir die _
& T@)S6) = prU@VE)  (— =<t s<+=)

giltY). Der Raum H karin in dem Sinne minimal gewihlt werden, daf er von den Elemen-
ten UR)V(s)h (h€H; —o<t,5s< + ) aufgespannt wird. Dann ist die. Struktur
{H U(1), V(s), HY bis auf Isomorphie bestimmt.

Die gewiinschten unitiren Dilatationen {U()} und {V(s)} werden wir in zwei
Schritten konstruieren. Im ersten Schritt konstruieren wir in einem Erweiterungs-
raum H°von H eine einparametrige starkstetige Gruppe {U°(f)} von unitdren Ope- -
ratoren und eine einparametrige starkstetige Halbgruppe {V$}s=0 von Kontraktionen
fur die die Weylsche Relation

. UV = e“‘V°(s)U°(t) (o=t 5= + o)
erfiillt ist und : o
’ T(1)S(s)=pr U°(t)V°(s) (= co<t,§<Foo)

] b . V° fir s=0
g1t wobei V(s) Vot fiir 5<0 '
in einem Erweiterungsraum H von H° unitire Dilatationen {U(t)}_,,,<,<+_, und
{V(s)}_w<s<+,, von {U°(t)} bzw. von {V°(s)}, die die gewiinschten Eigenschaften

- besitzen.
Zum Beweis beniitzen wir den folgenden Satz von B.Sz.-NAGY (siehe [3)):

gesetzt wird. ' Im zweiten Schritt konstruieren wir

Es sei {T, },zo eine emparametrzge starkstetige Halbgruppe von Kontraktionen in
einem Hilbertsthen Raum H. Dann gibt es in einem geeigneten Erweiterungsraum
H eine einparametrige starktetlge Gruppe {U(t)}_,,<,<+,, von unitdren Operatoren,
Siir die

I(1) =prUQ) (—°°<t< + o)

T, fir t=0
]‘tg fur t<0

gesetzt wird. Der Raum H kann in dem Sinne minimal gewdhit werden, daf er von den
Elementen von der Form U(t)h (h € H; = oo <t < 4 o) aufgespannt wird. Dann ist
- die Struktur {H,U(t), H} bis auf Isomorphze bestimmt.

gilt, wobei C T = {

Beweis des Satzes

Es sei {U°(t),_,,<,<+,, die minimale unitire Dilatation von {T(#)}; der. ent-
sprechende ‘Erweiterungsraum H° ist von den Elémenten von der Form U°(t)x :
"(x€EH; —eo< t<+ o) aufgespannt also ist die durch die endlichen Lmearkomblna-
" tionen

©) =3 vy

1) Sind 4 und B beschriinkte lineare Operatoren in H, bzw. in einem Erweiterungsraum H
von H, so bedeutet A =prB, daB fiir Jedes Element he H, Ah =PBh gilt, wobei P die orthogona]e
Projektion von H auf H ist. B heiBt eine Dilatation von A
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geblldete hneare Manm gfalt1 gkelt L°in H° dlCht Ist & durch (6) gegeben, so setzen wir
m o 1) =3 e U)Wy, (m<s<t).

N

Dlese Zuordnung E—-n(s) 1st emdeutlg, d. h. von der speziellen Wahl der Dar-
) stellung (6) des Elementes ¢ unabhingig: Offenbar genugt es hierzu zu zeigen, daB
aus {=0 folgt 7(s5)=0 (—co<s< + o). _ .

, Aus - (= 2U°( j)xj=0
folgt fiir Jede reelle Zahl ¢t
Z'T(t—i-tj)x =P° Z U°(t+t )x = P°U°(t) 2 U°(t,)x, = P°U°(t)f =0,

wobe1 P° die orthogonale Projektion von H® auf H bedeutet.. Daraus folgt weiter . - -

PU°(Dn(s) = P° 2 e~ stU°(t+1 )S(s)x =
. = = eits Z e""('+‘f)T(t+ )S(S)xj = eitsS(s) Z' T(t+ tj)xj =0

(——oo<t< +oo), und daher L )
_ (1(s), U°(9)x) = (U°( - )n(s), x) = (PU(—1)n(s), x) =0
fir jedes x€H. Der Raum H° ist aber von den Elementen U°(f)x -
(x€H; — oo <t=< + ) aufgespannt, also ist n{s)=0, w.z. b. w.
Aus (6), (7) und aus der soeben bewiesenen Eindeutigkeit der Zuordnung
£ >n(s) folgt, daB der durch n(s)= V°(s)§ definierte Operator V°(s) die Linear-
mannigfaltigkeit L° éindeutig und linear in sich iiberfiihrt.
~ - a) Von (7) kann man. unmlttelbar d1e folgenden Elgenschaften von V°(s)
ablesen: - :
o 1° VO(s). st starkstetlg in s, d h. von s,—s folgt V°(s,.)§->V°(s)f fiir jedes .
gele.
' 2° Fiir Jedes :L" und fiir belleblge s, 8 Z0 gilt V°(s+s)§ V°(s)V°(s)é,
ferner ist V°(0)§ sf )
b) Fur je zwei Elemente g, e’ ist . : _
VO &) = (¢ Vi 9E) (=<t o)
Es ist ndmlich '

(V°(5)¢, é")_=(;2 e~me°(t )S(s)x,, Z vt )xk)= .
T 2 E)se), U )xi) = -

e"“f(S(s)x,, Ut —t))xi) = «

.

-'S'J(x,, S( T —1))xi) =

Il

e- m,(x e—i=s)t~ r)T(z —1))S(=s)xi)=

I

et (x], U (1t — 1)) S (= )xk) =
e U ()], U ) S (- 9)x8) =(8, V98D,

33
3
S
3
-3

»M wM »M »la »t



100 . C. Foiag—L. Gehér

¢ Fiir jedes £¢L° und reelle s gilt |V°(s)&| =||&]. Ist namlich

=2 U@)x;,
so gt V) VE()E= 3 U() S(=9)SE)x;,
ko IV@ER=(VEE VY =(V )V 0E &)=

=2 Z(U0)S*(©)56)x;, U(t0x) =
= ,Z %’ (S*)S()x;, Uty — 1)) x) =

=3 Z(S*OS©x,, Tt—1)x)= ’
=33 (T, =S 5@, 0);

~ andererseits ist o -
1€12=3 3 (U@yx;, Utox) =
—Z Z(Uo(l — )X}, %) = Z Z(T(f — 1) X5 Xg)-
Wir haben also zu beweisen, daB
IICIIZ—IIV°(S)€IIZ—Z Z(T(t —t)(I — S*(5)S(5))x;, xk)ZO
Wegen ]l S@)|=1 ist I— S*(s) S(s)=0; man setze Q(s)-—[l S*(s) S(s)]* Aus
S*()SE)T(A) = S(= ) SET(t) = S(—s)e~ =T (1) S(s) =
=TA)S(=5)SE) =T )S*(5)S(s)
folgt, daBB Q(s) mit T(¢) vertauschbar ist (—oo<t,5<'+ =); 'folglich gil;
14 s ||V°(S)€H" —2 Z(T(t —1)Q()x;, () %)=
=IZ'%(U°(t —tk)Q(s)xp (S)Xk) ZZ(U ) 0)x;, U°(tk)Q(S)xk)—
| SISV =0, wz b.w.

" d) In L° erfiillen U°(¥) und V°(s) die Weylsche Vertauschungsrelatlon Fiir
beliebige reelle ¢ und s gilt ndmlich

. COVEE=U0 v‘e"s‘JU°(t,)S(s)x-= -
' —e”‘Ze ls(t+U)U°(t+t )S(s)x - ‘

=ei'V°(s) 2 Ue(t+t )x = e"SV°(s)U°(t)€
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‘¢) Endlich gllt fiilr £=x¢€H, und fiir. beheblge t und s: f U°(0)x VO(S)g
S(s)x, U(HV°()E=U(t) S(s)¢, also

' P°U°(t)V°(s,)x = T(t) S(s)x.

Wegen c) kann man ‘di'e Definition von -V°(s) auf den ganzen Raum H° durch -
Stetigkeit. erweitern: {V°(s)},., wird eine einparametrige starkstetige Kontraktions-

halbgruppe in H°, {V°($)}-.<i<+. und {U°(D} .. <+.. werden die Weylsche
Vertauschungsrelation im ganzen Raum H° erfillen, ferner gilt -

T()S(s) = prUS(OVE(s) = (—o<t, 5= +o0).
Es sei jetzt {V ()} - << .. die minimale unitire Dilatation von {V°(s)}__ < i<+

in emem entsprechend geéwihlten minimalen Erweiterungsraum H von H°. Die -
~ lineare Mannlgfaltlgkelt L der Elemente von der Form :

) ‘ : , ' —Z_ V(spx; (x;€ H%)
. J ,
- “ist in H dicht. Fiir so ein 519 setzen Wwir. .
w . = 5’e"SJV(s)U°(t)x- (Coo<t= +oo).

 Die Zuordnung 4 —a (1) 1st emdeutlg, d. h. von der speziellen Wahl der Darstel-
lung (9) des Elementes # unabhingig. Definiert man den linearen Operator U(?)
(— o <t< +)in L mit U@E)? =0(f), so kann man mit Wiederholung der Rechnun-
gen im ersten Schritte leicht sehen, daB die Definition von U(f) (—oo<t< 4 o0)
zum ganzen Raum H fortgesetzt werden kann, derart, daB die f‘olgenden Bezichungen
erfiillt werden:

1) U(=5)=U*(()- (—oo<t< + =),

2) {U(#)};=¢ ist eine einparametrige starkstetlge Kontraktxonshalbgruppe

) U@ VE)=e-V(UE) (—=<t,5< ),

) T()SE) =prU@® V() (—e<t,5<+e).

Wir werden beweisen, daBl U(¢) sogar unitir ist.

- Wiederholt man die Rechnung c) aus dem ersten Schrltte so sieht man, daB
U(t) (— o <<t< + o) auf L isometrisch ist. U(r) (moo<t< + o) bildet aber die
lineare Mannigfaltigkeit L ein-eindeutig auf sich ab, wie man von (9) und (10) un-

mittelbar ablesen kann. L ist in H dicht, voraus die Behauptung folgt.
Also besitzen {U(r)} und {V(s)} dic gewiinschten Eigenschaften, w. z. b, w..

A

‘Bemerkung. Wir fuhren die. folgenden Bezelchnungen ein:
X(t s)=e Z U(t)V(s) = e2 V(s)U(t),
Y(t, 5)=e 3 T(t)S(s)—e2 S(s)T(t)
Man kann leicht ‘nachrechnen, daB die- Be21ehungen
(t1s2—-5112)

an . e TIKE 5 +5) =X, 5)X (2 52)
(—oo<ty,ty, 8,5, < +), X¥t,5) = X(—1t, —5) und X(0, 0).=I gelten,
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Es sei {x,} ei'ﬁ_ beliebiges endliches System der Elementen von H, und seien
{84}, {#n} zwei entsprechende Systeme von reellen Zahlen. Dann folgt aus (5) und (9):

i . .

X — (St — teesy) . L
Z%’ 2 (Y(t tk, Sj—sk)xk, xJ)=
J .

i ' . : '
= (Sij=1iSj) : ) o
=.j2‘§e 27 (X5 =t 55 =59 %> ;) =1 2 X* (s 9% 1%,

und folglich . _ A
w 3 z e T T ¥ — by, 55— )% X;) 2O,
: . i : .

Man kann beweisen, daB3' das Bestehen der Ungléichung (12) fiir jedes endliche
System {x,} von Elementen von H und fiir. entsprechende Systeme {s,}, {z,} von
-reellen Zahlen, auch hinreichend dafiir ist, daB unitire Dilatationen {U@®)} cecr<+
und {V (s)}_,,,,< <o mit den gewunschten Elgenschaften existieren. (Dlese Konstruk--
tion ist analog einer Konstruktion in [4]. :

Konnten wir also die Ungleichung (12) unmittelbar beweisen, ‘so wurden wir
einen neuen Beweis des Satzes dieser Arbeit' bekommen. Wir haben jedoch (12)
bisher nur in dem Falle unmittelbar beweisen konnen, daB mindestens eine der
Halbgruppen {S;},z0, {Ti}:=0 aus lauter normalen Kontraktionen besteht.
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