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Uber prOJektlve Veranderung der Ubertragung
in Lmlenelementmanmgfaltlgkelten

'Von ARTHUR MOOR in Szeged .

Herrn Professor Béla Sz.-Nagy zum 50 Geburtstage gev'vidrﬁet

§1. Emleltung

Das leferentlalglelchungssystem

L “d2x! o oodx\ o . o
(1.1 - R~ +2G( ds) 0 (@(=12,..n),

. i o . . dxt ' : N . .
wo die Groflen G'(x, x) in den x*=—— hoinogen von zweiter Dimension sind,

ds

bestimmt eine Geometrie der Bahnen, deren projektive und affine Eigénschaften "

schon vielfaltig untersucht wurden; wir erwdhnen nur die grundlegende Arbeit
[1] von L. BERWALD, wo man auch weitere Literaturangaben findet. - -

Die Geometrie &, der durch (1. 1) definierten Bahnen ist durch die Grund-- '
groBen Gi(x, x’) bestimmt; man kann aber @, auch mit Finslerrdiumen §, in Zu-

sammenhang bringen, falls man bedingt, daB die Gleichung (1. 1) eben die Extre-
malen einer Finslerschen Geometrie ¥, bestimmt.
_ Eine pro_]ektlve Veranderung der GrundgroBen ist durch die Formeln

(L 2) ' . G (x, x’),= Gi(x, x) +-¢(x, xXyxi o xt= Z—);

angegeben!), wo ¥ (x, x’) eine in den x’ von erster Dimension homogene skalare
Funktion der Veridnderlichen (x', x’") ist. Im folgenden wollen wir nun fiir die
skalare Funktion (x, x’) diejenigen Bedingungen bestimmen, die notwendig und
hinreichend dafiir sind, daB nach der projektiven Veridnderung (1.2) der Grund-

gréflen G, die’ Krummungstensoren des Raumes unverindert bleiben, bzw. daB

der Basisraum @, in einen sog. affin-skalaren Raum iibergehe.
Der affin-skalare Raum ist ein spezieller Typ der metrisch-affinen Rédume.

Ein metrisch-affiner Raum ist ein n-dimensionaler Linienelementraum bezogen -

auf ein lokales Koordinatensystem, in dem die Metrik durch einen metrischen
Grundtensor g;(x, X) festgelegt ist und in dem eine kovariante Ableitung der Vektoren

1) In der Arbeit [1] ist p(x, x") durch — P(x, x") bezeichnet.
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definiert ist. Der metrisch-affine Raum ist ein affin-skalarer Raum, falls sein Kriim-
mungstensor eine gewisse spezielle Form hat (vgl. unsere Formeln (3. 1)—(3. 3)),
die in die charakteristische Form der Finslerrdume von skalarer Kriimmung iiber-
geht, falls die Ubertragungsparameter mit den Cartanschen Ubertragungspara-
metern eines Finslerraumes von skalarer Kriimmung iibereinstimmen. Diese Réiume .
sind also Verallgemeinerungen der Finslerrdume von skalarer Kriimmung (vgl. [4],
Definition 2 auf Seite 159 und § 4); beziiglich weiterer geometrischer Eigenschaften
dieser Rdume verweisen wir auf die Sitze 5—7 von [4]. :

§2. Pfojektive Veridnderung der Ubertra_gung

: Wir fiihren' die folgenden — auch von L. BERWALD beniitzten -— Bezeichnun-
gen ein (vgl. [1] Formeln (1. 4)): '
gd_et“aG (x__@ i d;_fﬁ(;i(xs X) i def 9°G! (x x)
oxi > T Toxiaxk 0 M 6x!0x"6x’
Diese GroBen sind Funktionen des Linienelementes (x, X). Die Ableitung i—i nach
dem affinen Parameter s wird mit x" bezeichnet. Die GroBen G' sind in den X?

homogen von zweiter Dimension; dementsprechend sind Gij, Gj-k bzw. G;k, in den
X! homogen von erster, nullter, bzw. (—1)-ter Dimension.
Die wichstigsten Kriimmungstensoren des Raumes @ sind die folgenden °

(vel [11§2):

(2 1) . l def aG aG

ox/  Oxr i
st der affine Abweichungstensor, '

2.2y P, 1-<aj<"k aK",.> _ 0G; _4Gi
Sl . J

u —+G; Grk IG;Girj

3\ ox/  oxk) T axk oxi
ist der Grundtensor der affinen Kriimmung und -
@ ke

ist der affine Krummungstensor

Die Transformationsformel von G stimmt mit der Transformatlonsformel
der gewohnlichen affinen Ubertragungsparameter iberein, somit ist die von L.
BERWALD eigefiihrte Operation: :

aer OF1 af
oxk T ox

eine kovariante Ableitung des kontravarianten Vektors &; diese Operatlon kann
in der gewohnlichen Weise. auf beliebige Tensoren erweltert werden (vgl. [1] § 3)2).

'ék Gk+G,ké

.®) In [1} ist diése Operation durch ein Semikolon bezeichnet.
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_ Fiir einen Skalar S(x,'fc) lautet die Berwaldsche kovariante Ableitungi

o5 3S
S =5 T ow O |
Die Krummungstensoren Ki; und K‘ ik verindern sich nach einer pI'O_]ekthen Ver-

dnderung (1 -2) der GrundgroBen Gi gemaB den Formeln:

(2.4 Ki=K,+2y, x X — g +’5j(l// — X

und . _ : _ - . L

@3 K=K (00, — )~ W~ + G~ 0,05,
| w OV '

wo. L7 e

bedeuten Dle Formeln (2. 4) und (2. 5) erhilt man leicht aus (2. 1) und 2. 2), wenn

.man’ diese Formeln statt G¢ mit den durch (1.2) angegebenen G aufschrelbt (vgl
[1] Gleichungen (5. 3), (7.3) und (7. 4)).
’ Nach diesen Vorbereltungen beweisen wir den folgenden

Satz 1. Fiir die Re]anonen

(2-6) S - K=K
bzw. , ST
en . . - Ea=K'% (0>D)

" ist-die Relation’

' R ‘ der O
(2 8) T W,, ‘p‘l’; <l//1 axj)
_notwendig und hinreichend.

Beweis. Wir bewelsen zuerst daB aus der Relatlon 2. 6) die Relation (2. 8) :
folgt. Die Relation (2. 6) ist nach der Formel (2 4) mit

2.9 ‘ Q=& —w,)fc'+5-(w — Y Ey=0"

glexchwertlg Eine Verjiingung iiber die Indizes 7, j gibt wegen der aus den Homogem--.
tatselgenschaften von y und G fo]genden Identitdt

4 |//.’kx1x"=|p,kx"
und X' = xp unter Beachtung der Ungleichung n#l
(2.10) ' R n// x'—.
Nun ist |

ey C k=g
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“eine Idenﬁtéit, wie das durch eine unmittelbare Rééhnung: sofort bestétigt werden
kann. Eine partielle Ableitung von (2. 10) nach x/ gibt wegen der Identitit (2. 11):

{2.12) : 2 i~y X =0,

Auf Grund von (2.10) und (2. 12) bekommt man aus. (2.9) durch Elimination
von y; X' die Formel X(y ;—yy;) =0, woraus wegen x‘#0 die zu beweisende
Relation (2. 8) unmittelbar folgt

Die Relation (2. 8).ist also fiir die Relation (2 6) notwendig. Wir beweisen
jetzt, dal} sie auch hinreichend ist. Nehmen wir also an, daB die Relation (2 8)
gilt. Wir zeigen, daB dann auch (2. 6) gelten wird.

Aus (2. 8) folgt offenbar nach einer Uberschiebung mit x/ wegen der Homoge-
nitét von erster Dimension von ¢ in den X' die Relation (2. 10). Aus (2. 10) erhilt
man ebenso wie vorher, durch partielle Ableitung nach X/, die Relation (2. 12).

Auf Grund der Formeln (2. 8), (2. 10) und (2. 12) folgt aber daf} die Relation
{(2.9) giiltig ist, man muB nur aus (2. 9) die GroBen y; ,x* mit "Hilfe von (2. 12) und
dann ¢ ; mit Hilfe von (2. 8) eliminieren. (2. 9) ist aber schon auf Grund von (2. 4)
mit, der zu beweisenden Relation (2. 6) gleichwertig.

- 'Wir gehen jetzt zum Beweis des zweiten Teiles des Satzes iiber und zeigen,
«daB (2.8) auch fiir das Bestehen von (2. 7) notwendig und hinreichend ist.
"Aus (2.5) und (2.7) folgt: .

@.13) B ;=) — 80k — V) + (i — ¥, % =0,
Nach einer Verjiingung iiber i, & wird:,

@ (r= D)=V ) + ey — 5.5 =0
und nach einer neuen Uberschiebung mit %/: '

.15 | W =Y )i =

Da %' 0 fiir einen beliebigen Index 7 bedingt werden kann, erhilt man aus
‘der Gleichung (2. 13) nach einer Uberschlebung mit x* in Hmswht auf die Relation
(2. 15):

2 - w,,-—‘l//tﬁ,~+(l//;,,,-—*/fj,r)>5'=

Eliminiert man nun aus dieser Gleichung den Ausdruck (¥, ; —y; )xt mit Hilfe
-der Formel (2. 14), so erhélt man wegen der Bedingung n>2 (vel. unsere Formel
«2. 7)) die zu beweisende Relation (2. 8).
: ‘Wir miissen noch zeigen, dafB3 aus (2. 8) die Relation (2. 7) folgt. Substltuleren
wir ¢ ; aus (2. 8) in die Identitét (2. 11), so wird aus der Formel (2. 11):

' L -  def 52¢
(2. 17) ' Wk,j=‘//jl//k+l//jk, lp,k:W

Aus (2. 8) und. (2.117) folgt schon,-daB die Relation (2. 13) giiltig ist; aus (2. 13)
und (2. 5) folgt aber.die Relation (2. 7). Der Satz 1 ist also vollstindig bewiésen.

Die Relation (2.8) verallgemeinert den Fall der affinzusammenhingenden
Punktridume (vgl. [3] § 32). Ist der Skalar  in den X' linear, d. h. ist y von der Form

(2.18) | W B =g (0%
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und sind die Uberfragun'gsparameter Gl nur von x* abhingig, von x' aber unab-
‘héngig, so bekommt man aus (2.8) wegen (2. 18) und wegen G5 =Gj:
2.19) ' (PR =

da aber nach den gestellten Bedingungen ¢; und ¢, ; von den x* unabhangxg sind-
und (2. 19) fiir Jede Richtung x' besteht, folgt aus (2 19) die Relation '

(ptq),: = 0 .
und das stimmt mit dem Fall der Punktraume uberem (vgl [3], Formel (32. 17))

§ 3. Af f in—skélare Riume

Wir nehmen jetzt an, dafl unser Raum @, ein Finslerraum $, ist. Das .bedeutet
daB im Raume eine metrlsche Fundamentalfunktlon F(x, X) existiert?), d1e durch
dle Formeln : ‘ .

einen metrischen Grundtensor definiert, und daB die GrundgréBen durch die Formeln -

Gi; % I-.;}(ik)z:; o
bestimmt sind, wo 1“’}‘ x(x, x) die wohlbekannten Cartanschen Ubertragungspara-
meter des Finslerraumes §, bedeuten (vgl. [2]).
Nach der projektiven Verdnderung (1. 2) von G' bekommt man einen metrisch-

affinen Raum 23,,, der ein affin-skalarer Raum von erster, zweiter, dritter Art ist;
je mach dem sein Krummungstensor die Form

(3 1) ) ’ . : KJ:KF (')) ono_yﬂ');ﬂi)’

(3.2 @) K=KF*GY=740),  (0) K=KF*(30—1%0),.
bzw. -

3.3) o KG=KF*@i-1T)

hat, wo K einen Skalar — moglicherweise ist K=1 — und $; einen von ¥ und:
g; J,l bzw. von den kovarianten Ableltungen dieser GroBen gebildeten gemischten
Tensor bedeuten. Die Abhingigkeit von 7' ; von den erwihnten GrundgroBen des
‘Raumes ist in'den einzelnen Féllen verschieden, die Formeln (3 1)—(3. 3) driicken
aber aus, daB der Tensor X' ; der affin-skalaren Rdume eine sehr spezielle Form
haben muB die ermoglicht, da mehrere geometrischen Eigenschaften der Finsler- -
rdume skalarer Kriimmung auch in diesen Ridumen giiltig seien (vgl.-[4] § 4): Der

%) Die gewShnlichen Eigenschaften von F(x, ) sind B. z. in der Einleitung von [4] angegeben: ,
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Index:. o bedeutet — wie gewéhﬁ]ich — die Uberschiebung mit dem Einheitsvektor

idef'*‘i def oF
/= i bzw, [;= Fr
des Fmslerraumes ‘
Wir werden jetzt notwendige und hmrelchende Bedmgungen bestlmmen dafiir,

daf3 der d -Raum ein affin-skalarer Raum se1

Satz 2 " Damit K ‘die Form (3. 2) (b) hat, ist notwendzg und hinreichend, daﬂ
Ki. ebenfalls die Form (3 2) (b) habe.

J

Bewels Die Formel (2. 4) schrelben wir in der Form:

B4 Ky=KG+F? {5011 YT =1 (=24 + !//J)I}

Offenbar ist (3. 4) mit (2. 4) vollstandig identisch, da wegen der Homogemtat von
erster Dimension: X' =y besteht und: /! ;=0 ist." Mit der Bezelchnung

R R v & — 2w,,,+z/z,,+n// v
_ geht die Formel (3.4) in . ,
(3.6 L K=KYF (5,%0 1'%

" iiber. Hat nun K' die Form (3 2) (b), so besteht fur K'; nach (3 6) die Formel:

K'j=F* (830 —1I' )’aj) mit 3o, Kjoj— 5.

‘Damit haben wir die Notwendigkeit bewiesen.
Wir nehmen jetzt an, daff K'; die Form

K =K*F’ (51 yoo I Vo))
hat. Offenbar w1rd dann K' 'nach (3 6) die Form (3. 2) (b) haben, wo 1etzt
’ ‘ “K 'Ykm+ykm (K—l)

bedeuten wird. Damit haben wir also den Satz 2 vollstindig bewiesen. _
. Mit Hilfe der Formeln (3. 5) und (3. 6) kann auch der folgende Satz leicht
bewiesen werden:

Satz 3. Notwendig und hinreichend dafiir, daﬂ K‘ die Form (3 3) habe, sind
die folgenden Relationen: .

. ' B
(3. 70) . ‘ y:’kj:]j<K~ﬁT2>,
(3.7b) S K'=B(G-1']),
wo B den Skalarf )
. - o -1
@7 BE——K"

. bedeutet und v¥; durch (3; 5) definiert ist.
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Beweis. Substltulert man v5; und - Kl aus den Formeln (3.7a4) und (3. 7b) )

in die Formel (3. 6), so bekommt man fiir K' eben die Form (3 3). Die Bedin-
gungen (3.7a) und (3. 7b) sind also hmrelchend .
E Um die Notwendigkeit der Formeln (3. 7a) und (3.7b) zu bewelsen nehmen"

wir jetzt an, daB K‘ die Form (3.3) hat. ‘Aus (3. 6) und (3. 3) folgt dann:’
(3.8) K4 (5,y.,,, I'yE)=KF*(5i—I'l).

In diesem Paragraphen haben wir vorausgesetzt daB der Bas1sraum ein Finsler-
raum ist. Im Fmslerschen Fall ist aber - ’

K'Y =R/,

‘wo R.,; der kontrahlerte Krummungstensor dés Finslerraumes ist (vgl [2], §38)
In dlesem Falle ist aber wegen R(k,),,, ;=0 (vgl. [2], §38) auch :

Ky =F2 R, =0%).

oooj

Eine Uberschlebung der Relation (3. 8) mit l ergibt somit:
3.9 - . I,yoo yo,-O
Eine Verjungung von (3. 8) iiber den Indexen i, ] ergibt:
K'+F (n—l)Yoo—KF (n—1).
Naéh der Bezéichming (3. 7¢) bekommt man au{s_uns'ere‘r letzten 'Gleichung:

. - 12
v:;== K- };}l
Setzén wir nun diesen Wert von 7% in die Gleichung (3. 9) ein, 16sen wir dann
'(3. 9) beziiglich vaj, so erhalten wir eben die Formel (3. 7a). Eliminieren wir nun
v&; und- py, mit Hilfe von (3. 7a) aus der Gleichung (3. 8), so bekommen wir fiir.
K'; die Formel (3. 7b). Damit ist der Satz 3 vollstindig bewiesen.
Die projektive -Verdnderung (1.2) verandert auch dlC Berwaldschen Uber-

tragungsparameter G,k Es wird:

. i e iayb iaz ¢}
G.10 Gle= Gt U + U6+ Y3, %kg—fg;:f— B

Deﬁmenan wir ‘nun ein invariantes leferentlal mit den Ubertragungsparametern
G,k durch die Formeln :

BE = d' + Gutlart +A,kf""<d)
wo A e den Torswnstensor des Fmslerraumes ¥, und
‘ - O ()L di* +Giodx' = DI*

bedeuten, so bekommen wir emen von uns m der Arbelt [4[ als afﬁnen Fmslerraum

4). Offenbar st ,K°,-=K.~,~g".l = ,»,-liz o
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'bezeichneten Raum: Sjl,, (vgl. [4] Definition 1 auf S. 159; statt ,,*” bezeichnen
wir jetzt und im folgenden die GrdBen unseres Raumes mit ,, A”

Die Hyperflichen des Raumes 9, betrachten wir als die Mannigfaltigkeit
der tangentialen Linienelemente, d. h. die Grundglelchungen einer Hyperflache
9.-1 sind durch

x=xiu!, u?, ..., u’."i), ii:ﬁ
-aﬁgegeben, wo iiber a von 1 bis (n—1) summiert werden soll und (#*, #*) ein Linien-
element der Hyperfldche bedeutet. Das invariante Differential D induziert durch
Projektion ein invariantes Differential fiir- die Hyperfliche 9,_;. Die zum invari-

anten Differential D gehorigen autoparallelen Kurven sind im allgemeinen von
den .autoparallelen Linien  des induzierten invarianten Differentials von $,_,
verschieden. Sind aber die autoparallelen Linien von $,_; gleichzeitig autopa-
rallele Kurven des Raumes, so nennt man §,_, eine autoparallele Hyperfliche
erster Art (vgl. [4]§7, insbesondere Definition 5). Mit Hilfe der autoparal-

lelen Hyperfldchen erster Art kann man die 9,-Raume von skalarer Kriimmung

vierter Art definieren. Nach der Definition ist der Raum 2, ein Raum von' skalarer
Kriimmung vierter Art, falls in jedem Punkte eine autoparallele Hyperfldclie erster
Art A, existiert, und fiir den Normalenvektor von 4,_, jede Richtung moglich
ist (vgl. [4] § 8, insbesondere die Definition 6 auf S. 183).

Die Forderung, daB der Raum ein SJA[ -Raum von skalarer Kriitmmung vierter

. Art sei, fiihrt zu eciner Reihe der. Bedmgungsglelchungen fir die Krimmungsten-

soren. Sie bestimmen die analytischen Bedingungen dafiir, daB der 9,-Raum ein
Raum von skalarer Kriimmung vierter Art sei (vgl. [4] Formeln (8. 3)) W1r wollen:

im folgenden die mdgliche Form der Kriimmungstensoren K und G,kz der 9[ -
Réaume von skalarer Kriimmung vierter Art zu bestimmen.

Im Beweis des Satzes 9 unserer Arbeit [4] bemerkten wir, daB der'Tensqr G"_jk[

dhnliche Eigenschaften hat, wie der Tensor Gj,s in den Untersuchungen von
A. RAPCSAK (vgl. [5], Hauptsatz I auf S. 12). Die Ursache hiervon ist die folgende:
Ist der Raum U, ein Finslerraum §,, S0 stimmen die autoparallelen und die geoda-
tischen Kurven des Raumes uberem und die Flidche 4, .., geht in eine Hyperebene:
erster Art iiber. Die Finslerriume, in denen A,_,-Flichen in jedem Punkt und
zu jeder Rlchtung ex1st1eren sind von skalarer Krummung vierter Art. In unseren
R&umen 9[,, hat nur X,' ok einen anderen Charakter als in den Rdumen . Es muB
also, falls unser Raum Q[ ein Raum von skalarer Krummung vierter Art ist, G i
die Form:

(3 11) G,kx—x<P,k:+q>,k5z+(pﬂ5k+¢k15x
und K, nach der Formel (8.6) von [4] die Form
(.12) ' . o K= Ail' + 54 B

haben, wobel qo, s Pijk solche symmetrlsche Tensoren bedeuten die von den Grund-
groBen des Raumes gebildet sind, wahrend A, und B einen Vektor bzw. einen Ska-
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lar bedeuten. Es ist dabei ]E'hi,-k das Analqgon' des Tensors 2.3), d. h.

(3:13) . K& —

wo l?ik durch (2.5) angegeben‘ist.-

Bemerkung. Die Tensoren .kij,kijk_ und Iz'(.i,-k erhidlt man, wenn man:
in die Formeln (2.1)—(2.3) statt G' die GroBen .G" schreibt.— " N
Aus (3.13) folgt wegen der Homogenititseigenschaften von K'; und K'i,.
da3 o ' , ' :
(3 14) , ) ’ . Ko ok = F—,Z'K k
ist. Aus (3. 12) und (3. 14) folgt- somlt daB in einem Raum von skalarer Kriimmung:
vierter Art K’ die Form ’ :

(3.15) (O Ky=80+1I'P
haben muB, wobei Q einen Skalar und Pk einen kovananten Vektor bedeuten
-0 =F?B, Pk-—FAk :

Satz 4: K‘ und G' ik besttmmen dann und nur dann einen affinen Finslerraum:
von skalarer Krummung vierter Art, falls auch K!; und G', ;. einen solchen Raum be--
stimmen.

Beweis. Aus (3 10) folgt

3. 16) v G,kt = ,k1+x !P,kz+!ﬁ,k51+l//;15k+¢k15n
L a0 g 0%
mit o S g b ey

Verglelcht man (3 11) und (3.-16), so sieht man unmlttelbar daB G d1e Form :
(3 17) ) ijl =x q),k1+q),k51+q),t5k+q)m5l

haben ‘muB, wo ®@; - und <I)J,‘ symmetrische Tensoren bedeuten und umgekehrt
aus (3.17) folgt (3 11) Es ist

: _(Djkd=ef%ic ‘P,k,’ ,ktd_ef%kz Y-
Ebenso folgt.aus (3. 6) und 3.15), da Ki; die Form"
@18 - . KL=so+ip,

hat wo Q einen Skalar und P; emen kovarlanten Vektor bedeuten, und ofTenbar
folgt aus (3. 18) und (3. 6) fur K' eine Form von (3. 15). Damit haben wir den
Satz 4 vollstindig bew1esen es 1st Q0= Q Fyd,, Pi= P Fzy,,,

B
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