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Uber die Rieszschen Mittel.allgemeiner 'Ort.h‘ogonalreihen
) 'Von L. LEINDLER in Szeged ‘

" Herrn Professor Béla .Szo"kefa.lvi-Nagy zum 50. Geb'urtstag gewfdmet

.~ 1. Meper. [4] und K. TANDORI [6] haben Approximationssitze fiir die (C, 1)-
Mittel allgemeiner Orthogonalentwicklungen mit den iiblichen Methoden der
Theorie der allgemeinen Orthogonalreihen bewiesen. G. ALExITS und D. KRALIK [3]
haben neuerlich den Satz von K. TANDORI, welcher den von J. MEDER erweitert,
,mlt rezhentheoretzschen Methoden noch verallgememert Ihr- Satz lautet folgender- .
weise:

Sei <;o,,(‘c)} ein im Intervall (a, b) definiertes, beliebiges Orthonormalsystem,
{cajel? 1) eine reelle Zahlenfolge und

0 - : . fx) = é’) c,,'(p,l(x) (Konvergenz in. L2(a, b)).

Wir nehmen an, daB_die Bedingung

oo

_Z c29? (n) <o

d1e (G 1)- -Summierbarkeit der Reihe (1) auf einer Menge E c(a, ‘b) swhert wobei

19(x) eine positive, monoton gegen + o> wachsende Funktion ist. Bedeutet l(x)
eine positive, von unten konkave, monoton gegen + e strebende Funktion, fiir

welche x?/I(x) mit festem 0 <7y <1 bei geniigend groBem x monoton nicht abnimmt,
so folgt aus dem Erfiilltsein. der Bedingung:

gcnz (n)ﬁz(n)«o '

daB die (C 1) M1tte1 o,(x)-der Orthogonalrelhe (1) die Funktion f(x) auf E mit dem
Annaherungsgrad

. I
2 o o — =
@ | 10,(9) —f()] 2o (1( ))

approximieren.

) D, h. > e < oo,
n=0.
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“In §2 beweisen wir wieder mit den klassischen Methoden der Theorie der
allgemeinen Orthogonalreihen drei mit Rieszscher Summation verkniipfte Sitze, aus
denen sich als Spezialfalle der Satz von G. ALexits und D. KrRALIK und das Ergebnis,
daB im Falle I(x)=x" (0<y<1) schon die Bedingung c2l?(n) = D cintr < oo
fiir (2) hinreichend ist, ergeben. Bevor wir unsere Sitze formulieren, fithren wir
einige Begriffe und Bezelchnungen ein, die wir im folgenden immer in demselben
Sinne verwenden.

- Sei A(w) (w=0) eine positive, im strengen Sinne wachsende Funktion mit
A(0)=0 und A(n) > und A(w) die eindeutig bestimmte inverse Funktion von:
A(w). Die Orthogonalreihe (1) heiBt (R, A(n), 1)-summierbar zur im Falle {c,} €/?
durch den Riesz— Fischerschen Satz bis auf eine Nu]lmenge emdeutlg bestlmmten
Funktion f(x), wenn fiir o =n mlt n-—oco

R, = (l(w) A0) 6 () 1)
M)

fast iiberall gilt. Wir setzen
50.(%) = Z a@(x), m=A@) und . m, = [m,];?)

hler sind @ und m, nicht notwendigerweise ganze Zahlen. Es seien Q(CO) (0=0)
eine positive monoton gegen Unendlich wachsende, u(w) (w=0) eine positive,
monoton nichtabnehmende Funktion und y(w) (w=0) eine positive, monotone
Funktion, fiir welche die Funktion y(w)/¢(w) monoton gegen Null konvergiert.

Satz I.'Es sei [(w) eine positive monoton nichtabnehmende Funktion mit

Im,+1) = l(m,+2)=".. =l(ﬁ,,+1)_(n==1 2,..) und

Q) - Iy, )=Kl(m) (n=1,2,...; 0<K<2).
Ferner sei {c,,} eine Zahlenfolge mit der Eigenschaft "

@ S C212(n) <o,

Ist die Reihe ' ) ,

® ' Z cal (M) u(x)

A\

auf einer Menge Ec(a, b) (R, A(n) 1)-summ1erbar so approximieren die (R, A(n), 1)
Mittel R (x) der Orthogonalréihe (1) die Funktion f(x) auf E fast iiberall mit dem
Annaherungsgrad :

® IR f(X)I—O(,(n))

In diesem Satz konnen die ,,guten” Elgenschaften des Systems {(p,,(x)} aus-
genutzt werden. Im- Spezialfall A(n)=n ist es bekannt, daB die Reihe (5) im Fall
(4) z. B. fir das trigonometrische System (R, n, 1)- (d h. (C, 1)-) summierbar ist;
dasselbe gilt fiir ein beheblgcs Orthogonalsystem {<p,,(x)} dessen 2"-ten Lebesgue-

~

oY [a] bezeichnet den ganzen Teil von a. -
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schen Funktionen (n=1,2,...) auf der Menge E gleichméBig beschrinkt sind
(siehe z. B. ALexits .[2]). Die Ersatzbedingungen fiir /(w) sind leider notig.
Aus dem Satz I ergibt sich der folgende

Satz 11. Sichert die Bedmgung

. S et (ny< o
n=0 L. :
. die (R A(n), 1)-Summierbarkeit der Rezhe (1) fiir jede die Bedingung (7) erfiillenden
Koeffizientenfolgen {c,} auf einer Menge Ec(a, b) fast iiberall, so folgt aus dem
Erfulltsem der Bedmgungen o

® - 20 c2e* () ()< oo
und ’ : ' _
® )= =Ku(m)  (1=1,2,...; 0<K<2),

dap die (R, A(n) 1)-Mittel R,,(x) der Orthogonalrelhe (1) die Funktion f(x) auf E fast
iiberall mit dem Annaherungsgrad _

- o 1
(10) | | fRn(x)—f(x)l = Ox(m>
approximieren. '

Der folgende Satz besagt dap 1fur die (R /l(n) 1) Summlerbarkelt die Heran~
-mehung der Folgc {Q(n)} in geWIBen Fillen unnotlg ist. : .

Satz 1. Gilt _
a1y , Kl#(mn)‘—s—u.(mnfl)§K2.u(mn) “mit 1<K1§K2<IZ,

" s0 folgt schon aus der Bedingung
[0) I . Z é2u2(n)<oo

daf die (R, /'L(n) 1)- Mittel R(x) der ()rthogonalrezhe (1) die Funktion f(x) in (a, by
fast iberall mit dem Annaherungsgrad (10) approximieren.

Es ist bekannt, dafl im Falle des (C 1)-Verfahrens A(n) =A(n)=n ist. So sind-
die Bedingung (9) mit u(2"*!)=Ku(2") (0<K<2) -und die Bedingung (11) mit
u)=an’ (a=>0,0<y<1) erfiillt. Daraus ergeben snch unsere vorerwdhnten Be-
hauptungen. :

Der folgende Satz ergibt sich-unmittelbar aus dem Hilfssatz I, der in den Ap-
proximationsséiitzen eine analoge: Rolle splelt wie das Kroneckersche Lemma in den
GroBenordnungssatzen

Satz IV. Es. sei {p,,} eine im strengen Sinne wachsende Indexfolge und {w,}

eine positive, monoton nichtabnefimende Zahlenfolge mit W, .\ =W, 43= ... =Wy
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n=1,2,..).

). Konvergieren die 'Part_ialsumm‘en 5,.(x) der Orthogonalreihe

' 2 Cn W PulX)

auf einer Menge Ec (a, b) so approximieren die Partialsummen sp"(x) der Reihe (1)
auf E die Funktion f(x) mit dem Anndherungsgrad

' ] 11
lsl'Jn(x) _f(x), = 0x<;n>'

Dieser Satz -ist eine Verallgemeinerung eines Satzes vén K. TANDORI [6].
In § 3 geben’ wir Sétze fiir die GréBenordnung der (R, A(n) 1)-Mittel der Ortho-
gonalreihe (1). ‘

Satz V. Es sei l(w) eine posmve, monoton mchtabnehmende Funktzon mit
Im,+1) = l(m,+2) =

= I(M,+,) (n=1,2, ...) und I/(n) - . Ferner sei {c,} eine
Koeffizienten folge mit der Eigenschaft : ‘ - :
(13) j [l(n)] 2 <o,
Ist die Reihe .
a9 Z e e )

auf einer Menge E C(a b) (R A(n), ]) summlerbar so gilt die Abschdtzung
(15) R(x)=o(l (m) .
Siir die (R, A(n), 1)-Mittel R,(x) der Orthogonalreihe (1) auf E faat iiberall.
Die ,,guten” Eigenschaften des Systems {@,(x)} konnen auch im Satz V aus-
genutzt werden. .

Aus dem Satz V folgt der folgende:

Satz VL. Sichert die Bedingung (1) die (R, A(n), 1)- Summlerbarkett der Reihe

(1) fiir jede, die Bedingung (7) erfiillende Koeffzzzentenfolge {c,} auf einer Menge
Ec(a,b), so folgt aus der Bedingung

2 aym=e
' fiir die (R, A(n), 1)-Mittel R,(x) der Orthogonalreihe (1) auf E die Abschdtzung
| @(n)> -
16 s 3 Rll =0, .
(16) g ) o(v(n) '

Fir y(n)=1 wurde dieser Satz im Spezialfall g(n)=loglogn, A(n)=n von

K. Tanpori [7] und im Fall o(m)=logloglogn, A(n)=logn von J. MEDER [5]
bewiesen.
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§ 1. Hilfssiitze

Zum Beweis unserer Sitze werden wir einige Hilfssitze vorausschicken.

H11fssatzI Es sei {p,} eine Indexfolge (15)p1<p2< c<pp<.. Sind
{u} eine bellebzge und {1} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge

mit Ay o1 ==y ., (m =1,2,...), so folgt aus der Konvergenz der p,,-ten Partial-
summen sy der Reihe 2 u,l, die Konuergenz der p,,,-ten Partialsurnmen s, “der
. n=1
Reihe Z u, und es gilt fur s=lims, die Beziehung
=1 . : : . - .
. s —si=of ).
. . a p SR XPmH )

Die Notwcndlgkelt der Ersatzbedingung fiir {l } kann mit einem Gegenbeispiel
leicht bewiesen werden.

‘Beweis von Hilfsts‘at*z I Durch Abelsche Umformung érgibt sich fi‘!f ‘

. Pm+k 1
D Spmak ™ Spm —. 2 T'Ivuv
. v=pm+1 Ay
die Abschitzung T
, Pmrr—1 / 1 1 1 *- C
Ispm+k—spr;|| = 2 o (S" sl’m)+ (sp’"_+k_spm)
y! A A
. R v=pm+1 vy v+ 1 Pm+k

m+k-—-1 1 V 1 .'_ » 1
> (T—T)<s:,—s:m>+ n

i=m+1 \%p;  Apivi/ Pm+k

- '__0< 1 _.1>+o 1)_0 1
—, lpm+1 lpm.-i»k . j"vl.lm-i'k B )'Pm+1 '

Daraus folgt im Falle k -~ oo die Beziehung (1. 1).
Damit haben wir Hilfssatz [ bewiesen.

. (s§m+k - s:m) =

Hilfssatz II. Gilt ‘
(1; 2) o o u(vn+1)§K
‘ #(v,)
so folgt aus der Bedingung (12), dafi die Partzalsummen 8,,(x) der Reihe (1) in (a, b)
die Funktion f(x) fast iiberall mit dem Annaherungsgrad ,

sy 09— = (ﬂ(‘v)

Ay

~ approximieren. (Hier sind v, nicht notwendigerweise ganze Zahlen.)
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Beweis von. Hilfssatz II Dann ist nach (1.2) und (12)

3 o) f (S0 dx = 3 p2(on) 3 b =

k>vn

= 3w 3 3 @=om3( 3 o 3uwo=

n= m=n Vym<k=vp41 m= Vm<KkSvma41
=0 Z( 3 () =00) 3 ciut()<ee.
m= Vm <K=Vmi1 i . . n= !

'Nach dem Satz von B. LEvi konvergiert die Reihe

3 120)(5,00 =f00)?

fast uberall und so gilt (1. 3) in (a, b) fast iiberall, womit der Hilfssatz TI bewiesen
ist.

‘Hilfssatz II1. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 und der erganzenden _
Voraussetzung A, —~oo folgt aus der Konvergenz der p,-ten Partialsummen s, der

Rethe 2 u Ay die Abschatzung

.

(1. 4 ' s, _o(;pm) ,
Beweis von Hilfssatz III Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem
Kroneckerschen Lemma (sxehe z. B. Arexits [1), S. 68), wenn wir dleses auf die

, Zahlenfolge {4,,} und die ‘Reihe Z’ < pmjl u, anwenden.

m= 0 v=pm+1

Hilfssatz. IV. Es sei I(w) eine positive, monotone Funktzon mit (7, + 1) =
=G+ D) = . = IFpr) und

(1.5) E S 7(m,+;)§‘1'<i(m,') (n=1,2,...; 0<K<2).
Dann folgt aus der Bedingung
e | Z"cnl (m) <<
die Abschitzung ’ R
' 1
1.7 Sm x,——Rx = 0, —
wn LG (7)

P

fiir jede n-und k mit m,<k=,,,, fast iberall in (a, b).

" - Beweis von Hilfssatz IV. Wir wcrdcn. die Gleider auf der rechten Seite
der Ungleichung

(L8 155,09 — Re()| =15, (9 — R, (] + | R, (3) — Ry 1 ()] + | R4 () — Re(3)
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einzeln abschétzen. Mit ‘einfacher. Rechnung ergibt sich nach (1.5) und (1.6)

. b . ) _ _ .
3 PPm) Jf (5na(3) = Rn, ()" dx = O(1) 3 7 55 2 A0k =

n—1

= O(1)n§ iz(m,,)%,v; _2 (e =

5 ﬁZ /12(k)clf 5 Im) _

=hiy+ n=v+1 22n

= 5 m_Z (k) 2———1 me1) o(l) Zc,.l (n)<oo.’
Darau,sf ergib?; sich, daB die Reihe -
L P (s )~ Ry, )

fast ﬁbefall konvergiert; also.'gilt fast iiberall

¢-2 w0 R’""(x) <l(m")).
Weiterhin gilt die Be21ehung ‘ o o .
o |Rmn+1(x>—Rm"(x>|=ox(—l.(-l;))- (< Tins )

fast uberall in (a, b). Dies folgt mit Anwendung des Satzes von B. LEVI _daraus,
daB :

22 ' o2 Siv § 5 1 i 2 |
é‘l I*(m,) f(Rﬁn+ 1(%) —_Rm,.(_x)) dx = 0(1) "é’l [ z(mn)mkgl lZ(k).Ck =

—om 3B pwd F LI _om Fdrm==

v=0k=mv+1 n=v+1l ~ 22"

Nach (1. 6) gilt auch die Unglelchung

< - A@)I°E) ' =
lZ; m—j‘(]z (x)— R: 1(x)) dx

- o 3 (“'j(,l))iz(l Qo 3 it -

3y X bedeutet, daB man nur fiir die n mit m,<#.;e 1 summiert.
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3 L l(z)(l(l'f'l) A0
_o(l)ké“")c"é WOFGFy

o) Slz(k)ck :1 2() (zz() /12(11+1))

= 0(1) Z’ (k) i 32((113 = 0() 2 i’ (k) <o

Nach dem Obigen gﬂt

:ﬁn+l /1(1) 1'2(1) . . .
i=ﬁ+lm<’?<> Ries () = 0,0

~ Offensichtlich ist

= ,{(,-+1)_—/1‘(i) Ay +1)

izfn 1’ A) - = Ay +1) - o,

also ergibt sich durch Anwendung der ‘Ca’uchyschen Ungleichung:

- o
a1 Rk(x)|_{ D rraa L LTS e

i=mn+2

{ ﬁ ,1(1'+1)~2—,1(i)}1/2=-0'< 1,>
w2 A@) () i(k)

Daraus und aus (1. 9) und (1. 10) folgt die Abschatzung 1.7 nach (1. 8).
Damit haben wir den Hilfssatz IV bewiesen.

Hilfssatz V. Damit die Orthogonalrezhe (1) mit {c }El2 auf einer Menge
E (R, A(n), 1)-summierbar ist, ist notwendig und hinreichend, daff die Parttalsummen
Sw,(x) auf E fast iiberall konvergieren.

Der Hllfssatz V wurde von A. ZYGMUND [8] bewiesen.

" §2. Approximationeh

Beweis von Satz. I. Wir nehmen an, daB die Koeffizientenfolge {c,} und
die Funktion /(w) die Bedingungen des Satzes I erfiillen: Dann konnen wir den
Hilfssatz V mit der Koeffizientenfolge {c,/(n)} anwenden, und so ergibt sich die

Konvergenz der Partialsummen 3, (x) der Reihe (5) auf E fast iiberall. Also kénnen
" wir den Hilfssatz I fiir die Reihe (5) mit p,=m, anwenden, und so ergibt,sich auf
E fast iiberall der Anndherungsgrad .

en I57, () —f ()] = (ﬁ_ﬁi—))

Nun wenden wir den Hilfssatz IV mit () =1(w) an; dies ist mdglich nach den ~
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Bedingungen (3) und (4). So ergibt sich die Abschitzung

ey C - Rk(x)l—o(,(lk)>

fiir jede n und k mit m,<k=m,, , fast iiberall in (a, b). Aus 2.1 und (2 2) folgt.
“die Behauptung (6). .
Damlt haben wir den Satz I bewxesen

"Beweis von Satz II. Es sei - ) g
- ”(mn+1) flll' mn +<1§w§mn.+19 '
K (Q)._' w(w) sonst. '

Nach den Bedingungen des Satzes II ist die Reihe > c,i(n)@,(x) fast iiberall auf E°
(R A(n), 1)-summierbar, weiter bestehen die Bedingungen (3) und (4) des Satzes I
mit /(w) = (w). Darum kénnen wir Satz I anwenden: so folgt nach der Definition:
von ji(w) der Annaherungsgrad (10) fast iiberall auf E.

Damit haben. wir den Satz IT vollstindig bewiesen. -,

Beweis von Satz III. Wir wenden den: Hilfssatz 11 mlt v,=m, an, SO
bekommen wir die Beznehung

(=0 = ( e ))

in (a, b) fast uberall Auf Grund von (11) und (12) kénnen wir Hllfssatz v mlt
I(a)) #(w) anwenden und so ergibt sich nach (1 7) die Abschitzung

' 1
IS, () — Rk(x)l =0 <”(k))

fir jede n und k mit m,<k=m,,, fast iiberall in (q, b) Aus dem Oblgen und
(11) folgt die Behauptung des Satzes III. . :

§3. Abschiit'zu'ngén

Beweis von Satz V. Wir nehmen an, daB3 d1e Bedingungen des Satzes V
erfiillt sind. Wir wenden zuerst Hilfssatz V mit der Koeffizientenfolge {c/~*(n)} an.
So ergibt sich die Konvergenz der Partialsummen 53 (x) der Reihe (14) -auf E fast
iiberall. Also konnen wir Hilfssatz ITI fiir die Reihe (14) mit p,=m, anwenden:
$0 erglbt sich nach (1. 4) fast iiberall ‘auf £ die Abschatzung

S (X) = ox(l(mn))

Hiernach wenden wir H]lfssatz v m1t l((o)—l 1(a)) an. So bekommen w1r die -
Abschitzung -

lsz, () — Re(x)] =.0 (l(k))

-fiir Jede n und k mit m,<k=m,,,, fast iiberall in (a, b). Aus dem Oblgen erglbt
~sich die Behauptung (1 5) .



138 L. Leindler: Rieszsche Mittel allgeméiner Offhogonalreihen

Damit haben wir den Satz V. vollstindig bewiesen.

Beweis von Satz VI. Es sei

2t i mlswsR,,
- Q(mn+1)
Y(w) = @)
-sonst.
o(w) .

Nach den Bedingungen des Satzes V1 ist die Reihe

Saimee

auf E fast- iiberall (R, A(n), 1)-summierbar. Mit [{w)]~'=7(w) erfiilen sich
auch die weiteren Bedingungen des Satzes V, also kdnnen wir den Satz V anwen-
den. So ergibt sich die Abschitzung (16)- fast iibrall auf E.

Damit ist der Satz VI bewiesen.
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