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Über Semiringe mit multiplikativer Kürzungsregel 
Von O. STEINFELD in Budapest 

Herrn Professor ßela Szökefalvi-Nagy zum 50. Geburtstag gewidmet 

§ 1 

Unter einem Semiring verstehen wir eine (nichtleere) Menge S={a,ß, y, ...}, 
in der eine Addition und eine Multiplikation mit den folgenden Eigenschaften 
definiert sind: (i) S ist eine additive Halbgruppe, (ii) S ist eine multiplikative Halb-
gruppe, (iii) die links- und rechtsseitigen Distributivitätsregeln ct(ß + y) = aß + ay 
und (ot + ß)y = a.y + ßy sind auch gültig. . 

Das Element 0 von S heißt Nullelement, wenn 

. 0+.£. = £ und 0£ = £0 = ' 0 

für jedes ¿;( 6 S) gelten. 
Ein Semiring enthält höchstens ein Nullelement. Offenbar kann man zu jedem 

Semiring ein Nullelement adjungieren. 
Ist die Addition in einem Semiring S kommutatív, und besitzt S ein Null-

element, so nennen wir S einen Halbring. 
"Wir sagen, daß in einem Semiring S die linksseitige multiplikative Kürzungs-

regel gilt, wenn 

(1) aa = <rß^a = ß («, ß, S; a ^0) 
für jedes o£S) gilt. 

Ähnlich definiert man die rechtsseitige multiplikative Kürzungsregel in einem 
Semiring. 

Wir sagen, daß in einem Semiring die multiplikative Kürzungsregel gilt, wenn 
in ihm die linksseitige und rechtsseitige multiplikative Kürzungsregel gleichzeitig 
gelten. 

Ein Semiring mit multiplikativer Kürzungsregel ist offenbar nullteilerfrei. Die 
Umkehrung dieser Behauptung ist dagegen ungültig, siehe z. B . B O U R N E [1], Beispiele 
2 und 3. 

Es ist bekannt, daß die Charakteristik eines nullteilerfreien Ringes mit mindes-
tens zwei Elementen 0 oder eine Primzahl ist. (Siehe z. B. RÉDEI [2], Satz 38.) 

Wir wollen in dieser Arbeit ein Analogon dieses Resultates für Semiringe mit 
linksseitiger (rechtsseitiger) multiplikativer Kürzungsrege;! beweisen. (S. Satz l.) 
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J . SZENDREI hat in seiner Arbeit [4] bewiesen, daß es zu jedem nullteilerfreien • 
Ring einen ebensolchen „minimalen" Oberring mit Einselement gibt. 

In Satz 2 werden wir beweisen, daß ein ähnliches Ergebnis über Halbringe 
mit multiplikativer Kürzungsregel gilt. 

§2 

Zur Vorbereitung betrachten wir nun eine multiplikative Halbgruppe 
" = ß, y> •••}• 

Wir sagen, daß ein Element a( £ H) von endlicher Ordnung bzw. unendlicher 
Ordnung ist, je nachdem unter den Potenzen a, a2 , ... nur endlich viele oder unendlich 
viele verschiedene Elemente vorkommen. Im ersten Fall bezeichnen wir mit o(a) 
die Anzahl der verschiedenen Elemente unter.den Potenzen a, a2 , . . . . Es ist bekannt 
( s . z . B . REDEI [2], § 2 0 ) : 

Ist oc von unendlicher Ordnung, so besteht die Folge a, a2, ... aus lauter verschie-
denen Gliedern. Im Falle o(a)—n ist die Folge a, a2 , ... stets von der Form 
(2) a, a2, ..., ak~1, ak, ...,a"\ an + i—a.k, ..., a2n = a"+k~1 (l^k^n), 

wobei a, ..., a" verschieden sind. Die Elemente ak,ak+1, ..., a" bilden eine zyklische 
Gruppe (a) von der Ordnung n — k + l. 

Es folgt aus den obigen, daß man zu jedem Element a ( 6 i / ) von endlicher 
Ordnung zwei eindeutig bestimmte natürliche Zahlen o(a) = n und s(a) = k zuordnen 
kann, wobei o'(<x) = n die Ordnung von a und s(a) = k die Sprungstelle von a d. h. 
die kleinste natürliche Zahl k mit a"+ 1 =a fc-(1 S f c S n ) bezeichnen. 
# Das folgende Ergebnis ist unseres Wissens neu und es stammt im wesentlichen 
v o n A . RENYI. 

H i l f s s a t z . Hat das Element a einer Halbgruppe H die Ordnung o(a) =/?H 
und die Sprungstelle s(rx) =k, so gilt 

(3) o^ar) = m+ . "~k+
1
l \ und s(oLr) = m+\ ( l S r ^ n ) , 

(n — k+ 1, r) 

wobei k = mr+j (0Sm; l ^ j ^ r ) besteht. 

Beweis . Nach der Voraussetzung ist w + 1 die kleinste natürliche Zahl mit 
(m + l)r^k, deshalb ist «("+'>'' = a k + u ( 0 ^ u ^ n - k ) ein Element der Gruppe 
<a). Wir haben die kleinste natürliche Zahl x mit a k + " + x r = a.k+" zu bestimmen. 

Da a.k+u+xr = a f k + u + xr = k + u (mod n-k + 1) gilt, besteht x = . N . 
(n-k+l,r) 

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

§ 3 

In einem Semiring kann man über die additive Ordnung o+(a) und über die 
multiplikative Ordnung o x(a) ferner über die additive Sprungstelle s+(oi) und über . 
die multiplikative Sprungstelle sx(a) eines Elementes sprechen. 
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Gilt o+(a) = o= in einem Semiring S für alle a ( ^ 0 ) , so verstehen wir unter der 
Charakteristik von S die Zahl 0. Gibt es dagegen eine natürliche Zahl n, so daß 
:stets o+(a) = m und m\n gelten, dann nennen wir die kleinste solche Zahl n die Charak-
teristik von S. In.jedem anderen Fall habe S die Charakteristik 

Sa tz 1. Die Charakteristik eines Semiringes mit linksseitiger (rechtsseitiger) 
multiplikativer Kürzungsregel ist entweder 0 oder 1, oder aber eine Primzahl p. Im 
.letzteren Falle hat jedes Element a(^0) die additive Sprungstelle 1, d. h. die Elemente 
•a, 2a, ...,pa. bilden eine p-Gruppe. 

Beweis. Ist die additive Ordnung jedes. Elementes a ( ^ 0 ) von S1 unendlich, 
so ist nichts zu beweisen. 

Es sei a ( ^ 0 ) ein Element von der endlichen, additiven Ordnung o+(x) = n 
und von der additiven Sprungstelle s+(a) = k. Wir zeigen, daß jedes Element ßi^O) 
von S dieselbe additive Ordnung n und dieselbe additive Sprungstelle k hat. 

Betrachten wir die Elemente ß,2ß,...,nß. Wäre 

mß = lß (1 
gültig, so bestände 

mßa=lßoc—ßma=ßloc=>moc=;/a ( l S l < m i / ! ) , 
C • 

was der Annahme o+(oc) = « widerspricht. So gilt o+(a)^o+(ß). Wir werden ein-
sehen, daß der. Fall o+(a) <o+(jS) unmöglich ist. Wären nämlich die Elemente 
ß,2ß, ...,nß, ...,rß(r>ri) alle verschieden, so wäre wegen o+(a) = n 

m=s<x. (lSig«<r) , 

gültig, woraus wegen raß=saß=arß — oisß der Widerspruch rß =sß (1 
folgte. 

Damit ist 
(4) o+(<x) = o+(ß) = n (für jedes ß^O, £S) 

bewiesen. 
Da man die Äquivalenz (n + l)a = ka <=>• (n + l)ß =kß leicht einsehen kann, 

ist auch s+(a)=s+(ß) richtig. 
. Es wird gezeigt, daß o+(a) = n entweder 1 oder eine Primzahl p sein muß. Im 

entgegengesetzten Falle wäre p\n (p<n, p eine Primzahl) gültig. Man bekommt 
aus dem Hilfssatz 

(5) o+(pa)^n — 1 für jede Sprungstelle i + (a) . 

Da wegen o+(a) = n ^p das Element pa. von Null verschieden ist, steht (5) im 
Widerspruch mit (4). 

Wir haben noch zu beweisen, daß im Falle o+(a) —p die Behauptung s+(a) — 1 
Gesteht. Wäre nämlich s+(oc) = fc§2, so folgte aus dem Hilfssatz s+(ka) = 1 ^k, 
was nach den Vorigen unmöglich ist. 

Damit ist der Beweis von Satz 1 beendet. 
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• § 4 

Wir schicken einige Begriffe voraus. 
Eine additive Teilhalbgruppe a eines Semiringes S wird ein Ideal von S genannt, 

wenn für alle Elemente a £ a und < j£S 

da, (rot £ a 
gilt. 

Wir sagen, daß eine Klasseneinteilung C eines Semiringes S kompatibel ist, 
wenn die der Klasseneinteilung C zugehörige Äquivalenzrelation = eine Kongruenz-
relation ist, d .h . wenn für die Elemente x, X, o£S die Regeln 

(6) x ='X (mod C) => x+a=X+a (mod C), o + x =<r + X (mod C) 
und 
(7) , x=X (mod C) => xa.=Xa (mod C), ax=aX (mod C) 

gelten. (S. z. B. REDEI [2], §§ 30 und 46.) 
Wir betrachten eine kompatible Klasseneinteilung C eines Semiringes S. Die 

durch das Element oc(£ S) repräsentierte Klasse und die Menge der Klassen bezeich-
nen wir mit ä bzw. S. Definiert man in S die Verknüpfungen 

(8) ! ä + ß = a + ß und äß^üß (a, ß£S), 

• so wird S ein Semiring, den wir einen Faklorsemiring nennen. 
Wir bezeichnen mit N den Halbring der nichtnegativen ganzen Zahlen. 

Sa tz 2 (Vgl. SZENDREI [4] und REDEI [2], Satz 201). Jeder Halbring1) 
R — {a, ß, y, ...} mit multiplikativer Kürzungsregel hat ebensolche Erweiterungs-
halbringe mit Einselement. Unter ihnen gibt es einen, der mit S bezeichnet werde, 
derart, daß die übrigen einen mit S isomorphen Teilhalbring enthalten. Dabei ist R 
ein Ideal von S. 

Beweis. Es bezeichne to das Nullelement von R. Wir betrachten die Menge 
aller Elementenpaare (a, a), wo a bzw. a die Elemente von N bzw. von R durch-

laufen. Definiert man in' R1 die Verknüpfungen 

(9) (ä, a) + (b, ß) =(a + b, a + ß) (a, b €.N; a, ß£R), 

(10) \ (a, a) (b, ß) = (ab, aß + ba + ocß) (a, btU: ol, ß£R), 

so ist es leicht einzusehen, daß R t ein Halbring mit dem Eiriselement (1, co) ist und 
die Elemente der Form (0, £) ein Ideal von R{ bilden, welches mit dem Halbring 
R isomorph ist2).. 

Wir schicken die folgende Bemerkung voraus: 
Gilt für die Elemente (m,n), (n,v) und (0, a) ( a ^ co) eine der Bedingungen 

(11) (m, n) (0, a) = (n, v) (0, a); (Ö, a) (m, fi) = (0, «) (n, v), 

1) Die Existenz des Nullelementes ist nur der Einfachkeit halber vorausgesetzt. 
2) Diese Erweiterung ist das Analogon der Dorrohschen Ringerweiterung. 

A 13 
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so gelten 

(12) (m, /1) (0, 0 = {n, v) (0, 0 und (0, 0 (m, ß ) - (0, {) (n, v) 

für jedes .Element (0, £)' (£ 6 R). 
Aus (10) und (11) folgt nämlich (0, + tß ) (0, a) = ((0, 0 (m, /<)) (0, a) = 

= ((0, 0 (n, y)) (0, a) = (0, + £v) (0, a). Daraus bekommt man nach Kürzung mit 
dem Element (0, a) die Behauptung (122). Ähnlicherweise ist (12j) einzusehen. 

Wir betrachten die folgende Klasseneinteilung C des Halbringes R t 

f(r , q) = (5, er) (mod C)«•(/•, q) (0, a) = (s, a) (0, a) 

[ f ü r ein gegebenes Element (0, a) mit a ^co. 

Um zu zeigen, daß C eine kompatible Klasseneinteilung von R, ist, haben wir die 
Erfüllung der Regeln (6), (7) einzusehen. 

Ist (r, g) = (i, er) (mod C), so gilt für ein beliebiges (b,ß)£Rl die Regel 
(0-, Q) + (b, ß)) (0, a) = (r, e) (0, a) + (b, ß) (0, <x) = (s, <x) (0, «) + (6, ß) (0, a) = 
= ((5,<x) + (6, /?))(0,a) d . h . 

(r, q) + (b, ß) = (s, o) + (b, ß).(mod C). 

Da ferner auch 

(b, ß) (r, (?) (0, a) - (b, ß) (s, a) (0, a) => {b, ß) (r, 6) = (b, ß) (s, a) (mod C) 

und nach der vorausgeschickten Bemerkung 

((r;e)(b,ß))(0,a) = (r,e)((b,ß)(0,<x))=(s,a)((b,ß)(0,oc)) = 

= ((s,G)(b,ß))(0,a)=>(r,Q)(b,ß) = (s,<T)(b,ß)(modC) 
gelten, sind (6) und (7) für C bewiesen. Es bezeichne (i\g) bzw. Ri — S die durch 
das Element (r, e ) ( € i ? i ) repräsentierte Klasse bzw. den Faktorhalbring. 

Offenbar ist (1, <w) das Einselement von 5. 
Da die Elemente der Form (0, c) (£ £ R) einen mit R isomorphen Halbring, 

also einen Halbring mit multiplikativer Kürzungsregel bilden, gilt nach (13) 

(14) (0, O = (0, r) (mod Q ~ (0, O - ( 0 , T). 

So bilden die Klassen der Form (0, £) einen mit R isomorphen Teilhalbring, sogar 
ein Ideal S* von S. 

Aus (13) folgt 
(15) (c, y) = (0, co) (c, y) (0, a) = (0, co). 

Wir haben noch zu zeigen, daß die multiplikative Kürzungsregel in S gilt. 
Es sei ' 
( 1 6 ) J F T ^ ( b 7 ß ) - { ^ ä ) ( b , ß ) ( ( & , « . * ( 0 , © ) ) . 

Nach (82), (13) und (15) folgt aus (16) 

(17) • (r, ö ) (b, ß) (0, «) = (s, a) (b, ß) (0, a) ((b, ß) (0, «) * (0, w)). 

Dies impliziert (0, a) (r, Q)-(b, ß) (0, a) = (0, a) (s, A)-(b, ß) (0, a) ((0, a) (r, Q), 
(0, a) (s, er), {b, ß) (0, a) € S*). Da in S* die multiplikative Kürzungsregel gilt, 
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besteht (0, a) (r, q) = (0, a) (s, &). Nach der vorausgeschickten Bemerkung und 
(13) bekommt man daraus 
(18) W Ö 

Durch ähnliche Methode wird die Implikation 

= Viß) &*).=> WQ) = M ) ((bTß) (¡MO) 
bewiesen. 

Es sei endüch T ein Erweiterungshalbring von R mit dem Einselement e, in 
dem auch die multiplikative Kürzungsregel erfüllt ist. Man kann voraussetzen, 
daß selbst R ein Teilhalbring von T ist. Wir zeigen, daß 

(19)"" (s, a)- ss + a (s£N, a£R) 

eine isomorphe Abbildung von S in T liefert. 
Wegen 

. (s, T) = (s + t, <T + T ) — ( I + I ) E + ( C + T ) = se + o + te + x 
und 

(s, <J) (t, R ) = (st, sx + ta + ax) — sie + ST + ta + <7T = ( J E + A) (te + T ) 

ist (19) eine homomorphe Abbildung. 
Um die Eineindeutigkeit einzusehen, setzen wir Voraus, daß se + a == re + t 

gilt. Multipliziert man diese Gleichung von rechts mit dem Element a ^ co von R, 
so entsteht so. + a<x — tix + rot. Dies bedeutet die Gültigkeit der Bedingung 
(s, a) (0, a) =• ((, T)(0, a), woraus nach (13) 

( j , ff) = (t, t) 
folgt3). ' 

Damit ist (1er Beweis beendet. 
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3 ) Vgl . den Bewei s des Satzes v o n SZENDREI in REDEI [3]. 


