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О П Р О И З В Е Д Е Н И Я Х У П О Р Я Д О Ч Е Н Н Ы Х А В Т О М А Т О В . 1 

Ф. ГЕЧЕГ (Сегед)* 

В настоящей статье исследуется вопрос о вложимости конечного мно-
жества частично упорядоченных автоматов в произведение автоматов в 
смысле В. М. Глушкова. Полученный результат обобщает одну теорему 
Й. Хартманиса, относящуюся к некоторому частному виду произведения 
автоматов. 

Относительно терминологии мы ссылаемся на работу [1] Глушкова. 
Автомат A ( A , X , Y , ő , X ) мы назовем упорядоченным, если множества 

его входных сигналов, выходных сигналов и состояний — упорядочены, 
и выполняются следующие условия: . 

a) если хх^х2, то д(а, x^^öia, х2); хи х2£Х, а£А произвольные, 
b) если т 0 &(аи х)^д(а2, х)\ аи а2£А, х£Х произвольные, 
c) если а х ^ а 2 , то ¿ ( a ^ s A f e ) -
В дальнейшем, говоря об автомате, мы всегда будем подразумевать 

упорядоченный автомат. 
Пусть дано множество произвольных конечных автоматов 

A¡(A i t Ar„ Yh ői, Я,) ( / = 1, 2, ..., к). В соглащение с терминологией Глушкова 
произведением этих автоматов мы называем автомат А, с множеством со-
стояний А = А1хА2Х---ХАк, где отношение упорядоченности на множестве 
А задается следующим образом: 

a[ = (ai,a2, •••,ак)]ёа'[ = (а'и a í , aí)], 

если для всех пар át, aí имеет место неравенство щ ё а ! . Упорядочение 
входных сигналов в А — произвольно. Функция обратной связи 
(р\АХХ-*Хх X ... ХХк подчиняется следующим условиям: 

• 1) если х^х'(еХ), то <р(аи ..., ак, х)^<р(а1, ..., ак, х'), 
2) если (ai, ...,ак)ё(а'и ...,aí), то <р(аи ак, х)^(р(а[, ..., а'к, х). 

(Xi X ... X Хк упорядочено аналогично множеству AtX ... ХАк). Функция <5 
перехода автомата А определена обычным путем: á(a ,x) = (ő1(a1 ,x1) , . . . , 
. . . , 8 к (а к , х к ) ) , где а-(аи ..., ак) и ..., x j = <p(aly..., ак, х). Наконец, упо-
рядочение множества Y выходных сигналов автомата А — такое, что 
a g a ' влечет А(а)ёА(а')-
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Будем пользоваться следующими обозначениями: если я — произволь-
ное разбиение ' множества М, а,а'£М и а, а' содержится в одном и том 
же классе по разбиению п, то мы пишем: а' = а{л). Допустимым разбиением 
произвольного автомата мы называем разбиение этого автомата, при кото-
ром из а = а'(п) следует S(a, х) = 3(а', х)(п) и если e s J , а = а'(п), b = b ' ( n ) , 
то не может выполняться а'>Ъ'. В этом случае мы пишем n ( á ) ^ n ( b ) , где 
л(а) — множество всех таких элементов а', для которых имеет место 
а - а'(п). 

Рассмотрим конечное множество автоматов А,(/ '=.1, ..., к) с отноше-
нием частичной упорядоченности R. Обозначим через Р(Аг) множество, 
состоящее из всех автоматов из множества {А,-}, которые больше автомата 
А,-, и из самого автомата Á¡. Произведение А автоматов А м ы назовем 
их ^-произведением, если для функции ср обратной связи выполняются 
1), 2) и. 

3) если <р(а1,...,ак,х) = (х1,...,хк), то х^у^щ,, ah, ..., a¡m, a¡, х), где 
A f l , ..., AIm — все автоматы, которые больше автомата A¡. 

Рассмотрим конечные множества {М,}. ( / = 1, 2, . . . , л) соотв. {А;-} 
( j = 1,2, . . . , к ) произвольных автоматов. Мы говорим, что множество {М,} 
представимо множеством {Aj}, если существует такое Р-произведение авто-
матов Aj , которое для всех i содержит в качестве подавтомата автомат, 
изоморфный автомату M¡. 

Имеет место 

Т е о р е м а 1. Е с л и м н о ж е с т в о М = {МГ} (г = 1 , . . . , п) п р е д с т а в л я -
е т с я ^ - п р о и з в е д е н и е м А а в т о м а т о в Аг (/' = 1, ..., к), т о к а ж д о е 
м н о ж е с т в о Р(А,) и н д у ц и р у е т д о п у с т и м о е р а з б и е н и е пГ1 к а ж -
д о г о а в т о м а т а М г , г д е с о с т о я н и я и з М г т о г д а и т о л ь к о т о г д а 
с о д е р ж а т с я в о д н о м и т о м ж е к л а с с а р а з б и е н и я пГ1, е с л и к о м -
п о н е н т ы и х о б р а з о в в д а н н о м и з о м о р ф и з м е в л о ж е н и я М г в А, 
в з я т ы е и з л ю б о г о с о в п а д а ю т . Е с л и А,ё'\А¡, т о р а з б и -
е н и е с и н д у ц и р у ю щ и м м н о ж е с т в о м Р(A¡) б о л ь ш е р а з б и е н и я , 
и н д у ц и р у ю щ е г о с я м н о ж е с т в о м P(A¿). П е р е с е ч е н и е в с е х т а к и х 
р а з б и е н и й в М г . я в л я е т с я т р и в и а л ь н ы м . 

О б р а т н о , п у с т ь д а н ы д о п у с т и м ы е р а з б и е н и я n r í , ..., яг-г в 
а в т о м а т а х ' М, (> = 1 , . . . ,п ) , п е р е с е ч е н и е к о т о р ы х я в л я е т с я т р и -
в и а л ь н ы м . Р а с с м о т р и м м н о ж е с т в о р а з б и е н и й я , , , . . . , n r ¡ r , лгд, д г е 
7iro — р а з б и е н и е а в т о м а т а М г , д л я к о т о р о г о и м е е т м е с т о 
т = т'(лГо) д л я в с е х т, М г . Т о г д а с у щ е с т в у ю т к о н е ч н о е м н о ж е -
с т в о а в т о м а т о в {А,} (/ = 1 к) и у п о р я д о ч е н и е R э т о г о м н о ж е -
с т в а , т а к и е , ч т о к а ж д ы й М г п р е д с т а в л я е т с я н е к о т о р ы м Р - п р о -
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и з в е д е н и е м а в т о м а т о в A¡, п р и ч е м к а ж д о м у р а з б и е н и ю nr¡ с о о т -
в е т с т в у е т н е к о т о р о е гАг т а к , ч т о р а з б и е н и е в М г , - и н д у ц и р у ю -
щ е е с я м н о ж е с т в о м P(A¡), с о в п а д а е т с лГ( . . Д а л е е , к а ж д о е Р(А,) 
и н д у ц и р у е т н е к о т о р о е пг. в о в с е х а в т о м а т а х M r . n r ¡ ^ n r j , е с л и 
д л я и н д у ц и р у ю щ и х Р(А,) и Р(Ау) и м е е т м е с т о A ¡ s A у . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть дано множество автоматов {Мг} (г =• 1, ..., п) и 
множество автоматов {A,} ( i = 1, ..., к) с (частичным) упорядочением R. 
Рассмотрим ^-произведение А автоматов A¡, в котором все автоматы м г 

изоморфно вложены. Берем такие разбиения n¡ автомата М г , что т г = т ' г(щ) 
(тг, т'г £МГ), если компоненты их. образов в А, содержащиеся в A¡ 
(A J^P(A¡)), совпадают. Покажем, что эти разбиения допустимы. С одной 
стороны, если mr = m'r(r,¡), то <5 r(т,,xr) = ór(т'г, хг)(л,-) (хг£ Хг). Действительно, 
пусть Хг изоморфизм автомата М, в А: 

XÁ™r) = (•••, aj, ...,ак, ...) (ajtAj, Aj£P(A,)). 

Xr(mí)-= (...,aj, ...,aí, ...) (ak,áí£Ak, Ak$P(A¡j). 
Тогда 

«5(..., aj, ..'., ак, xr(xr)) = (..., Sjiaj, x¡), ..., 8к(ак,хк), ...), 

. <5(..., aj, ...,aí, Xr(xr)) = (•••, dj(aj, x'j), ..'., <5к(а'к, xí), .. .), где 
(..., xj, ..., xk, ...) = cp{..., aj, ...', ak, ..., xÁXr)), 

(..., x'j, ,.., xí, ...) = <p(..., áj, ..., ai, ..., Xr(xr)). 

Но, по определению Л-произведения, xj.= xj. 
Если класс С, по разбиению n¡ определяется элементами a j 

(£AJ,AJ£P(A¡)), и класс С,- элементами А*, то имеет место один из сле-
дующих утверждений: 

а) можно найти такое j (Ау£Р(А,)), что элемент а} не находится в от-
ношении упорядоченности с элементом а*. 

Если все a j ( £ A j , AjdP(A¡)) находятся в отношении упорядоченности 
' . с соответствующими элементами а*, то 

Р) найдутся такие j и /, (Ау, А,£P(A¡)) , что а^а), а,<af; 
у) для всех у (Ay€P(A,)) :«y^aJ; 
ё) для всех j (Aj £ P(A¡)): a¡ ̂  а*. 
Очевидно, в случаях а) и Р) ни один элемент из Сг не находится в 

отношении упорядоченности ни с одним элементом из С,'. 
В случае у) соотв. 3) произвольный элемент из класса С, не меньше 

(соотв. не больше) любого элемента из класса C¡. 
Этим доказано, что разбиения n¡ — допустимы. 
Пусть теперь А,-^Ау. Тогда mr = m'r(n¡) влечет mr = m!-(nj), т. е. л.-^яу. 
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Остается показать, что пересечение л этих допустимых. разбиений яв-
ляется тривиальным. Предположим, что л обладает таким классом, кото-
рый содержит два различных состояния тг и т'г. Но в этом случае 
Xr(wr) = хЛ т г) , вопреки предположению, согласно которому %г — изомор-. 
физмы. Этим первая часть теоремы доказана. 

Для дальнейших . предпосылаем несколько определений. Мы говорим, 
что состояние а автомата А — изолированное, если любое из а ^ Ь и 
а ^ Ь влечет за собой Ь — а. 

Рассмотрим множество М ( (i = l,...,k) и некоторое его частичное 
упорядочение R. Мы говорим, что Мопередит Mj, если M^Mj, но ни 
с каким MK(£{MT}) не выполняется MK>MJ. 

Теперь рассмотрим конечное множество М таких автоматов Мг 

(г=1, ..., и), что каждый автомат Мг из М обладает разбиениями л;,, ..., лПг, 
пересечение которых является тривиальным. 

Покажем,-что можно найти конечное множество {А,-} (/ = 1,-...,к) таких 
автоматов и такое упорядочение R этого множества, чтобы М представлялся 
некоторым Л-произведением автоматов Af. 

. Рассмотрим произвольный автомат М г (из М ) и Некоторое допустимое 
разбиение лг этого автомата. Тогда можно конструировать , автоматы МД г , . 
множество входных сигналов которых есть (лг.(тг.),..., лг.(тг), хг), где 
лг., ..-., лг — все допустимые разбиения, опережающие разбиение лг, а 
х г(£Х г) — произвольно. Множествами состояний (и выходных сигналов) 
служат классы автомата Мг по разбиению лг. Функция перехода автомата 
М1г определяется следующим образом: 

Обозначим через Т={лп, . . . ,л г >} множество заданных разбиений ав-
томата М г . Далее, пусть Tj — множество максимальных элементов мно-
жества Г. Если л¡.к€Ти то <5Гк(лГк (тк), хг) = лгк(д(тк, хг)). Пусть Т2 — множество 
максимальных элементов множества Т—Т1г. и лг.£Т2. Если теперь лп(т) 
—; изолированное и существуют такие классы лГк(т'к), ... (по всеми раз-
биениями, опережающими разбиение л0), что. дГк{лГк{тк, хг)) = лгй(тк), .... 
и для всех таких классов ПлГ к(тк) = а к ^ 0 , лГк(тк), лГк(тк),.... — изо-
лированные и Л г Д т ) ^ ^ , 1 ? то мы выберем произвольный класс л r j(m') 
из некоторого ак и положим, в этом случае 

^(^(т),(лГк(тк), ...,хг)) = лг.(дг(т',хг)), 

') Если подставляя х'г в место хг получаются эти ж е соотношения, то пусть 

COOT1I. 
6г, ('"•)> • • ' ХГ )) = 71

 Г, ( 6 r ( m i ' ХГ ))• 
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\ . 
а во всех остальных случаях 

8гА^(т),(лГк(тк), ...,хг)) = пп(дг(т,хг)). 

Теперь обозначим через Т3 множество максимальных элементов множества 
Т-(Т1+Т2). Пусть лг.(£Т3)— произвольно. Если лГ|(ш,) — изолированный 
и существуют такие классы лг.(ш']), ... (по всеми разбиениями, опережаю-
щими разбиение лг), что 

дГ](пГ1{тУ),(пГк {т'к), ...,хг)) = ... 

и для всех таких классов Пя,Д/иу) = а ; ^ 0 , лГ](т'з), ... — изоли-
рованные и лг.(т1)%а], (см. сноску1 '), то мы выберем произвольный класс 
лГ1(т!) из некоторого a j . В этом случае пусть 

дГ1(лг.(т:), (яг.(/«у), ..., хг)) = лг.(8г(т!, хг)) 
и 

8гХпп(пЬ)> ..., х,)) = пп(дг{т-„ хг)) 
во всех остальных случаях. 

Продолжая этот процесс, мы конструируем автоматы для всех разбиений 
лГк. Упорядочение множества входных сигналов автомата М„г мы опре-
делим так: (лг.(тг), '..., хг)^(лг.(т'г,),..., х'г), тогда и только тогда, если 
лГ|(тГ|)ёг1Г|(т'Г|) и хг ё х'г. Упорядочение множества состояний соотв. вы-
ходных сигналов определяется естественным образом. 

Множество входных сигналов соотв. состояний мы дополним с вход-
ным сигналом х„г соотв. состоянием аКг, для которых ¿Жг(71г*/",), хКг) = 
= лг(тг) и бГг{аЖг, х) = аЖг, где (тг £ М,) состояние лг(тг) и входный сигнал 
х автомата М„г — произвольны. 

Рассмотрим множество М' автоматов МПг, для. всех г. Мы вводим в 
М' отношение частичной упорядоченности Л: М ^ ^ М ^ тогда и только 
тогда, если л С к о н с т р у и р у е м /{-произведение А этих автоматов: мно-
жеством входных сигналов автомата А является объединение множеств 
входных сигналов автоматов М „ г , ' а множеством выходных с и г н а л о в - ^ 
обединение множеств выходных сигналов автоматов М„р с множеством N 
всех состояний из А, содержащих такие компоненты л .Дт , ) , . . . ,я, ( г 

для которых т^Д/и^П ... ПлП г(т; г) = ' 0 , или такой компонент л„(тп) 
(п ;*^ ; у = 1, ...,./г), что лп(т„)т±а„п:. 

Функция (р обратной связи автомата А —"следующая: 

, <р(а, хг) = <р(:.., пи(т^, ...'; ..., л.Дш,,)...; ..., лщ(т„), ...; хг) = 
= (...,хя,„ ...; ...; ..., ^(тс,к(тА), ...,хг), ...; ..., хКщ, ...), 

где Лjk(mjk) — произвольные состояния автоматов М ^ , большего автомата 
М„г5, а функции т о п р е д е л е н ы следующим образом: 
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. Если лГк(тГк), .... — компоненты состояния а и пГк£Ти то грГк(хг) = хг. 
Если nrj(mrj), ... — компоненты состояния a (nr.£Т2), опережены классами 
в а лГк.(тГк.}, ..., то 

<РгЛлгк1(тГк), •• ,xr) = (Srk¡(nrJmrk), xr), ..., хг). 
Если nr¡(mrs), ... — компоненты состояния а (яГабГ3), опережены классами 
в a nrjl(mrj~), ..., то 

( p r s ( n r j l ( m r j ) , . . . ; . . . , n r k ¡ i ( m r k ¡ ) , . . . ; x r ) = 

= Sf]l(Tiril(mfJ), (KÁnrk4(mrki), xr), ..., xr)), и т. д. 
Функций выходов. А автомата А мы определим так:' 

A (a) =A(...,nll(mll), ...; ...,nr(jnr), ...; ..., л„£т„)) = yr 

если = anii,:nrsynrJ П ... П = w, и Ar(mr) = yr, n„t(mj = a„n¡, 
а для всех остальных случаев 

л ^ С ^ ! , ) , . . . ; . . . , nrs(mr), . . . , ...., nnt(m„...) = а. 

Легко убедиться, что таким образом нами получен уцорядоченный ав-
томат А. В автомат А изоморфно вкладываются все автоматы М г , если 
мы поставим в соответствие входному сигналу хг, состоянию тг и выход-
ному сигналу уг автомата Мг входный сигнал хг, состояние: 

а = (....а,,,...; ...; яГ1(отГ1), ..., лГк(тГк); ...,aKkt, ..:)' 

для которого лГ1(/иГ1)П ... Г\лГк(тп) — тг и выходный сигнал у,, автомата А. 
Так как пересечение лп П ... ПлГк совпадает с тривиальным разбиением, 
то рассматриваемое соответствие — взаимно однозначно. Легко видеть, 
что оно является и изоморфным. 

Анализируя доказательство второй части теоремы 1, можно видеть, 
что в том случае, когда множество М состоит лишь из одного автомата 
М и теорема 1 получит следующую форму: 

Т е о р е м а Г. Е с л и а в т о м а т п р е д с т а в л я е т с я Л - п р о и з в е д е -
н и е м А а в т о м а т о в А; (7=1, то к а ж д о е м н о ж е с т в о Р{A¡) 
и н д у ц и р у е т д о п у с т и м о е р а з б и е н и е л1 ; а в т о м а т а М 1 ; г д е с о с т о -
я н и я и з M t т о г д а и т о л ь к о т о г д а с о д е р ж а т с я в о д н о м и т о м ж е 
к л а с с а р а з б и е н и я л1 ; , е с л и к о м п о н е н т ы их о б р а з о в в д а н н о м 
и з о м о р ф и з м е в л о ж е н и я M t в А, в з я т ы е и з л ю б о г о А,€-Р(А;), с о в -
п а д а ю т . Е с л и А;?--Аj, т о р а з б и е н и е с и н д у ц и р у ю щ и м м н о ж е с т -
в о м Р{A¡) б о л ь ш е , р а з б и е н и я , и н д у ц и р у ю щ е г о с я м н о ж е с т в о м 
Р (.4j). П е р е с е ч е н и е в с е х т а к и х р а з б и е н и й в M i я в л я е т с я т р и -
в и а л ь н ы м . . 

О б р а т н о , п у с т ь д а н ы д о п у с т и м ы е р а з б и е н и я я 1 1 ; ..., я1 г в 
а в т о м а т е М 1 ; п е р е с е ч е н и е к о т о р ы х я в л я е т с я т р и в и а л ь н ы м . 
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Т о г д а с у щ е с т в у ю т к о н е ч н о е м н о ж е с т в о а в т о м а т о в {A¡} 
•(i = 1 , . . . , к) и у п о р я д о ч е н и е R э т о г о м н о ж е с т в а , т а к и е , ч т о M t 

п р е д с т а в л я е т с я н е к о т о р ы м ^ - п р о и з в е д е н и е м а в т о м а т о в A¡, 
п р и ч е м к а ж д о м у р а з б и е н и ю л и с о о т в е т с т в у е т н е к о т о р о е A¡ т а к , 
ч т о р а з б и е н и е в M j , и н д у ц и р у ю щ е е с я м н о ж е с т в о м P(A¡), с о в п а -
д а е т с к и . л и ш п ч , е с л и д л я и н д у ц и р у ю щ и х /»(А,) и Р(А/) и м е е т 
м е с т о A ¡ ^ A j . 

Специалным случаем этой теоремы является теорема Хартманиса [2]. 
Прежде доказательства этого факта мы введем несколько определений. 

Пусть дано конечное множество автоматов {А,} (/ '=1, ..., к). Рассмотрим 
на этом множестве бинарное отношение R :А ;RА,-; если произвольный 
выходный сигнал автомата A¡ является входным сигналом автомата А,-. 
Транзитивная оболочка этого отношения — частичная упорядоченность R. 
Если для некоторого автомата А,- не существует автомат из {А,}, опере-
жающий его, то А- называется максимальным. Если автомат Ак не опе-
режает никакого автомата из {А,}, то Ак называется минимальным. 

Теперь мы сформулируем условия, при которых теорема Г перейдет 
в теорему Хартманиса: 

1) В автоматах M i и А,- все входные сигналы, состояния и выходные 
сигналы — изолированы. 

2) Множества X входных сигналов максимальных автоматов совпадают. 
3) Множество X¡ входных сигналов произвольного автомата А,- сов-

падает с множеством Уу | X ... X YjiX X, где Yj¡, ..., Yj, — множества выход-
ных сигналов автоматов А л , . . . , А л , опережающие автомата А,-, 

4.) Л-про'изведение автоматов' А,- . (/'= 1, ..., к) является автоматом А, 
множество входных сигналов (соотв. состояний) которого — множество X 
(соотв. A¡ X ••• X Ак)\ А относительно функции (р обратной связи мы имеем: 

• • q)(...; a¡i, ,.., a¡r, a¡, ..., ak, x) = (д-,, ..., xk), 

где x¡ = tp¡(an, ..., air); aa£Ai{, ..., airC A¡r, 

где A,,, . . . ,A¡ r — множество всех автоматов, опережающих автомат А,-. 
Определение функции q¡¡ — аналогично определению функции (p¡, исполь-
зованной при доказательства второй части теоремы 1. . 
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