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Universale Algebren niit ’ge'ge;benen Automorphismengruppen |
und Unteralgebrenverbinden

Von E. T. SCHMIDT in Budapest

1. In diesei Note wird ein Satz iiber die Unabhingigkeit der Automorphis-
mengruppen und Unteralgebrenverbiinden ‘der universalen Algebren bewiesen. .

Eine universale Algebra’ — oder-kurz Algebra — ist ein Paar (4, F), gebildet’
durch eine Menge: 4 und durch die Gesamtheit F der iiber A definierten endlich-
stelligen Operationen. Es ist bekannt (BIRKHOFF [1]), daB jede Gruppe G mit der
Automorphlsmengruppe G(A, F) einer Algebra (4, F) isomorph ist.

Es sei (A4, F) eine Algebra und B eine nichtleere Teilmenge von 4. Wenn
fiir jedes o(x, x;, .., x,)€F aus x,,x,,..,x,EB stets - p(xi, X3, ..., X,)€B
folgt, dann wird (B, F) eine Unteralgebra von (4, F ) genannt.. Es ist bekannt, dafl
die Gesamtheit der Unteralgebren einer Algebra in der eine in jeder Unter--
algebra enthdltende Unteralgebra  existiert, einen- kompakt-erzeugten Verband,
den sog. Unteralgebrenverband bilden. Nach einem Satz von G. BIRKHOFF und
0. FrINK [2] ist jeder kompakt-erzeugte Verband mit dem Unteralgebrenver-
band R(A, F) einer Algebra (4, F) isomorph.

© Wir beweisen den folgenden

Satz Es sei G eine beligbige Gruppe und V ein kompakt -erzeugter Verbana’
Es existiert eine A/gebia (4, F) mit G(4; F)= G und R(A, F)=V.

2. Zum, Beweis des Satzes bendtigen wir zwei ‘Hilfssdtze.

Hilfssatz 1. Es sei V ein kompakt-erzeugter Verband und H die Menge a/ler o

kompakten Elemente von-V. Dann ist H ein Halbverband mit Nullelement, und der
Idealverbana' I(H) von H ist mit V isomorph. - :

Bewels Siehe z. B. {3].

- Hilfssatz 2. Zu jeder Gruppe G gibt es eine Algebra (C ]~1) derart 50 a’a/)"
G(C, F)=G ist und (C,.F,) nur ezne von (C, F,) verschzedene Unteralgebra hat.

‘Beweis. Man betrachte die Menge C; die aus G und aus einem neuen Element
0 besteht und definiere auf C die folgenden Operationen:

- 1. fir jedes a€G(c=C) je eine Operation f,(x) durch -

x-a fiir x€G,
f,,(x)—'h 0 fir x=0;
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2. eine bindre Operation xNy mit-

ﬁ 0 fir x=y, -
* }_)_ x fir x=y

(diese Operation ist offensichtlich kommutativ, assoziativ und idémpotent)_.

Es sei Fy={f,, N}. Zuerst Zeigen wir, dafB G(C, F))=G. Ist a, (a€G) eine
_ Abbildung von (C, F,) in sich, ~gegeben durch die Regel. '

. a-vx fir x#0, .
) = 0 fiir x=0,

so ist o, ein Automorphismus: in der Tat, ist f,(e,(x))=0,(f,(x)) und a(x Ny)=
=o,(x) No,(p). Umgekehrt, sei & ein beliebiger Automorphismus von (C, F,).
Dann ist 0 ein Fixelement von « (d. h. a(0) =0). Nach der Definition der N-Operation
gilt namlich «(0) N0=0-(unabhingig davon, ob «(0)=0 oder «(0) #0 ist), woraus
sich a(x(0) N0)=a(x(0)) N (0) =a(0) und daraus, im Fall «(«(0))#a(0) auch
a(0) =o(x(0)) Na(0) =0 ergibt; andererseits, im Fall a(«(0))=a(0) gilt offenbar
auch «(0) =0. Es bezeichne e das Einselement von G. und a das Bild von e bei a.
Dann ist a(x) =a(f(e)) =f(x(e)) =f(a) =a-x =a,(x), d. h. jedes Automorphismus
stimmt mit einem a, iiberein. ' . ’

Jetzt konnen wir schon leicht zeigen, daB die Abbildung a-—a, (@€G) ein
Isomorphismus von G auf G(C, F;) ist. Nach der entsprechenden Definition gilt
nidmlich a,u,(x) =ab-x =o,(x), so daB o, =0a,, ist; ferner gilt fiir =5 immer.
a.(e) # ay(e). . o _

Wir haben noch zu beweisen, dafl die oben definierte -Algebra (C, F,) nur |
eine von ihr verschiedene Unteralgebra hat. Die einelementige Menge {0} ist
offensichtlich eine Unteralgebra von (C, F)). Ist (K, F;) eine von {0} verschiedene
Unteralgebra im (C, F;) so gibt es-ein ¢#0 in. K. Es sei b ein beliebiges Element
aus G. Dann gilt b=f.-1;(c), d. h. b€ K. Ist noch b#c, so folgt auch 0=hNcEK.
Damit haben wir gezeigt, dal C =X ist. (Hier wurde vorausgesetzt, daB G mindes-
tens zwei verschiedene Elemente enthilt; im Fall G ={e} darf man (C, F,)={G, -}
wihlen.) - ‘ ' .

3. Jetzt seien G und V gegeben. (C, F,) sei wie im .voréngehenden :Paragraphen
- definiert; H bezeichne den Halbverband der kompakten Elemente von ¥, und 0
das Nullelement von H. : :

Besteht ¥ (und folglich auch H) nur aus einem Element, so sei (4, F)=(G, f,).
In diesem Fall die 1somorphie zwischen G(A4, F) und G ebenso bewiesen werden,
wie im Beweis von Hilfssatz 2. Ferner hat (4, F) keine echte Unteralgebra, da fiir
beliebiges b€ A aus c€(4, F) auch b =f.-1(c) folgt. '

Von hier an kdnnen wir voraussetzen, dafl ¥V mindestens zwei verschiedene
Elemente enthilt. '

Wir ordnen jedem /€ H\{o} eine mit (C, F,) isomorphe Algebra (C,, F,) zu
und es bezeichne ¢, dasjenige Element in C,, welches dem Element ¢ von C bei
dem Isomorphismus (C, F,)=(C,, Fy) entspricht. Die Elemente O, seien identi-
fiziert und — wie in (C, F,) — einfach durch 0 bezeichnet ; ibrigens sei aber C, A C, =0
fiir 1 k- vorausgesetzt. Wir definieren eine Algebra (4, F) wie folgt: 4 sei die
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Verei'niglin'gsmehge aller C,, also A=/ C,,, und die folgenden Operatlonen selen
. he H\{o) v A

in Betracht génommen:
1. die urspriinglichen Operatlonen fa (aEG),
. 2. die urspriingliche Operation NN, erweltert auf die ganze Menge A durch
die Regel: ¢,Ncf=0 fir h=k; -
3. mit Hilfe der Operation V' von H definieren wir eine-bindre, assoziative
und idempotente Operation auf 4 wie folgt: ¢; v ¢} = ¢y, flir (¢’ ;éO) und ¢, v0=g¢;;

4. endlich sei g, fiir jedes hEH\{o} durch
¢, fur k=h

S & (c") {0 vsonst
definiert. .

Es sei also F= {fa, N, v g,,}

Zuerst zeigen wir, dal G(A F)=G ist. Zu dlesem Zweck betrachten ‘wir ein
beliebiges Automorphismus o von (4, F). Fiir ¢, #0 gilt a(c,) €(C,, F,): ist ndmlich’
a(e,) =cf so folgt, aus a(g,(c,)) =gu(olcy)), ci=gi(ci) woraus sich entweder cj=c;
(h=k) oder ¢ =0 ergibt. Wire aber ¢{ =0, so wire a(c,)=0 und folglich «(0) #0;
‘aus ¢, v0=c, ergibt sich aber oz(c,,) v a(0) = a(c,), fiir jedes ¢, und folglich «(0)=0, -
so daB nur der Fall ci=c; ist mdglich. So ist a(c)y €(Cy, Fy) wie wir behauptet -
" haben. Damit haben wir bewiesen, daB o auf jedem (C,, F,) einen Automorphismus
induziert.

"Wir zeigen: Ist oc(c,,)—c,,, sO gllt a(cy) =cf fiir Jedes ke H\{o}. In der Tat
gilt a(cpv) =ale, v ) =a(cy) vala) = (“(Ch))hvk =cpv  und fOlgIICh ra(e) =
—“(gk(chvk)) gk(o‘(chvk)) 8(Civi) = Cg- -

Wir miissen noch zeigen: ist o, ein beheblges Automorphlsmus von (C, F)),.
so 1dBt sich er auf (4, F) erweitern. Es sei die Abblldung a von. (4, F ) in sich fol-
gendermaBen definiert:

a(cy) =(oe(c)), fiir jedes kEM\{o} Es ist leicht emzusehen daB dieses a ein
Automorphlsmus von (4, F) und zwar die Erweiterung von «a 1st Damit haben
wir die Isomorphlsmus G = G(A, F) bewiesen.

Nun beweisen wir, daBl R(4, F)=V ist.

~ Es sei K eine von {0} verschiedene Unteralgebra von (A F) und sei- c,,EK
fiir irgendwelches ¢ #0 (h€ H\{o}). Da KA (C,, Fy) eine Unteralgebra von (C,, Fy)
ist, soll K A (C,, F;)=(C,, F,) bestehen, und dies bedeutet c;, € K fiir jedes ¢’ € (C, F,).
Es sei ke M\{o}, k=h. Aus €K folgt ¢, =g (c,) €K. Ist ¢, ¢, €K, so gilt auch
=0,V G EK. Damit haben wir folgendes. bewiesen: aus- ¢,, ¢, € K folgt cieK
fiir jedes ¢’ €(C, Fy) und fiir jedes / mit /=hUk. Anders gesagt, bilden das Element
O und diejenigen Elemente h€ M \{o}, fiir welche ¢, €K, ein Ideal von.H.. :
_ Es sei I ein beliebiges, von Null verschiedenes Ideal von H. Betrachten wir
die Téilmenge K;= {0}}v{c,.};.€, ce(c,py von (4, F):

. K, ist offensichtlich eine Unteralgebra von (4, F). Folglich ist —»K, eine
ein-eindeutige Abbildung von I(H) auf R(A4, F) (dem Ideal (o] entspricht die Unter-
algebra {0}) und ist I(H).= R(4, F). Nach Hilfssatz 1 ist Jedoch V.= I(H). woraus
V= R(A, F) folgt. Damit ist unser Satz bewiesen. o

4. Es sei. (4, F) eine Algebra und M (A, F) die Gesamtheit der Meromorphis-
men von (4, F) (Ein Meromorphismus ist ein Isomorphismus einer Algebra in
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sich.) Die Menge M(A, F) ist eine Halbgruppe mit Einselement und ist charakteri-
siert durch das Erfiillstein der rechtseitige Kiirzungsregel (das bedeutet, daff aus
, ﬂoz—yoc folgt f=17). Nun stellen wir das folgende

Problem: Es sei V ein kompakt-erzeugter Verband und G eine Halbgruppe
* mit Einselement, so daB in G die rechtsseitige Kiirzungsregel gilt. Gibt es eine
Algebra (4, F) so, daB M(A F) G und R(A F)=V ist? :
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