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Zur Eindeutigkeit der Lösungen 
der quantenmechanischen Vertauschungsrelationen*) 

Von HEINZ GÜNTHER TILLMANN in Mainz (Deutschland) 

Quantenmechanische Systeme und quantisierte Wellenfelder können beschrie-
ben werden durch ein System © = {Pv, Qv, 4?lt i ^} 1 ) von Operatoren in einem 
Hilbertschen Raum H. Dabei sollen Pv, Qv hermitesche Operatoren sein, welche 
den „Kommutatorrelationen" 

ftöv - е л = - Ч , л V v - Р Л = о , 6„Öv - QvQ„ = О 
genügen. und 'F* sind zueinander adjungierte Operatoren und sollen den „Anti-
kommutatorrelationen" genügen: 

!РЯ!Р* + = SKlI,' = O. 
Zu © hinzu tritt dann noch der Hamiltonoperator H des Systems, der gewöhnlich 
als Funktion der Operatoren aus © dargestellt wird und die zeitliche Veränderung 
der Observablen als infinitesimaler Operator beschreibt. 

Die physikalisch sinnvollen Aussagen der Theorie, wie Übergangswahrschein-
lichkeiten und Erwartungswerte, lassen sich ausdrücken durch innere Produkte 
(Bcp, rp') oder (Brp, q>), bleiben also bei unitären Transformationen 

B^UBU*, cp-~Uq> 
invariant. 

Es ist deshalb die Frage von Interesse, "ob durch die Vertauschungsrelationen 
(zusammen mit der Form des Hamiltonoperators als Funktion der Operatoren aus 
<5) die Theorie vollständig festgelegt und die Operatoren aus © etwa bis auf eine 
gemeinsame unitäre Transformation bestimmt sind, bzw. welche zusätzlichen 
Forderungen man dazu noch stellen muß. 

Bekanntlich2) ist die Kommutatorrelation PQ — QP = — il nicht durch Elemente 
einer Banachalgebra, also, nicht durch beschränkte Operatoren im Hilbertraum 
lösbar. Man muß also zulassen, daß die P v , Qv unbeschränkte, hermitesche Opera-
toren sind. Es kann jedoch angenommen werden, daß Pv, Qv abgeschlossene Opera-

* Eine erste Fassung dieser Arbeit entstand 1954—55 während der Tätigkeit des Verfassers 
am University College Ibadan (Nigeria). 

Herrn Prof. B. SZ.-NAGY danke ich sehr für eine eingehende Diskussion während seines Aufent-
haltes in Heidelberg im Jahre 1961, welche den Anstoß zur jetzigen, erweiterten Fassung lieferte. 

') Vgl. etwa WENTZEL, Einführung in die Quantentheorie der Wellenfelder (Wien, 1943), oder 
BOGOLJUBOV—SHIRKOV, fntroduetion to the theory of quantized fields (New York, 1959). 

2) Vgl. H. WIELANDT [8] (Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit). 
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toren3) sind. Aber solche Operatoren können nicht im ganzen Hilbertraum H, 
sondern nur in dichten Teilmannigfaltigkeiten von H definiert sein. Daher erfordert 
die Kommütatorrelation eine Präzisierung, weil auf beiden Seiten der Gleichung 
Operatoren mit verschiedenen Definitionsbereichen stehen. Man könnte etwa 
fordern PQcp-QP<p = -iq> für cp£D(PQ)C\D(QP)% d .h . 

(«) (PQ - QP)~ = - / / . 

Hieraus folgt für <p£D(PQ)C\D(QP), cp' £D(P) (~}D(Q): 

iß) (09?, V > - <•Pf, Q¥) = ~ K<P, ¥)• 

Alle Glieder in (ß) sind aber auch für (p£D(P)C\D(Q) definiert und es erscheint 
als natürliche Präzisierung Kommutatorrelation zu verlangen, daß (ß) auch für 
alle <p, <p' dD(P)f)D(Q) gültig ist. 

In den ¡physikalischen Theorien spielen ferner die Operatoren 

A=j=-(Q + iP) und _A' = j=-{Q-iP)-(Zj=-(Q + iP)*=A* 

eine entscheidende Rolle. Es liegt nur nahe, daß man neben5) A**=A~ — 
= {/4**|Z>(P) nz>(ß)}~ auch verlangt, daß A* durch seine Werte auf D(P) DD(Q) 
schon vollständig bestimmt ist, nämlich 

(?) A*={A*\D{P)P[D{Q)}~=A'~. 

Unter diesen Voraussetzungen können wir zeigen (Theorem 1) daß P und Q im 
wesentlichen (d.h. bis auf unitäre Äquivalenz und direkte Summenbildung) ein-
deutig bestimmt sind. . 

Ein Beispiel zeigt, daß weder auf die Forderung A* —A'~ verzichtet noch 
(ß) durch (a) ersetzt werden kann, ohne diese Eindeutigkeit aufzugeben. 

Im Falle eines endlichen ober abzählbaren Systems © gilt ein ähnlicher Ein-
deutigkeitssatz (Theorem 3) unter den Voraussetzungen: 

a) Py Qv erfüllen die Bedingungen (ß) und (y) (für jedes v); 
b) Pv und Qv sind vertauschbar mit Pß, Q^, Y* (¡x ^ v); 
c) V; , erfüllen die „Antikommutatorrelationen"; 

3) Ein Operator T heißt abgeschlossen, wenn sein Graph, d. h. die Menge aller Paare {<p, Tip} 
in H x H abgeschlossen ist. Gleichwertig damit ist die folgende Bedingung: Aus <p„ — 79, T<p„ — ip 
folgt 1-piD-r und Trp = ffi. Ist T nicht abgeschlossen, der adjungierte Operator T* dicht definiert, 
so ist X~ = T**eine abgeschlossene Erweiterung von T und zwar diejenige mit kleinstem Defini-
tionsbereich. Insbesondere ist für jeden hermiteschen (nicht notwendig beschränkten) Operator 
T die Abschliessung T~=T** ein abgeschlossener hermitescher Operator. 

") Den Definitionsbereich eines Operators T bezeichnen wir mit DT oder auch mit D(T). 
3. v. NEUMANN hat in [5] die durch die Unbeschränktheit der P, Q bedingte Problematik 

der Definitionsbereiche dadurch umgangen, daß er zu den durch die P bzw. Q erzeugten unitären 
Halbgruppen U{.s)-e'sP, V(t) = e'tQ überging und die Vertauschungsrelation (a*) U(s)V(t) = 
=eist V(t)U(s) benutzte. Der Ubergang von (a) zu (a*) ist jedoch nur formal möglich. In [4] wur-
den kürzlich notwendige und hinreichende Zusatzbedingungen für einen strengen Ubergang von 
(a) zu (a*) angegeben. 

5) T/Do ist die Einschränkung von T auf D0, d. h. auf D„ n D(T). 
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d) es existiert ein „Vakuumzustand" (~p0; . . 
e) das System <5 ist irreduzibel6) in H. 

Auf die beiden letzten Forderungen kann verzichtet werden, falls © nur aus endlich 
vielen Paaren PVI Qv und >FX, W* besteht. 

Im Falle eines Freiheitsgrades sind die früheren Resultate von F / RELLICH [3] 
und J . DIXMIER [4] in unseren Ergebnissen enthalten (vgl. 7 ) . Im Falle endlich vieler 
Freiheitsgrade erscheint unser Resultat besonders befriedigend, da. wir für die 
Operatoren mit verschiedenen Indizes außer den Vertauschbarkeitsbedingungen 
keine weiteren Forderungen zu stellen brauchen, wie es etwa noch bei DIXMIER [4] 
nötig war. 

1. Präzisierung der Kommutatorrelation PQ — QP = — il 

Da diese Relation nicht durch beschränkte Operatoren in einem Hilbertraum 
H erfüllt werden kann, fordern wir 

1: P, Q sind abgeschlossene, hermitesche Operatoren in einem Hilbertraum H. 
DPC\DQ ist dicht in H . 

. Aus PQcp-QPcp = -icp folgt für alle cp'£DPC)DQ: 

. (Qcp,Pcp')-(Pcp, Qcp') =-i(<p, cp'). 
Umgekehrt folgt hieraus wieder PQcp — QP'p = — i<p, falls nur PQcp und QP<p 
definiert sind. Alle hier auftretenden inneren Produkte sind aber für beliebige 
(p, cp'£Dpr\DQ definiert. Als natürliche Präzisierung der Kommutatorrelation 
erscheint deshalb die Vertauschungsrelation 

2: {Qcp, Pcp')-{Pcp, Qcp') = -i(cp, cp') für alle cp, cp'£DPf]DQ. 
Ist D0: = DPQ H DQP noch dicht in H, so folgt aus 1 und 2: 
2': {PQ-QP)~ = -iI. 

Wir setzen noch 

(1) A = j={Q + iP), A' = (Q - iP) 

und mit ß 0 = ß U V P 0 = P \ D o -

(2) A0=-±=r(Q0 + iP0Y,. Ai=y=(Q0-iP0)~. 

Satz 1. P, Q seien Operatoren, die den Bedingungen 1 , 2 genügen. Dann gilt: 
A und A' sind abgeschlossene Operatoren und A'czA*; 

(3) A*A + j I = A'*A'-j/^~(Q2-hP2); 

(4) AA*-jI=>AA6-j/i3j(QQ0+PP0). 

6) 6 heißt irreduzibel, wenn es keinen echten Teilt aum H 0 c H gibt, der alle Operatoren aus 
S reduziert. Dies ist äquivalent damit, daß es keine Projektion gibt, die mit allen Operatoren aus 
S vertauschbar ist. 
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Beweis . Für alle cp, cp' £DÄ = DA. =DP PlDQ gilt: 

(5) (A?M?) = j{(Q9, Q<p') + (P?,P<p')-i((Q<p, P<P')-(P<P, Q?'))} 

= j {(Q<P, Q(P') + {Q<P,P<P')-(<P, ¥)} und analog 

(6) {A'cp, A'cp') = y {(Ö9>, Qcp') + {Pcp, Pcp') + (cp, (p')}, insbesondere 

(7) (A'cp, A'cp') = (Acp,A<p') + (cp,cp'), 

(8)' \Acp\2 =j{\Q<p\2 + '\Pcp\2-\<p\2},. ' 

(9) . \A'cp\2=^{\Qcp\2 + \Pcp\2.+ \cp\2}. . 

Da P und Q abgeschlossen sind, folgt aus (8) und (9) die Abgeschlossenheit von A 
und von A'. Da P und Q hermitesch sind, gilt 

A* = (Q + iP)* 3 (Q* - iP*) i?) = 

Aus (7) folgt, daß A'*A' und A*A den gleichen Definitionsbereich haben und gilt: 

A*A + j I = A'*A'-JIz>J(Q2 + P2). • 

Da im Definitionsbereich von QQ0 +PP0 gerade alle der Operatoren P2, PQ, QP, Q2 

definiert sind, folgt unmittelbar aus der Definition von A und A': 

AA*-j I r> AAS - j I j (QQo+PPo) 

und damit (4). Wir stellen nun noch die zusätzliche Forderung: 

3: (Q + iP)* = {(Q + iPY\DPC\DQ}~ ( d .h . = (Q-iP)~). 

Dies ist unter Voraussetzung von Satz 1 gleichwertig mit A' — A*, und wir erhalten :7) 

7) Aus 1 und 2' folgt bereits 

Satz 2 gilt also auch unter den Voraussetzungen 1 und 2' zusammen mit (3*) A* =(A*/DPQ n 
NDQP)~ =AI, oder mit (3**) QQo+PPo ist wesentlich sclbstadjungiert. Damit sind auch die 

Resultate von RELLICH [6] und DIXMIER.[1] in unserem Theorem 1 enthalten. 
Es genügt jedoch nicht, 1, 2' und 3 vorauszusetzen, wie das folgende Beispiel zeigt : 

H=L2(0,1), Q<p(x)=x-<p(x), DQ = H, P<p(x)=-i—<p(x), 
dx 

DP = {<p : <p, <p'zL2, <p(0) = <p(.l)}. 
Dann sind P und Q selbstadjungiert und es gilt 1, 2', 3, aber D(A*A) ^ D(AA*). 
Zugleich folgt, daß 3 nicht aus 1 und 2 abgeleitet werden kann, denn schränkt man DP durch die 
zusätzliche Bedingung ip(0)= <p(l) = 0 ein, so gilt 1 und 2, aber- nicht 3. 
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Sa tz 2. Erfüllen P, Q die Forderungen 1, 2, 3, so gilt: 

AA* = A*A+I. 

Sa tz 3. Aus 

(10) AA* = A*A+I (A abgeschlossen), 

folgt: B=AA* hat einv rein diskretes Spektrum, bestehend aus den Eigenwerten 
X„ = n + 1 ( « = 0, 1,2, ...). Diese haben alle die gleiche Vielfachheit. 

Beweis. Es sei B = AA* = A*A + /. B ist selbsadjungiert und hat sein 
Spektrum in [1, Sei A0 aus dem Spektrum von B und B= JxdEx die kanonische 
Spektralzerlegung von B. Dann ist {E; } in der Umgebung von X0 nicht konstant, es 

¿o+i 
71 • 

gibt also normierte Vektoren <p„, so daß q>„ = (E \—E iW„, Brpn = / XdEx(p„. 
X A o + i r , I 

q>„ hegt dann im Definitionsbereich von B2, insbesondere existiert 

(11) BA<p„ = AA*A<p„ =' A(B-l)<pn = (A0 — \)Aq>„ + A(p'„ 

mit cpn = / (X -X0)dEx<p„, also \<p'„\ — |<pn| = —, 
J n n 

(12) \A<p'n\2 = {A*Aq>'n,<p'n) = {(B-I)<p'„,<p'n))^(x 0 + 

. Aus (11), (12) folgt also 

(13) \BÄ<pn-(h-\)A<pn\-+o;.\<pn\ = \. 

Hat nun die Folge \A<p„\ eine positive untere Schranke, so gehört auch X0 — 1 zum 
Spektrum von B. Existiert eine solche Schranke nicht, so gibt es eine Teilfolge 
{<p„J für die \A(pnJ gegen Null strebt. Dann folgt aber aus 

Acpn\2=(A*Acp„, <pn) = ((B-I)<P„, <?>„>— - 1) |<p„t2 

daß X0 = 1 sein muß. 
Alle Spektral werte sind also natürliche Zahlen und mit X0=k sind auch 1, 2, ... 

..., k — 1 Werte des Spektrums von B. Es sei nun H„ der Eigenraum von B zum 
Eigenwert Xn = n +1. Dann bildet A den Eigenraum H„ in H n _ ! ab und für n ^ 1 
ist diese Abbildung eineindeutig. A* bildet H„_ j eineindeutig in H„ ab und aus 
AA*<p = (n + l)<p, A*A(p = nrp für jedes £H„ folgt, daß die Abbildungen ^ :H„ — 
-•Hn.j, A* :H n - ^H n + i Abbildungen „auf" sind. Also haben alle Räume H„ die 
gleiche Dimension, die wir mit m bezeichnen. 
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2. Eindeutigkeit der Operatoren A, A*, P,Q 

Wir setzen nun voraus, daß die Operatoren P, Q so beschaffen sind, daß die 
Operatoren A und A' = A* aus (1) der Relation (10) 

A A * = A * A + I . 

genügen. Wir werden zeigen, daß dann der Hilbertraum H in eine direkte orthogo-
nale Summe ©H ( a ) von m Teilräumen H(01) zerlegt werden kann, derart, daß 
H (a) die Operatoren P, Q, A, A* reduziert. Die Einschränkungen von P, Q auf 
H ( a ) sind zu den Heisenberg—Schrödingerschen Operatoren unitär äquivalent. 

Zunächst verschaffen wir uns eine geeignete Orthonormalbasis von H. 

Sa tz 4. Es sei H 0 der Eigenraum von AA* zum niedrigsten Eigenwert 1 0 = 1 
und m — dim_H0. { q s e i eine Orthonormalbasis in H 0 . Dann existiert 

(14) . Vi,* = ' ' (* = 1,2,3, ...), . 

cpaik ist Eigenvektor von AA* zum Eigenwert Xk=k + 1 und {<pak\ ist eine Ortho-
normalbasis von H. 

Beweis. Daß cpXtk existiert und Eigenvektor zum Eigenwert Xk — k + \ von 
AA* ist, wurde bereits im Beweis von Satz 3 gezeigt. Aus A*: H„aü.rH„ + t folgt 
weiter, daß {<pa_ für festes k in Hj. total ist. Es bleibt die Orthonormalität zu zeigen: 

1 1 /AA* \ 

= ^ZJy((A*)k~1<Px,o>(A*)k-1(Pß,o) = (<P*,k-l><Pß,k-l) = (<P*,0>?ß.0> 

- Kß' 
Für k sind aber (pak und (ptiJ als Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten 
von AA* auch orthogonal. 

. D a die Eigenräume H t den Raum H erzeugen, ist {<pxk} auch vollständiig 
in II. 

Sa tz 5. A und A* sind vollständig charakterisiert durch die Relationen 

(15) = Acp^k = ik(paiyk_i (Acpa o~0). 

Der Definitionsbereich von A und A* ist die Menge 
(16) D = {<p; <P = 2c«,K<P* + 1 ) 2 Kk\2< °°}=DA=DA.. 

k et 

Beweis. Aus der Definition der yajk folgen unmittelbar die Relationen (15). 
Da A und A* abgeschlossen sind, ist D sicher in DÄ und DÄ, enthalten. Es sei nun 

9 = 2 b«,k(P«,k£DA, Aq> = 2 ß*,k<P*,k, 

<P' = 2 c«,k<P«,k£DÄ., A*<p = 2 k-
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Dann ist 

Es gilt also 

ß„. k = (4 <P, 9a. k) = (<P, ä*<P«, k) = Vk + 1 bXtk , , 

2 2 l & , * - > l 2 = ' 2 * 2 l k . * r < = - > 
a k=l k = l ' a 

2 2 l y . , * + . l 2 - 2 ( * + i ) 2 K 
a A- = 0 k = 1 a 

|2 

Da aber J J 2 t l 2 < c o ' s t , ergeben diese beiden Relationen, daß sowohl 7; als 
a k = 0 

auch <// zu D gehören, also D=DA — DA. ist. 

B e m e r k u n g . Aus den Relationen (15) und (16) folgt mit Q^-~r(A* + A), 
V2 

(4* —A) unmittelbar, daß der Operator P 2 + Q2 wesentlich selbstadjungiert 

ist, S9Wohl in seinem natürlichen Definitionsbereich i ) f 2 n % als auch in der 
linearen Hülle L der cpa,k, welche bezüglich P, Q, A und A* invariant ist. 

T h e o r e m 1. Es seien P, Q abgeschlossene, hermitesche Operatoren, es gelte 
2 und 3, also auch AÄ* = A* A +1. Dann gilt: 

(17) O (A * - A)\ P — (A « - /1) ' : 

P und Q sind selbstadjungiert. Der Hilbertraum H kann zerlegt werden in die direkte 
Summe vom m paarweise orthogonalen Teilräumen H(A), welche P, Q, A, A* redu-
zieren. Die Einschränkungen P(A), Q(" von P, Q auf H(T,) sind in H,S° irreduzibel. 
Diese irreduziblen Bestandteile sind bis auf unitäre Äquivalenz eindeutig bestimmt. 

Beweis . Auf D — DA = DA, (vgl. (16)) gilt wegen (1) 

Q<P = r^jj (A* + A)<P> P(P ~ Y j O4* ~ A)(P' 

also auch 

Q 3 —=-(A*+AY, • P 3 -4=(A*—A)~. 
I;2 • i 2 

In- H ist durch 
J(2 k y x , k ) = 2 c ^ V V k 

eine Konjugation J definiert und (A* + A)~ ist bezüglich dieser Konjugation reell 
besitzt also eine selbstadjungierte Fortsetzung, hat also gleiche Defektzahlen. Wir 
zeigen; daß. die Cayleysche Transformierte von ( A * - k A ) ~ , 

V = {(A* +A)~-//} {(A* + AY + iJ}-1 

den ganzen Raum H als Definitionsbereich hat. Es sei (p0±Dv. Dann gilt insbe-
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sondere: 

((p0, (Ä* + A + il)cpx k)-- 0 und wenn <p0 — 2dx kik<pxJi gilt, so heißt, dies: 

0 = ( 2 d ß . jiJ(PP, j » 'POL, K - l + i<Pz, k •'+ ik + 1 <pk + , ) , 

also • 0 =-Ykdaik-iik-l + dawkik.-1+Yk+ld,fk+1ik+l; oder 

(18) daik+l ^—^(d^ + Üd^^). . 
\k + 1 

Es sei nun irgendein Wir können dann.i /^o = 1 annehmen. Aus (18) folgt 
\-\-i~k 

dann d„ i = l und durch Induktion: dX(l was der Konvergenz 
' ' Vk+ 1 

von 2 \d*,k\2 widerspricht. Es müssen also alle dao 0 und nach (18) auch alle dtt>k. 
verschwinden. V ist also im ganzen Raum H definiert und (A+A*)~ ist selbst-
adjungiert. Da aber, ein selbstadjungierter Operator keine echte hermitesche Fort-
setzung haben kann, folgt 

Q = -^=r(A*+AY = 0*. 
H 

Setzt man ^x<k = ik(pa<k so gilt: 

, . • ' { A * + A ) ^ k =ik+\<p'.,k + i+Ykq>ik-x =f2Q<pa,k, 

i(A*-A) ^ t = ik+\xh, u+1+ 1 = fcPK k • ' 

Die Operatoren . ( / ( *+ A)~ und i(A*—A)~ sind also .unitär äquivalent d. h. 
-j—(A* — A)~ ist auch selbstadjungiert, stimmt also mit P überein. 
V'2. • 

Bezeichnen wir mit H (a ) den durch alle (patk ( k = 0, 1, 2, ...) aufgespannten 
Teilraum von H, so werden offenbar P, Q, A und A* durch H([,) reduziert. Die 
Einschränkungen p(*\ Q^ von P, Q auf H(,I) werden aber bezüglich der Basis 
{<Pa,k} gerade durch die Heisenbergsch?n Matrizen charakterisiert, sind also ins-
besondere bis auf unitäre Äquivalenz eindeutig festgelegt. Die Irreduzibilität von 
{pw, g w } ist leicht einzusehen. Ist M c H ( , ) bei P, Q invariant, so auch bei A, A* 
und AA*. Also ist die Projektion auf M, EM, vertauschbar mit den Projektionen 
En auf die Eigenräume H„ von AA*. H„ nH ( c 0 = {Xq)a,,} ist aber eindimensional. 
Tst so muß H ; f l M #{0} sein für ein n, d. h. M enthält <p^„, wegen Invarianz 
bei A, A* aber dann auch alle q>„ik, also ganz H(a>. 

3. Lösungen der Antikoinmutatorrelationen 

Die Felder von Fermi—Dirac-Teilchen werden beschrieben durch Operatoren 
V, V*, welche den „Antikommutatorrelationen" genügen: 

(19) tpip*+ — j xpifj ip * ip * = o, 



266 H. G. Tillmann 

Dabei soll V ein abgeschlossener Operator, V* sein Adjungierter sein. Es sei nun 

{ 2 0 ) / - o — y / i f /* . f i _ i j7*t£ / = • / _ p o 

Sa tz 6. Wenn T, f * den Relationen (19) geniigen, so gilt: F° und Fl —I— F° 
(aus (20)) sind orthogonale Projektionen auf zueinander orthogonale, komplementäre 
Teilräume H°, H l des Hilbertraums H ; f (bzw. XF*) ist eine partiell isometrische 
Abbildung mit dem Anfangsbereich H 1 (bzw. H ° j und dem Endbereich H° (bzw. H ' J . 

Zu jeder Orthonormalbasis {<pV;0} uon H° gibt es eine Orthonormalbasis {<pv l} 
von H 1 , so daß V, V* dargestellt werden durch die Relationen 

(21) V*<P*.o = <Pv,i. i = 0 s 

( 2 2 ) V<pv, o = 0 , ¥q>V r i = <p, t0. 

Die zweidimensionalen Räume H (v), die durch <pv ij und <pvl aufgespannt werden, 
reduzieren Y und f *. V und V * sind also unitär äquivalent zu einer direkten Summe 
von Matrizen 

r-G. ;)•'•"•- ("o 
. Beweis. Aus VV* = folgt 0^FJ£l. Also sind F' und damit 

*¥, f * beschränkte, also auch überall definierte Operatoren. 
Aus V2 = 0 = (V*).2 folgt FiF° = F°Fl= 0 und 

.(F°)2 = F°(I-F1) = F°; (Fi)2 = F1(f—F°) = Fl. 

FJ sind also selbstadjüngiert und idempotent, also orthogonale Projektionen auf 
abgeschlossene .Teilräume H° bzw. H 1 . Aus F°Fl = Fl F° = 0 folgt, daß H° J .H 1 , 
und F°+F1 = / ergibt H = H ° + H \ a l s o H1 = ( H ° ) \ Da !P*f eine Projektion 
ist, ist f partiell isometrisch, und zwar bildet es H} isometrisch auf H° ab: 

I v V l V l ) = \ V l \ 2 für < / > , € / / ' , 

V c p ^ H 0 , da / ' l ! f 9 ) 1 = !f*(!f)295j=0 ist. 

Analog sieht man, daß V* den Raum H° isometrisch in H1 abbildet und H1 annuliert. 
Da aber F° und Fl Abbildungen auf H° bzw. H 1 sind, folgt, daß auch VH 1 = H ° 
und f * H ° = H 1 ist. 

Definieren wir zu einer Orthonormalbasis {ipV;0} von H° <pv,i = s o 

sind die Bedingungen (21), (22) erfüilt und {<pv,} ist eine Orthonormalbasis von 
H1 . ' 

Die letzte Aussage von Satz 6 entnimmt man nun unmittelbar aus (21), (22). 

4. Darstellung der Operatoren von Boson- und Fermion-Feldern 

Es sei © — {Pf,, Qu, Vx, ein höchstens abzählbares System von 
linearen Operatoren im Hilbertschen Raum H. Dabei sollen die P\l, ß„ den „Kommu-
tatorrelationen", V), W* den „Antikommutatorrelationen" genügen und alle P, Q 
sollen mit allen V, V* vertaüschbar sein. 
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Genauer verlangen wir folgendes: 
I. Wx, sind zueinander adjungiert und für alle X, x£N gilt: 

+ = S X J , = O; 

II. Pß, Qß ist für jedes p ein „kanonisches Paar", d. h. es gelten die Bedingun-
gen 1, 2, 3 aus Nr. i ; 

III. Pp, Qß sind vertauschbar mit Pv, Qv, für alle und alle 
H^v^M, d.h. die Spaktralschar von P„ (bzw. Qß) ist mit der Spektralschar von 
Pv, von Qv und mit den Operatoren ¥>_, f* (die ja beschränkt sind) vertauschbar 

• im üblichen Sinne. 

S a t z 7. Aus I folgt: 
J70 = «p^y* = / _ = I ^ f j l 

sind orthogonale Projektionen. Die Elemente der Familie {Fx, F^X^N sind paarweise 
miteinander vertauschbar. und sind partiell isometrische Operatoren, die mit 
allen vertauschbar sind. 

Beweis . Nach Nr. 3 sind die F{ Projektionen, die und partiell iso-
metrische Operatoren. Aus den Relationen in I für k^x folgt aber: F{Fl = Fl

xFJ
x, 

ykF{ = FlVx und = Aus II folgt nach Theorem 1, daß alle Pß, Qß 

selbstadjungierte Operatoren in H sind. Daher hat die Forderung III der Vertausch-
barkeit von Pfi mit Qv, Pv, Tx, Y* einen wohlbestimmten Sinn. 

Ist E0 irgendeine Projektion aus der Spektralschar von Pß (bzw. von Qß), so 
bedeutet III, daß der Raum H 0 = £ ,

0(H) die Operatoren Pv, Qv, Wx, f * reduziert. 
E0 ist also mit den F[ vertauschbar und der Zerlegung H = H 0 ffiH,, H t =(H0)J", 
entspricht eine Zerlegung in eine direkte Summe für Pv und Qv: 

( 2 2 ) Pv.= Pv0®Pn, Ö v = ß v o e ß v i -

Dann gilt aber auch * . 

(24) PI = Ao®pv2 .» Ql = Qlo®Ql„ 

(25 ) • (P' + Qir = (P?0 + Q*0r®(P?1 + Q2
vlr J 1 -

Es wird also auch der selbstadjungierte Operator 

' ' ,AVA* mit Av =-j=(Qv + iPv), A* = -^(Qv-iPv) 
\2 ' V 2 

durch H 0 reduziert. Also ist auch AVA* mit , Qß vertauschbar und auch mit 
Aß,A* und AtlA%. Nun hat nach Satz 3 AßA* ein rein diskretes Spektrum, 

A.Af, = Z (jn + l)£™. 
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Da auch die Projektionen F{ die Operatoren Pu, , damit auch AßA* reduzieren, 
also mit den E™ vertauschbar sind, folgt:8) 

T h e o r e m 2. Aus /, 11, III folgt: 
Die Projektionen {£", F{) auf die Eigenräume der Operatoren A/tA% = 

= Z(m'+l)E™, 'P;Yi = F%= I-F{ bilden ein kommutatives System. 
o 

Die Operatoren Pv, Qv, Av, A* werden durch alle E™, Fj (p ^ v) reduziert. 
Die Operatoren f;., f * werden durch alle E™, F{, x^X, reduziert. 

Die Operatoren AfA^ haben die Eigenwerte 0 , 1 , 2 , . . . . Diese Eigenwerte 
können also als Besetzungszahlen des Zusfandes /¿ interpretiert werden. (A*Aß(p, cp) = ' 
= \4>M2 wäre dann als Erwartungswert für die Anzahl der Teilchen im Zustand 
p anzusprechen. 

Entsprechend kann man die Eigenwerte 0, 1 von .ffiF* als Besetzungszahlen 
für Teilchen im Zustand X auffassen, wobei, für diese Teilchen das Pauli-Prinzip 
gelten würde. • 

Ein Zustand <p0 des Systems, bei dem alle möglichen Teilchenzustände un-
besetzt sind, müßte also durch alle Alt und annulliert werden. 

Wir verlangen nun weiter: 
IV. In H gibt es einen „Vakuumszustand", d. h. ein (p0l das durch alle A^ 

und alle auf Null abgebildet wird. 
V. Das System © ist irreduzibel in H. 

Dann können wir zeigen, daß © durch I—V bis auf unitäre Äquivalenz ein-
deutig festgelegt ist. 

T h e o r e m 3. Das System © = {P„, Q,,, 'I'x, f * } ist durch die Vertauschungs-
relationen /—///, die Existenz eines Vakuumzustandes (p0 (IV) und die Irreduzi-
bilität (V) bis auf unitäre Äquivalenz festgelegt. Die eindeutige Lösung © der Relatio-
nen I—V ist gegeben durch die Formeln (28), (29), (30), (31). 

Beweis. Die Menge N={X} können wir mit einer Menge von natürlichen 
Zahlen identifizieren und erhalten dadurch eine vollständige Ordnung der Elemente 
X. Der Vektor cp0, der den Vakuumzustand repräsentiert, liegt in einem Eigenraum 
jedes der Operatoren A„Al = A*An+l. und VxVi — Auf (p0 können 
wir also jeden der Operatoren V* bzw. A*• anwenden. Dabei wird nur der Eigenwert 
für VA"?* bzw. Af,A^ geändert, VxYt und AyA*,-x^X, v^p haben für cp0 wie für 
f f i p o bzw. A%cp0 den gleichen Eigenwert. Wir können die Anwendung von Operato-
ren y * und A* beliebig oft wiederholen, bleiben immer in der Menge der simulta-
nen Eigenvektoren der Familie {AßA*, V/

Ai/*}. Es sei nun 

(26) A0 = {(/w, n); m = {ml), « = {ma}, w„€{0, 1, 2, ...}, «¿€{0, 1}, Z™,^0*' 2 
. Dann existiert für jedes (m,n)£A0,dtr Vektor 

( 2 7 ) ' </>„,„ = II-J==T (Ä$m"II (V*y'-<Po • 

8) Theorem 1 und 2 zeigen, daß bei GÄRDING—WIGHTMAN [2], [3] statt der v. Neumann— 
Weyischen Form der Vertauschungsrelationen auch unsere Bedingungen I, II, 'III benutzt werden 
können. 
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Dabei sollen die Faktoren f * nach wachsenden k angeordnet sein. Es gelten wegen 
Satz 5 und Satz 6 die Relationen 

( 2 8 ) A»oVm.n •= i m ^ V n - i ^ , 

(29) ' = ^ o + ^ m f - W o , ' « ' ' 

(30) ^o ¥>„,„ = (l)A < /° 

E »A " 

(31) = 

Dabei ist <5^ bzw. die Folge, die nur an der Stelle /(0 bzw. k0 eine 1, sonst lauter 
Nullen hat. 'Auo- bzw. verkleinern also den Index m w bzw. «Ao um 1, während 
Ä%0 bzw. !P*0 diesen um 1 vergrößern, (q5m „ mit negativen und 1 sind 
dabei gleich Null zu setzen). Offenbar folgt nun 

¿$oAHO <Pn>,«=!mri<Pm,n, V*n
,Fxo(P»,,n = n).0<Pm,n' 

Wegen 

(9?m5ii' (tfm — <5Milo, n' -<5,,Mo. n) 

= Wm,„ - , W <Pm- „-^A0>=(<P0. <P0>=1 . 
bilden also die <p„,„, (m, n)£A0, ein Orthonormalsystem in H. Der durch diese 
<pm„ aufgespannte Raum H 0 ist invariant bei <5, muß also nach (V) mit H überein-
stimmen. 

Die Operatoren Aß, A%, Vt sind aber durch (28), (29), (30), (31).' als ab-
geschlossene Operatoren eindeutig festgelegt (vgl. Satz 5) und nach Theorem 1 

sind dann auch P = ^ ( A * - A U ) ~ und Q + A X durch (28) und (29) 
\'2 i l 

vollständig bestimmt. 
Damit ist aber dann -die Eindeutigkeit von <3 bis auf simultane unitäre Trans-

formationen nachgewiesen. 
Ist <5 = {P t l, Q,,, '/';., V^niM.kiN ein endliches System, also M und Ab endliche 

Indexmengen, so ist {A^A^, YfFxjutM, x^n ein System von endlich vielen, paar-
weise vertauschbaren selbstadjungierten Operatoren, welche alle diskretes Spektrum 
und 0 als Eigenwert haben. Es gibt also dann mindestens einen gemeinsamen Eigen-
vektor zum Eigenwert 0, d. h. (IV) ist eine Folge von (I, II, III). 

Es sei nun H 0 der Raum aller gemeinsamen Eigenvektoren der und 
WWx zum Eigenwert 0, eine Orthonormalbasis von H 0 . 

Dann können offenbar die Vektoren 

: = / / - - L - (A td'-'-nmrMr 

gebildet werden. Der durch die mit festem a aufgespannte Raum H(ot) reduziert 
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Ax, A*, P„, Q», Vx, n und es gilt: 

£ >'f- £ "x 

Hieraus folgt zusammen mit Satz 5 und Theorem 1 : 

• T h e o r e m 4. /¿7 © = {P„, ^A^AÎ,XÎN mit endlichen Indexmengen 
M,N und sind die Bedingungen (I), (II), (III) erfüllt, so gilt: 

. Es gibt eine Zerlegung H = © H (a) von H in paarweise orthogonale Teilräume 
H(a>, welche alle Operatoren aus © reduzieren. Die irreduziblen Systeme ©(c° = 
= Q ("\ S1*0*} in H«"> sind bis auf unitäre Äquivalenz, bestimmt. 

Insbesondere sind also quantenmechanische Systeme von endlich vielen Frei-
heitsgraden vollständig bestimmt durch endlich viele Paare Pß, Qß, für die II gilt 
und Pv, Qv mit Pß, Qß für v^p vertauschbar sind, und durch den Hamiltonoperator 
H=H(Pß,Qß). Die irreduziblen Bestandteile der Pß, Qß sind den Schrödinger-
schen Operatoren äquivalent: 

Pfl = y ~ <p; DPtt = |<p ; <p € L2 (RM), q> absolut stetig, ^ € L2 j , 

• Q„q>^x„-r, DQii = {<p- v Z t f i R ^ X r - v t m R » ) } 

1 Ô 

und die Schrödingergleichung — 7 ~dt^ = ^ kann ' n gewohnten Weise als 

partielle Differentialgleichung geschrieben werden: 
1 3 „ f l 8 V A 
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