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- Zur Eindeutigkeit der Lisungen
der quantenmechanischen Vertauschungsrelatlonen*)

yVon HEINZ GUNTHER TILLMANN in Mainz (Deutschland)

Quantenmechanische Systeme und quantisierte Wellenfelder kénnen beschrie-
ben werden durch ein System &={P,, Q,, ¥;, ¥%}') von Operatoren in ecinem
Hilbertschen Raum H. Dabei sollen Pv, Qv hermltesche Operatoren sein, welche
den ,,Kommutatorrelatlonen

!PuQv_-.Qv l=_'5 1 PP —_PP =O QuQv_Qqu =

geniigen. ¥, und Y% sind zueinander adjungierte Operatoren und sollen den ,,Anti-
kommutatorrelatlonen geniigen:

W PE WY, = 5,0, VW4 WY, = 0.

Zu & hinzu tritt dann noch der Hamiltonoperator H des Systems, der gewdhnlich
als Funktion der Operatoren aus & dargestellt wird .und die zeitliche Veranderung
der Observablen als infinitesimaler Operator beschreibt.

" Die physikalisch sinnvollen Aussagen der Theorie, wie Ubergangswahrschem-
lichkeiten und Erwartungswerte, lassen sich ausdrucken durch innere Produkte
(Be, (p) oder (B(p, (p) bleiben also bei unitdren Transformationen

B-~UBU*, p-~Ugp
invariant.

Es ist deshalb die Frage von Interesse, ob durch die Vertauschungsrelationen
(zusammen mit der Form des Hamlltonoperators als Funktion der Operatoren aus
©) die Theorie vollstindig festgelegt und die Operatoren aus © etwa bis auf eine
gemeinsame unitdre Transformation bestimmt sind, bzw. welche zusitzlichen
Forderungen man dazu noch stellen muB.

Bekanntlich?) ist die Kommutatorrelation PQ — QP = —il mcht durch Elemente
einer Banachalgebra, also. nicht durch beschridnkte Operatoren im Hilbertraum
losbar. Man muB also zulassen, daB die P,, Q, unbeschrinkte, hermitesche Opera-
toren sind. Es kann jedoch angenommen werden, dal P,; Q, abgeschlossene Opera-

* Eine erste Fassung dieser Arbeit entstand 1954—55 wihrend der Tatigkeit des Verfassers
am University College Ibadan (Nigeria).

Herrn Prof. B. Sz.-NAGY danke ich sehr fiir eine eingehende Diskussion wéihrend seines Aufent-
haltes in Heidelberg im Jahre 1961, welche den AnstoB zur jetzigen, erweiterten Fassung lieferte.

1) Vgl. etwa WENTZEL, Einfiirung in die Quantentheorie der Wellenfelder (Wien, 1943), oder
BoGoLiuBov—SHIRKOV, Introduction to the theory of quantized fields (New York, 1959).

2) Vgl. H. WIELANDT [8] (Literaturverzeichnis am Schluf3 der Arbeit).
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toren3) sind. Aber solche Operatoren konnen nicht im ganzen Hilbertraum H,
sondern nur in dichten Teilmannigfaltigkeiten von H definiert sein. Daher erfordert
die Kommutatorrelation eine Prizisierung, weil auf beiden Seiten der Gleichung’
Operatoren mit verschiedenen - Definitionsbereichen stehen. Man konnte etwa
- fordern PQ(p QP(p = —up fiir (pED(PQ)ﬂD(QP)“) d.h.

) - (PQ - QP)~ =
 Hieraus folgt fur qJED(PQ)ﬂD(QP) qJ ED(P)ﬂD(Q)
B  (Qp, Pe)=(Pp, Qg) = — z<¢,¢>

Alle Glieder in (B) sind aber auch fiir (pED(P)ﬂD(Q) deﬁmert und es erscheint
als natiirliche Prézisierung' Kommutatorrelation zu verlangen, dal (f) auch fir
alle ¢, ¢’ € D(P)N D(Q) giiltig ist.

. In den physikalischen Theorien spielen ferner die Operatoren

—(Q+1P) und _A'=—_(Q—iP)'c—_(Q+iP)*=A*
E V2 S T
eine ehtscheldende Rolle. Es liegt nur nahe, daB man neben’) A**=A~=

={A**|D(P)N\ D(Q)}~ auch verlangt, daB 4* durch seine Werte auf D(P) ND(Q)
schon vollstiandig bestimmt ist, ndmlich

Y, ' A* ={4*|D(P)ND(Q)}~ =A"~.

Unter diesen Voraussetzungen konnen wir zeigen (Theorem 1) daB P und Q im
wesentlichen (d. h. bis auf unitire Aquivalenz und direkte- Summenblldung) ein-
deutig bestimmt sind.
~ Ein Beispiel zeigt, daB weder auf die Forderung A* =A’~ verz1chtet noch
(B) durch (x) ersetzt werden kann, ohne. diese Eindeutigkeit aufzugeben.

Im Falle eines endlichen ober abzihlbaren Systems & gilt ein #hnlicher Ein-
deutigkeitssatz (Theorem 3) unter den Voraussetzungen:

a) P,, Q, erfiilllen’ die Bedingungen () und (y) (fiir jedes v);
b) P, und Q, sind vertauschbar mit P,, Q,, ¥,, ¥% (u#v);
c) ?’,1, ¥% erfiillen. die ,,Antlkommutatorre]atlonen

3) Ein Operator T heift abgeschlossen, wenn sein Graph, d.-h: die Menge aller Paare {p, T (o} :
in HXH abgeschlossen ist. Gleichwertig damit ist die-folgende Bedingung: Aus @n— @, Tg.— §
folgt pe Dr und Tp=@. Ist T nicht abgeschlossen, der adjungierte Operator T* dicht definiert,
- so ist T”=T**eine abgeschlossene Erweiterung von T und zwar diejenige mit kleinstem D_eﬁm-
" tionsbereich. Insbesondere ist fiir jeden hermiteschen  (nicht notwendig beschrinkten) Operator
T die Abschliessung 7°=T** ein abgeschlossener hermitescher Operator

4) Den Definitionsbereich eines Operators T bezeichnen wir mit Dy oder auch mit D(T).

J. v. NEUMANN hat in [5] die durch die Unbeschrinktheit der P, Q bedingte Problematik
der Definitionsbereiche dadurch umgangen, daB er zu den durch die P bzw. Q erzeugten unitiren
Halbgruppen U(s)=eisP, V(f)=ei1@ iiberging und die Vertauschungsrelation (a*) U(s) V()=
=eist V(1) U(s) benutzte. Der Ubergang von (a) zu (a*) ist jedoch nur formal méglich. In [4] wur-
den kiirzlich notwendige und hinreichende Zusatzbedingungen fiir einen strengen Ubergang von
(a) zu (a*) angegeben. .

5) T/Dy ist die Einschrinkung von T auf Do, d. h. auf Don D(T).
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d) es existiert ein ,,Vakuumzustand” Po;

') das System & ist irreduzibelf) in' H. :
“Auf die beiden letzten Forderungen kann verzichtet werden, falls C nur aus endlich

vielen Paaren P,, 0, und ¥;, ¥ besteht.

" Im Falle eines Frelheltsgrades sind die fritheren Resultate von F." RELLICH 3]
und J. Dixmier [4] in unseren Ergebnissen enthalten (vgl. 7). Im Falle endlich vieler
Freiheitsgrade erscheint unser Resultat besonders befriedigend, da wir fiir die
Operatoren mit verschiedenen Indizes auBer den Vertauschbarkeitsbedingungen
keine weiteren- Forderungen zu stellen brauchen wie es etwa noch bei DlXMIER [4]
notlg war. '

1. Prﬁzisierung dér Kommutatorrelation- PQ — QP= —il

Da diese Relation nicht durch beschrinkte Operatoren in einem H11be1 traum
H erfullt werden kann, fordern wir

: 1: P, Q sind abgeschlossene hermltesche Operatoren in einem Hllbertraum H.
DpN Dy ist dicht in H.

. Aus PQop—QPp = —ip folgt fur alle (p EDPﬂDQ

(Qo, Po")—(Pp, Q¢") = —K o, ¢").
Umgekehrt folgt hieraus wieder PQo—QPp = —ip, falls nur PQ¢p und QPg
definiert sind. Alle hier auftretenden inneren Produkte sind aber fiir beliebige
@, ¢’ €DpN D, definiert. Als natiirliche Prizisierung der Kommutatorrelatlon
erscheint deshalb die Vertauschungsrelation

2: (Qu, Pe')—(Pp, Q') = —K g, ¢) fir alle g, ¢’ €Dy Dy
Ist Dy:=Dpg( Dgp noch dicht in H, so folgt aus 1 und 2:
2 (PQ—0QP)~ = —il.

Wir setzen noch

(D) ' V_ (0+1P) A = V_ Q- IP)
und mit @y = Q|D,, Po—PlDo

@ ‘ - Ao V- (Qo+iPy)", A = V_ (Qo—iPy)".
. Satz 1. P, Q seien Operatoren, die den Bedingungen 1,2 genugen Dann gilt:
A und A’ sind abgeschlossene Operatoren und A’ C A%,

e i ds 1= ara— Lo Lgrypy,
| ATy 2773
1 1, _ 1

6) & heiBt irreduzibel, wenn es keinen echten Teiltaum HocH gibt, der alle Operatoren aus
& reduziert. Dies ist aqmvalent damit, daB es keine Projektion glbt die mit allen Operatoren aus
& vertauschbar ist.



"Quantenmechanische Vertauschungsrelationén ' A >26-l o
Bewei.s_. Fiir alle ¢, <p’EDA=DA;=DPhDQ,gilt:
‘ . , 1 ‘ . , , T. A ' . N ) '. ’
©)  (Ap, Ag) = 5 {Q9, Q)+ (P, Pe")—i((Qp, Py’)— (P, 9))}
. 1 ) ’ ) ’ / ’ . '
= 5 {{Q%. Q¢") +(Qg¢, P¢")~{p, ¢')} und analog
. ) /. I ’ /b . 1. ! , D ’ ’ ’. :
© A A9) =529 Q9)+(Py, P¢’)+(p, ¢')},. .insbesondere
(D) (Mg ) = (A, 49+, @, '
® ldgl* = = {IQp1* + Pol* — lp1},

I e L

Da P und Q abgeschlossen sind, folgt aus (8) und (9) die Abgeschlossenhelt von A
und von A’. Da P und Q hermitesch sind, g1lt

AF = —V—_—(Q-I—IP)* S V‘ V—

Au% N folgt dall A*A4” und A*A den gleichen Deﬁmtlonsberelch haben und gllt

(Q*~iP¥) 5 —=(0~iP) =

A*¥A+ ; I = A’*A ——%1 ) —(Q2+P2)

Da im Definitionsbereich von QQ,+ PPy gerade alle der Operatoren P2 PO, OP, Q2
deﬁmert sind, folgt unmittelbar aus der Definition von A4 und A’

| - 1
AA*._-2—]‘>AA6 213 > (QQ0+PPO)

und damit (4) Wir stellen nun noch d1e zusatzhche Forderung:

3t (QHiP)* = {(Q+iP)*|DpNDg}~ (d.h. = (Q—iP)"):
Dies ist unter Voraussetzung von Satz 1 gleichwertig mit A’ = A*, und wir erhalten:7)

7) .Aus 1 und 2’ folgt bereits : :
_ ABAG~ S 1=A% A0~ $151(QQo+PPo)c AA; ~$Tc Ad*~31. ‘
Satz 2 gilt also auch unter den Voraussetzungen 1 und 2’ zusammen niit (3*) A*=(4%[Dpon
NDgp)~=.4¢, oder mit (3**) QQ¢+ PP, ist wesentlich” selbstadjungiert. Damit sind auch die

Resultate von REeLLICH [6] und Dixmier [1] in unserem Theorem 1 enthalten.
Es geniigt jedoch nicht, 1, 2" und 3 vorauszusetzen, wie das folgende Beispiel zeigt:

d
H= LZ(OI), Qe(x)=x-¢(x), Dg =H, Ptp(x)——t— (X),

Do={p : p, L2, p(O)=p(D)). :
Dann sind P und Q selbstadjungiert und es gilt 1, 2/, 3, aber D(A*A)#D(AA*) -
Zugleich folgt, daB 3 nicht aus 1 und 2 abgeleitet werden kann, denn schrdnkt man Dp durch die
zusitzliche Bedingung ¢ (0)= rp(l) 0 em, SO gllt 1 und 2, aber: nicht 3.
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Satz 2. Erfiillen P, Q die Forderungen 1, 2, 3, so gtlt
CAA* = A¥A+].
Satz 3. Aus
(10) | AA* = A*A+1 (A abgeschiossen),
Jolgt: B=AA* hat ein' rein dtskretes Spektrum, bestehend aus den Eigenwerten
Ay = n+1 (n=0,1,2,..). Diese haben alle die gleiche Vielfachheit.

Beweis. Es sei B = AA* = A*A+1. B ist selbsadjungiert und hat sein

Spektrum in [1, «]. Sei 4, aus dem Spektrum von B und B= f AdE, die kanonische
Spektralzerlegung von B. Dann ist {EA} in der Umgebung von lo mcht konstant, es

)

. o lo+£
gibt also normierte Vektoren g,, so daB ¢, = (EI1 K —EA , )(p,,, Byp,= f AdE,,.
B QT 0~
.o n
@, liegt dann im Definitionsbereich von- B2, insbesondere existiert

an . BA% = Ad*Ag, = AB=1)g, = (o= 1) Ap, + g}
. . T 1 .
mit Pn = / - 'lo)dEA‘Pw _also |<Pn|< |pn = e
o JA- hﬂé;' :

(D) 1AgiP = (4 gt 70) = (B D i) = (2021 i =
. Aus (11), (12) folgt also ' ' '
13) [BAQ,— (Ao — 1) Ap,| =0, |@, = L.

Hat nun die Folge [Ag,] eine positive untere Schranke, so gehdrt auch A, — 1 zum
Spektrum von B. Existiert eine solche Schranke nicht, so gibt es eine Tellfolge
{@n} fir die |A<p,,k| gegen Null strebt. Dann folgt aber aus

' 1 1
A(pnlz =<A*A(pna (Pn>=<(B_I)(pm (pn>§('10'—; - 1)|‘Pn|2 =]'0 -1 _’;=

daB Ao=1 sein muB

Alle Spektralwerte sind also naturhche Zahlen und mit A, =k sind auch 1,2,.

, k—1 Werte des Spektrums von B. Es sei nun H, der Eigenraum von B zum
Elgenwert Ay = n+1. Dann. bildet A4 den Eigenraum H, in H,_, ab und fir n=1
ist diese Abblldung,ememdeutlg A* bildet H,_, ememdeutlg in H, ab und aus
AA*(p = (n+ 1), A*Ap=ngp fir jedes p€H, folgt, daB die Abbildungen A:H, —~

n—1, AF:H, ~H, ., Abbildun'gen ,auf” sind. Also haben alle Rdume H, d1e
glelche Dlmenswn d1e wir mit m bezelchnen )
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2. Eindeutigkeit der Operatoren 4, A*, P,Q

Wir setzen nun voraus, dal} die Operatoren P, Q so beschaﬂ‘en sind, dal die
Operatoren A und A’ A* aus (1) der Relation (10) '
AA* = A*A +1.

geniigen. Wir werden zeigen, da¥ dann der Hilbertraum H in eine direkte orthogo-
nale Summe H= §H® von m Teilrdumen H® zerlegt werden kann, derart, daB
H® die Operatoren P, Q, A, A* reduziert. Die Einschrinkungen von P, Q auf
H® sind zu den Heisenberg—Schrodingerschen Operatoren unitdr #quivalent.
Zunichst verschaffen wir uns eine geeignete Orthonormalbasis von H.  ~

Satz 4. Es sei H, der Eigenraum von AA*. zum m'edr'igsten Eigenwert 1y=1
und m=dim H,. {@,0} sei eine Orthonormalbasis in H,. Dann existiert

(14) - o (})d’k : W(A*)k(pa,o v (k= 15 29 3, )5
@u ist Eigenvektor von AA* zum Eigenwert M=k+1 und {@,,} ist eine Ortho-
normalbasis von: H. '

Beweis. DaB Pa €Xistiert und Eigenvektor zum Elgenwert /Ik =k+1 von .
" AA* ist, wurde bereits im Beweis von Satz 3’ gezeigt. Aus A*: H2YH, . folgt
weiter, daB {¢,, .} fur festes k in H, total ist. Es bleibt die Orthonormalitit zu zeigen:

R e L JAAX
APaks <Pﬂ,k> = ]‘c_!«A.*)A%,’o, (A*)kfpp.o> = m<—k‘“ (4*)" ]‘Pa,q’ (A*) 1(Pﬂ,0>- }
= m«/‘l*)"—l%,o’ (A*)k—lw, o> = <‘Pa,ki1: ‘Pp,»k—1> = (Pa,05 Pp. )
== 5«1 B;

Fiir k> sind abér g¢,, und ®y,; als Elgenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
von AA* auch orthogonal

.Da die Eigenrdume H, den Raum H erzeugen, ist {@ax} auch vollstéindig
in H. : - ' ’ : .
Satz 5. A und A* sind vollstindig chardkterisiert durch die Relationen

(15) A* @ = Vk+ 1Pgiv1s Ao :_VE(Pa.k—l ' (A9, 0 =0).
-Der Definitionsbereich von A und A* ist die Menge _ -
4 (16) D={p; ¢= an kPa k!Z(k+l)Zlca 2 <e}=D,= DA"

Beweis. Aus der Definition der (pa,k folgen unmxttelbar die Relationen (15).
Da A und A* abgeschlossen sind, ist D sicher in D, und D ,. enthalten. Es sei nun

(p': Z ba,k(pa,kEDA’ A¢ = Z Ba,k(pa,k). )
=2 ca,k‘Pa,!;EDA*: A*p = 2 Yok Pe, k-



264 : ~* H.G. Tillmann

Dann ist .
ak—<’4(l’: Pak) = <‘P’A ‘Pak) Vk‘*‘“’uul:
: R Va, k_<A ‘P Pa, w={¢, A‘Pa k)= cha k-1-
Es gilt also ,

Z

uMg

|ﬁak =Sk S e,

3 2 Wapal —2(k+1.>2|c“|2<oo

Ii t%g

Da aber _72 |6, W2 < oo st ergeben diese beiden Relationen, daB sowoh!- ¢ als
auch ¢’ zu D gehoren, also D= DA—DA. ist.

.Bemerkung. Aus den Relatlonen (15) und (16) folgt mit Q5 += (A*+A),

P:)V—_ (A* — A) unmlttelbar daB der Operator P24 Q2 wesenthch Selbstadjunglert
ist, sowohl in seinem natiirlichen Definitionsbereich Dy, ﬂDQz als auch in der
]mearen Hiille L der- Pax, Welche beziiglich P,.Q, A und A4* invariant ist.

Theorem 1. Es seien P, Q abgeschlossene hermitesche Operatoren es gelte'
2 und 3, also auch AA* = A*A +1. Dann gllr

.(17) ' ' Q*- A*+A)~ (A* =.A4)~

75 ¢ =5
P und Q sind selbstadjunglert. Der Hilbertraum H kann zerlegt werden in die direkte
Summe vom m paarweise orthogonalen Teilrdumen H®, welche P, Q, A, A* redu-
zieren. Die Einschriinkungen P®,; Q@ von P, Q auf H(“‘ sind in H(“) Irreduzzbel
Dlese irreduziblen Bestandteile smd bis auf unitdre Aquwalenz eindeutig bestimmt.

Beweis. Auf D= DA—DA‘ (vgl. (16)) gllt wegen (1)

. o= % (A*+A)<P, Pp = l/_ (A* — A)%

also auch
QDV—(A*+A) , P:)-V—(A* )

In-H ist dur(,h '

(2 o kPa, k) 2 Cai Ca, h(l)a k

eine Konjugation J definiert und (4* +A) ist bezugllch dleser ‘Konjugation reell
besitzt also eine selbstadjungierte Fortsetzung, hat also glelche Defeklzah]en Wir -
zeigen, daB, die Cayleysche Transformierte von (A4* +A)

o = {(A*+ A —il} {(A¥+ A) +il}- " }
den ganzen Raum H als Definitionsbereich hat. Es sei o L Dy. Dann gilt insbe-
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sondere: . ‘
<q)0, (A*+A+iDg, k) = 0 und wenn (p0'=‘2 d, i, k gllt 50 heiBt dies:

0 = <2dﬂ s, ,’Vk‘l)a K=~ 1+'(Pa k+Vk+ Lo, I\+1>

also . - 0 :de,,,k_,/k Cd, i Vk 1 lda’,\._Hz“': oder

as8) . akﬂ-—v___<¢k+Vk¢k,)

Es sei nun irgendein dyy. 0 Z0. er kénnen dann. dyy 0=1 annehmen Aus (18) folgt
_1 : .‘

dann d,,, =1 und durch lnduktlon d, +—Vlc——l was der Konvergenz -

NES —V—— =1
k+1
von ¥ |d, klz widerspricht. Es miissen also alle d, o0 und-nach (18) auch alle Aok
verschwinden. V' ist also im ganzen Raum H definiert und (A+ A*)~ ist selbst-
adjungiert. Da aber. ein selbstadjungierter Operator keine echte hermitesche Fort-
setzung haben kann, folgt . :
ﬁ(A*+A) = Q*.
T2

Setzt man lﬁak—l %k $0 gllt

(A*‘*‘A)(Pa = Vk+197a k41 ‘H/k%i. 1= V20(Pa k>
:u*Awk=W+wwwwW”1—hw”

'Dxe Operatoren (A*+A) und i(A* — A) smd also unitdr dqulvalent d. h

——(A* A)" ist auch selbstad)unglert stimmt also mit P uberem

Bezeichnen wir mit H® den durch ‘alle P (k 0, 1,2,...) aufgespannten
Teilraum von H, so werden offenbar P, O, 4 und A* durch H® reduziert. Die
Emschrankungen P® 0@ von P, Q auf H® werden aber beziiglich der Basis
{@a,} gerade durch die Helse11berg°ch°n Matrizen charakterisiert, sind also ins-
_besondere bis auf unitire Aquivalenz eindeutig festgelegt. Die [rreduzibilitit von
{P@®, Q@} ist leicht einzusehen. Ist McC H® bei P, Q invariant, so auch bei 4, 4*
und AA4*. Also ist die Projektion auf M, E,,, vertauschbar mit den Projektionen
E, auf die Eigenrdume H, von A4*. H,NH® ={lg,,} ist aber eindimensional.
“ Ist M0, so muB H,N\M #{0} sein fur ein #, d. h. M enthdlt ¢, ,, wegen Invarianz
bei A4, A* aber dann auch alle Po i also ganz H®. :

3. Liisungen der Antikommutatorrelationen

Die Felder von Fermi— Dirac-Teilchen werden beschrieben durch Operatoren
v, ‘P*, welche den ,,Antlkommutatorrelatlonen geniigen.:

(19) R ' V‘I.“i_’*‘-|-l[/*5l{=1, Tlp:q’*lp*:o‘.
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Dabel soll ¥ ein abgeschlossener Operator ¥* sein AdJunglerter sein. Es sei nun
@0 L FO=Wwr . Floyry o FO, |

Satz 6. Wenn ¥, ¥* den Relationen (19) geniigen, so gilt: FO und F'=1— F°
{aus (20) ) sind orthogonale Projektionen auf zueinander orthogonale komplementire

Teilrdume HC, H' des Hilbertraums H; ¥ (bzw. ¥* ) ist eine partiell isometrische
Abbildung mit dem Anfangsberetch H! ( bzw. HO ) und dem Endbereich H® (bzw. H'). .

Zu jeder Orthonormalbasis {@, o} von H® gibt es eine Orthonormalbasis {¢p, l}
von H', so daff ¥, ¥* dargestellt werden durch die Relationen :

(2I) l1I)k(p\',0=(pv,1’ 'P*q_)v,l=0:
(22) ' ' lq](pv,() ZO) 'P(pv_..l = (pv,O'

Die zweidimensionalen Rédume H®™, die durch ¢, und @, aufgespannt werden,
reduzieren ¥ und ¥*. ¥ und ¥'* smd also unitdr aquwalent zu einer direkten Summe

von Matrizen .
0 1\ 0 0
(v) = (v)* —
om(p o) ve=(0 )

Beweis. Aus Y¥* = |- ¥*¥ folgt O=F =1 Also sind ¥ und damit
v, wx beschrinkte, also auch iiberall definierte Operatoren

Aus ¥2=0= (':l’*)2 folgt F‘FO—FOFl =0 und v
(FO)? = FO(I- F') = FO; (F})* = F'(I- F%) =
Fi sind also selbstadjungiert und 1dempotent also orthogonale Projektionen auf
abgeschlossene Teilrdume HO bzw. H!, Aus FOF! = F'F° = (folgt, dal H® | H!,

und FO+4 F' = I ergibt H = H° +-H', also H!' =(H®)". Da ¥Y*V¥ eine PrOJektlon
ist, 1st ¥ partiell 1sometnsch und zwar bildet es H! 1sometrlsch auf H° ab

IW‘/’1|2:<T*WWU?’1>"I¢1|2 fiir ’PlEH,
Yo, € H°, da F'¥p,=Y¥Y*(¥)’p,=0 ist.

Analog sieht man, daB8 ¥ * den Raum HO isometrisch in H' abbildet und H! annuliert. -
Da aber FO und F1 Abblldungen auf H® bzw. H! sind, folgt daB auch YH' =H°
und Y*H°=H! is

Definieren wir zu einer Orthonormalbasis {¢,} von H” ¢, ,=¥*p,,, so
sind die Bedmgungen (21), (22) erfiillt und {(pv 1} ist eine Orthonormalba51s von
Hl

- Die letzte Aussage von Satz 6 entnimmt man nun unmittelbar aus (21), (22).

4. DAarstel‘lung der Operatoren von Boson-.und Fermion-Feldern

Es sei &= {P,,, Q. Vi, Wi}uem, sen ein hochstens abzihlbares System von
“linearen Operatoren im Hilbertschen Raum H. Dabei sollen die P, u, Q,den , Kommu-
tatorrelationen”.. ¥,, ¥ den ,,Antikommutatorrelationen” geniigen und alle P, Q
sollen mit allen ¥, W* vertauschbar sein. ' ) '
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Genauer verlangen wir folgendes: .
I. ¥, Y% sind zueinander adjungiert und fiir alle A, »¢ N gilt:

II. P, Q, istfiir ]edes U ein ,,kanomsches Paar”, d. h. es gelten die Bedingun-
gen 1, 2, 3 aus Nr.1;

L. P, Q, sind vertauschbar mit P, Q,, %, ¥; fur alle AEN und alle
UAVEM, d h die Spaktralschar von P, ( bzw. Qﬂ ) ist mit der Spektralschar von
P,, von Q, und mit den 0peratoren Y’; * (die ja beschrinkt sind) uertauschbar
- im iiblichen Smne :

Satz 7. Aus Ifolgt.' .
Fp = ¥, ¥f =1~ Py, = [~ F}

sind orthogonale Projektionen. Die Elemente der Famtlte {FS, Fi}icn sind paarweise
miteinander vertauschbar. ¥, und W% sind partiell 1sometr1sche Operatoren, die mit
allen FP, F}, »# A, vertauschbar sind. : .

Beweis. Nach Nr. 3 sind die Fj Projektlonen ‘die ¥, und ¥} partiell iso-
metrische Operatoren. Aus den Relatlonen in I fiir A% folgt aber: F{F!=FFj;
P, Fi=F ¥, und ¥¥Fi=F %, Aus II folgt nach Theorem 1, dafB alle ' O,

selbstadjunglerte Operatoren in H sind. Daher hat die Forderung III der Ve:tausch-
- barkeit von P, mit Q,, Py, ¥, ¥% einen wohlbestlmmten Sinn.

Ist E, irgendeine Projektion aus der Spektralschar von P, (bzw. von Q”) 50
bedeutet ITI, daB der Raum H, = E,(H) die Operatoren P, Qv, ¥,, V% reduziert.
E, ist also mit den Fj vertauschbar und der Zerlegung H = H,®H,, H, -(Ho)
entspricht eine Zerlegung in eine direkte Summe fiir P, und Qv

' (22) - Pv»—. oneBPvlf Qv X Q\'O®Qvl'
‘Dann gilt aber auch ' : .
4)  Pr=PLOPL, 0)=0%,00%,

PI+Q2 = (P + 0 )GB(P +00), _
1

(25) (PO = (Pt ) QP+ Q7)) = A4} — ‘2‘1‘
Es wird also auch der selbstadjimgierte-Operator
A4E mit A (Qv+sz), A= L (0,—iP)

- V_ V2
durch H, reduziert. Also ist auch A,4% mit P w» @y vertauschbar und auch mit
A,, A% und A,4%. Nun hat nach Satz 34 Aﬁ ein rein diskretes Spektrum,

AuA;'f — > (m+1)EM.
0 .
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Da auch die Projektionen Fj die Operatoren P,, Q,,, damit auch A, A4} reduzieren,
also mit den E"' vertauschbar sind, folgt:8) ' S '

Theorem 2 Aus I, 11, ]]Ifolgr '
Die Projektionen {E'” 1} auf die Elgenraume der Operawren A A% =

='§7 (m+1)Em, SI‘;,‘l’i‘=F°— 1 —F} bilden ein kommutatives System.
< .

Die Operatoren P, Q,, A,, A% werden dirch alle E'” Fi (u#v) reduziert.
Die Operatoren ¥,, ¥} werden durch alle EY, F, %;é/l redu_ziert.

Die Operatoren AjA, haben die Elgenwerte 0,1,2,.... Diese Eigenwerte

konnen also als Besetvungsaahlen des Zustandes p mterpretlert werden. <A*A,‘q7 py="
]A“q>|2 wire dann als Erwartungswert fiir die Anzahl der Teilchen im Zustand

Jt anzusprechen. g

Entsprechend kann man die Elgenwerte 0,1 von ¥ ASU als Besetzungszahlen
fir Teilchen im Zustand A auf’fassen wobei. fur dlese Teilchen das Pauli-Prinzip
gelten wiirde.

Ein Zustand ¢, des Systems bei dem alle moghchen Teilchenzustdnde un-
besetzt sind, miifite also durch alle 4, und ¥, annulliert werden.

Wir ver]angen nun weiter:

IV. In H gibt es einen ,,Vakuumszusland” d. h. ein (po, das durch alle 4,
und alle ¥, auf Null abgebildet wird.

V. Das System & ist irreduzibel in H. :

Dann konnen wir zeigen, dal © durch I—V bis auf unitire Aquivalenz ein-
deutig festgelegt. ist.

Theorem 3. Das System &= {P,,, Qu, ¥a, Y%} ist durch die Vertauschungs-
relationen 1—1III, die Existenz eines- Vakuumzustandes ¢o (IV) und die Irreduzi-
bilitit (V) bis auf unitire Aquivalenz festgelegt. Die eindeutige Lisung & der Relatio-
nen [—V ist gegeben durch die Formeln (28), (29), (30), (31).

Beweis. Die.Menge N={4} kénnen wir mit einer Menge von natiirlichen
Zahlen identifizieren und erhalten dadurch eine vollstindige Ordnung der Elemente
A. Der Vektor @4, der den Vakuumzustand reprasentiert, liegt in einem Eigenraum
Jedes der Operatoren A,A}; = AfA,+1 und ¥,¥% = I-Wi¥,. Auf g, konnen
wir also jeden der Operatoren Y% bzw. 4} anwenden. Dabei. wird nur der Eigenwert
fiir ¥,¥% bzw. A, A} gedndert, V. ¥% und AA% %2, v#u haben fiir ¢, wie fiir
Phpo bzw. AXpy den gleichen Eigenwert. Wir kénnen die Anwendung von Operato-
ren ¥* und A* beliebig oft wiederholen, bleiben immer in der Menge der simulta:
nen Exgenvektoren der Familie {A4,4}, !Pﬂ’;} Es sei nun -

(26)A0—{(m n); m {m,,} n={n,}, m‘,E{O 1,2, ..}, me{0, 1}, > m,<eo, Zn «oo}
. Dann existiert fur jedes (m n)EA0 der Vektor

en ‘/’"{v":[]T/;}:v(A DI ¥

8) Theorem 1| und 2 zeigen, daB bei G&RDING—WIGHTMAN [2], [3] statt der v. Neumann—
Weylschen Form der Vertauschungsrelationen auch unsere Bedingungen I, 1T, ‘TII benutzt werden
kodnnen.
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D'abeit sollen die Faktoren ¥’ nach wachsenden A angeordnet sein. Es gelten wegen
Satz 5 und Satz 6 die Rela‘uonen _ B : :

(28) ' o Auo(Pm,n = Vmuo(/)"lff’qu’""
(29) o AP =Vt TP
(30) .' Yo Pimn = (l)l<).0 Mo Pmyn—55,,>
: C Xom S
@1 - YhPmn = (— 1)"“°~ (1= 13) G5

Dabei ist ‘6 bzw 07, die Folge die nur an der Stelle 1o bzw /lo eine 1 sonst lauter

~ Nullen hat A -bzw. ¥, verkleinern also den Index m,,-bzw. n,) um 1, wihrend -

AL, bzw. PX, dlesen um 1 vergréBern. (gp,,, mit negatlven m, und n; #0 ‘1 sind
dabei glelch Null zu setzen). Offenbar folgt nun

A;':oAuoq)m,n"’ ud(pm,rﬁ lp)nyl/lo(pm n" nlu(pm ne

Wegen S '
<(pm,n' (pm,n> = <q7m—5_u“0, ns (pm — 8, u0. n>
=<q?m n —64.;0' (pm' u-&,mo> —;<¢0' (p0> = ]

bilden also die ¢,,,, (m, n)EAO, ein Orthonormalsystem in H. Der durch diese
@m,n aufgespannte Raum-Hj, ist invariant bei &, muB also nach (V) mit H iiberein-

stimmen.
Die Opecratoren A,, A%, ¥, W% sind aber durch (28) (29) (30), (31) als ab-
geschlossene Operatoren emdqug festgelegt (vgl Satz 5) und nach Theorem 1

V- —A,)" und Q,= V_ _+A,l)~ durch (28) und (29)
vollsténdig bestimmt. ‘ o

Damit ist aber dann .die Eindeutigkeit von & bis auf simultane unitire Trans-
formationen nachgewiesen.

sind dann auch P,=

Ist ©={Py, Qu, Vs, Yi}uem, 2cnein endllches System also M und N -endliche’
Indexmengen, so ist {AiA,, YEV¥i}uem, 1en ein System von endlich vielen, paar- .

weise vertauschbaren selbstadjungierten Operatoren, welche alle diskretes Spektrum
und 0 als Eigenwert haben. Es gibt also dann mindestens einen gemeinsamen Eigen-
vektor zum Eigenwert 0, d. h. (IV) ist eine Folge von (I, II, III).

Es sei nun H, der Raum aller gemeinsamen Eigenvektoren der 4}4, und
¥Yi¥; zum Eigenwert 0, ¢ eine Orthonormalbasxs von H.

Dann konnen offenbar die Vektoren

. | _
V)E:)n :Zg V—' (At)mu]](lllf)"ﬂ-(pg’)

i

gebildet werden Der durch die q)“') mit festem « aufgespannte Raum H® redumert
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Az, A3, Py, Qu, Wi, P und es gilt:.
A, = VM9, 00 A0, = VT g

m=3,y,0° m+duy, n?

tp (a) ~ (_ 1)}.<,, ". ‘P(a) , q/*(p(a) - (— 1);.<x (1 —n )(p(a)

m,n— d;x m,n+65"°

Hieraus folgt zusammen mlt Satz 5 und Theorem 1

Theorem 4. Ist S={P,, Q,, Y1, ¥4} uer, scn mit endlichen Indexmenges
M, N und sind die Bedingungen (1), (II), (UI) erfiillt, so gilt: .

Es gibt eine Zerlegung H = ®HY von H in paarweise orthogonale Teilriume
H®, welche alle Operatoren aus © reduzieren. Die irreduziblen -Systeme @ =
= {P(“) Q(“) P, WO in H® sind bis auf unitire Aquivalenz. bestimmt.

Insbesondere sind also quantenmechanische Systeme von endlich vielen Frei-
heitsgraden vollstandlg bestimmt durch endlich viele Paare P,, Q,, fiir-die II gilt
und P,, @, mit P,, Q, fiir v 3 u vertauschbar sind, und durch den Hamiltonoperator
H=H(P,, Q,). D1e -irreduziblen Bestandtelle der Q,, sind’ den Schrodlnger-
schen Operatoren dquivalent:”

i ot
partielle Differentialgleichung ‘geschrieben werden:

10 1 0 - .
Tt (Ta_x,[’x“>"’ =
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