Sur les contractions de Pespace de Hilbert. VII
Triangulations canoniques. Fonction minimum

Par BELA SZ.-NAGY 2 Szeged et CIPRIAN FOIAS a ‘Bucarest

Dans la Partie I de cette Note on étudiera d’abord certaines relations géométri-
ques entre la dilatation unitaire minimum d’une contraction complétement non-
unitaire 7 d’un espace de Hilbert et le comportement asymptotique des itérées
7", T#r, On arrivera ainsi a une classification naturelle de ces contractions et a
des triangulations matricielles attachées a cette classification.

Ensuite, dans la Partie 11, on introduira la classe C,, constituée des T pour
lesquelles il existe une fonction d(z), holomorphe et bornée pour |z| <1, ne s’annulant
pas identiquement et telle que d(7T)= 0. On établira, pour T¢ C,, 'existence d’une
fonction minimum s’annulant pour 7. Cette fonction joue un réle analogue a
celui du polynome minimum d’une matrice finie, elle caractérise notamment le
spectre de T et permet la construction des sous-espaces invariants pour T. Ainsi, la
classe Cy généralise, dans un certain sens, la classe des contractions complétement
non-unitaires des espaces de dimension finie. Dans cette partie on fera essentielle--
ment usage du calcul fonctionnel avec des contractions, développé dans la Note
VI ([4])-et de-la théorie des fonctions appartenant & des classes de-Hardy, notamment -
de Parithmétique des fonctions intérieures, inaugurée par BEURLING [6].

Mentionnons que quelques des résultats de cette Note ont été annoncés dans [1].

PARTIE 1

1. Relations géométriques entre la limite de 7*"T" et la dilatation
unitaire minimum de T

1. Soit T une contraction complétement non-unitaire (¢f. [2]) de I'espace de
Hilbert § et soit U la dilatation unitaire minimum de T, opérant dans l’espace de
Hilbert & (#29). Dans [3] on a démontré que les sous-espaces

(1. 1) ¢=(U-7)9, ¥=U*-THH

de § sont ambulants pour U. ') Désignons par Q et Q' les projections orthogonales

1) Rappelons qu’un sous-espace AS R est ambulant par rapport & U si U LU pour
n=1,2,... (¢f. [3], p. 107).
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de & sur

1.2) M=K (aUrY), M=8c(s U"Y),

selon les cas. Désignons par P la projection orthogonale de & sur 9.
Nous allons utiliser ces notations constamment dans la suite.

2. Soit §, un sous-espace de 9, invariant pour T, c’est-a-dire tel que 7H; S 9, .
. 9, =909, est alors invariant pour T*. Désignons par P, la projection orthogonale
de § sur §,. On a .
P,T*P,=T*P,, P,TP,=P,T

et par suite

(1.3) P, TP, =P, T"=(P,T)" m=12 ...

Comme P,T est une contraction, la suite
IR, TyhH (n=1,2,..)
est non-croissante pour tout 4 fixé, h¢D. Par conséquent la suite
P, Tmh| n=1,2,..)
‘est convergente. Pour 0<m<n on a .
(1.4 |U-mP,T"h—U-"P,T"h|* = [P, T™h|*>— P, T"h|?
parce que U est unitaire et
(U~mP, Tmh, U="P, Tnh)=(U""™P,T"h, P, T"h)=(T"-" P, Tmh, P, T"h)=
=(P,T"-"P,T™h, P, T"h)=(P, T"~"T"h, P, T"h)= | P, T"h|>.
De (1.4) il s’ensuit que la limite
1.5) Ly, h=lmU-"P,T"h  (hc )

n-sco

existe.
Pour tout entier fixé v et pour tout g€ on a

(U-"P,T*h, U"(U~T)g) = (P, T"h, Un+*(U—T)g) =
= (-Pz T"h, Tn+v+1g_an+ng) =0

des que n+v=0. Par conséquent Ly h est orthogonal & U¥E (v=0, =1, £2,...),
donc :

(1. 6) Lp he M (h€D).

Dans le cas particulier ol P, est 'opérateur identique I de § (correspondant
a Pespace invariant §; ={0}), on a

heLh= S (U-"Tr—U-"~1T" ) = 3 U-"-1(U~T)T"h,
n=0 n=0

donc h—Lihe & UL
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Comme d’autre part L2t en vertu de (1. 6), on conclut que

(1.7 Lh=0h  (heD).
3. Soit maintenant
D1={h:he, T"h~0};

il est manifeste que , est invariant pour 7, donc nous pouvons appliquer les résul-
tats du numéro précédent. Mais pour ce choix de , (et de P,) on peut dire.
méme plus. Notamment, pour tout entier m=0 et pour tout #€% nous avons

Lih = lim U==mTmp = lim [U="U="T" Py T"h+ U-m=2Tn(I— P,) Tmh] =

= U-"L,P,T"h,

parce que, par la définition de P,, T"(/ — P,) —O. En tenant compte de (1. 7) nous
obtenons

Qh=U-"QP,T"h.

Or, comme Wt réduit U, Q et U permutent, donc

(1. 8) Qh=U-"QP,T"h=QU-"P,T"h  (he{).
Lorsque m — =, il s’ensuit par (1.5)

Qh=QLp,h;
comme d’autre part on a QL /i=Lph en vertu de (1. 6), il résulte
(1.9) Ly,=0i9=L;. )
Dans le cas particulier m=1, (1. 8) nous donine

(1. 10) UQh=QP,Th  (h<9),

d’oll, en posant
T, =P, T, (=(T*9.)*), 0,=019,,
il résulte
(1. 10" _ U0, =0,T,.
De (1. 7) il s’ensuit
QA =Lim | U~"T"hll =lim | T hl,

ce qui montre que, pour un élément A€P,
(1.11) Oh=0 si h€$, et dans ce cas seulement.

Ainsi, .on a

2H=0(:80:)=09,,

c’est-a-dire

(1.12) 09=0,8,.

2) Si € est dans le domaine de 'opérateur S, on désigne par S|E€ la restriction de S a €.
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En d’autres termes, (1. 11) et (1. 12) expriment que @, est une application linéaire-
biunivoque de D, sur la variété QHESM. L

Remarquons aussi qu’en vertu de (1.10) I'espace Q9= 0,9, est invariant:
pour U.

4, De (1.9) on obtient pour h€Y
PLp.h = lim PU*" P, T"h = lim T*"P, T"h,

n-sco n—t oo

POR =1 pLi = lim PU* T = tim T# Th;

puisque T*"P,=T "P,, P,T"=P,T"P,=T3P, il en résulte
(1..13) A2h=PQh=A3 P,h  (h€D)

L
oil Ap=(lim T T, Ay, =(lim T3"T3)? .

n—oco n— oo

Pour /€%, posons

(1. 14) WQsh=Arh.
Puisque .
(1.15) WWQ k2= A hl|? = (AR, h, h) =(A}, Py, ) = -

=(PQh, hy=(Qh, h)=11Qh|* =10, A1,

W peut étre prolongé en une application isométrique de 0,9, =09 dans 9, ..
notamment sur Ap,9,. Or, A;,h=0 entraine, en vertu de (1. 15), Qh=0, ce qui,.
a son tour, entraine A €9, d’aprés (1. 11), donc h€H, NH,,=0. Ainsi, la transfor-
mation autoadjointe 4, de , admet une inverse (au sens large, sans étre nécessaire-

ment bornée), dont le domaine est alors dense dans ,, c’est-a-dire 4;,9,=9;.

Par conséquent W est une application unitaire de Q9 sur 9,.
En vertu de (1. 10") nous avons

UW='WQ,=0,T,, (UIQDW-'WQ,=0,T>,
d’oul il s’ensuit par (1.14)- '
(1. 16) WUI0D)W~" Ar,= 47, T;.
Cela étant, nous pouvons énoncer le suivant:
Théoréme 1. Soit, pour la contraction complétement non-unitaire T de 9,
HD=9,9H, ou H, ={h: heH, T"h-0};
soit P, la projection de  sur 9, el soit Ty=P,T|D, (=(T*92)*). On a alors

(1.17) A POh=Ah=A2 P,k (hED)
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et
(l. 18) VZATZZATZTZ

1 L
oit Ap=(lim T*"T"?2, Ay =(lim T{*TD? 3)

n-+co n— oco

et V, est une transformation isométrique de , en soi-méme, dont la dilatation
unitaire minimum est unitairement équivalente a U|M. De plus Ay, admet une inverse,
a domaine dense dans 9, . :

Outre la liaison entre V, et U tous les autres énoncés ont déja été prouvés.
En ce qui concerne ¥,, observons que par (1. 16)

V,=WU|I09)W-,

-ce qui montre que ¥V, et U|Q9 sont unitairement équivalentes, donc leurs dilatations
unitaires minimum sont aussi unitairement équivalentes. Or il est manifeste que
si M, est le sous-espace de & engendré par U-"QH (n=0,1,2,...), U|M, est la
-dilatation unitaire minimum de U| Q9. Comme N, S M, il reste seulement & prouver
que Vi, =MOM,; ={0}. Or, M, réduit U et on a M, L H puisque, pour hA€H

et feM,,
ot JeNs (f, H=(Qf; By =(f, Qh) =0.

Ainsi ROM, comprend H et réduit U, ce qui entraine (en vertu du fait que & est
I’espace de la dilatation unitaire minimum de T') que RO, =&, D, = {0}, Wi=M,.
‘Cela achéve la démonstration du théoreme.

En remplagant T par T*, Q par @', etc., on obtient de maniére analogue le

Théoréme 1’. Soit, pour la contraction complétement non-unitaire T de 9,
=009, oi 9, =1{h:he, T*"h~0};
.soit Py la projection de © sur 9, et soit T,=T|9,. On a alors

(1.17) - PQ'h=Akh=A%Ph  (heD)
.et

(1. 18" : Ty Apy=ApV,

o A= (lim TP T*0)2, Ay, =(lim T3T7)2,

n-»co n— oo

et Vy est une transformation *-isométrique*) de 9, en soi-méme, dont la dilatation
unitaire minimum est unitairement équivalente a U|DV’. De plus, A+ admet une inverse,
.a domaine dense dans 9, .

3) Limites fortes.
4) Cest-a-dire que Vi est isométrique.
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2. Une Cclassification des contractions et des triangulations
matricielles correspondantes |

1. Les décompositions de I'espace § considérées dans les théorémes 1 et 1’
conduisent a des triangulations matricielles et a une classification des contractions?).

Définition. Une contraction complétement non-unitaire 7 sera dite-de classe
Co. si T"—-0; C, si T*"—0; ‘
‘ C,.. si T"h-+0 pour h20; C,.: si T*"h+-0 pour h#0;
de plus soit’ C,;=C,.NC, (x=0,1; B=0,1).

Il est manifeste qu'on peut caractériser ces classes aussi moyennant les opéra-
teurs A et Aq«. Par exemple, T€C,. si Ar=0, T€C,, si Ay admet une inverse
(au sens large), etc.

2. Voici les triangulations qui résultent si ’on applique les théorémes 1 et
1’, exprimées en termes de la classification ci-dessus.

Théoréme 2. Toute contraction complétement non-unitaire T admet des-
triangulations de type

CO. - C.1 *
@ (0 C] @) [0 c.o)

et .
[Cor % * ¥ %
O Copo % * *
® |0 0 ¢y *x x [,9
O O 0 Cy %
0O 0 0 0 Cy

les triangulations de type () et (a") étant univoquement déterminées.”) La triangulation
de type (b) peut étre choisie de sorte que le terme C,y soit quasi similaire®) a une

\

transformation unitaire W qui est unitairement équivalente d une partie de U|IN
ainsi qu’a une partie de U|. ?)

5) Par des raisons de commodité nous restreignons cette classification aux contractions
complétement non-unitaires, bien qu’elle serait possible méme sans telle restriction. D’ailleurs on
sait que toute contraction se¢ décompose de maniére univoque en somme orthogonale d’une contrac-
tion complétement non-unitaire et d’une transformation unitaire; c¢f. [2).

%) Pour les opérateurs dans les diagonales on a indiqué seulement leurs classes; les % mar-
quent des opérateurs qu’on ne précisera pas. On fait la convention d’admettre aussi ’espace banal
{0} dont le seul opérateur 0-0 appart_gerit A toutes nos classes. En d’autres termes, quelques élé-
ments dans les diagonales (ensemble avec leur ligne et colonne) peuvent manquer dans (a), (a’), ou (b).

7) Dans [1] on a indiqué par erreur encore une triangulation; celle-ci ne s’obtient pas par
- nos méthodes.

8) Deux opérateurs bornés A et B seront dits quasi similaires s’il existe des opérateurs bornés
X et Y admettant des inverses (non-nécessairement bornés, mais 8 domaines denses) tels que

AX=XB et BY=YA.

‘Dans [1] on a dit ,,quasi linéairement équivalent” au lieu de ,,quasi similaire”.
2} Nous disons que la transformation 4 de 'espace U fait partie de la transformation B de
I'espace B, ou AES B, si A réduit B et 4=B8U.

.A'z ¢
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Démonstration. Partons de la triangulation

=¥
“lo 1)

étudiée dans le théoréme 1. Par définition on a alors T; € C,.. En ce qui concerne
T,, remarquons que si 792 —0 pour un h€,, par (1.13) on a aussi T*"T"h -0,
donc

1@@2: T, = Tl'iﬁn T, = (T*ll\;’z)fk,

2

a5

handit)

@,

Tkl =(T*" T"h, h)~0, T"h—0,

ce qui veut dire h€¥),, d’ou h=0. Par conséquent T, ¢ C,,. De cette maniére la
triangulation envisagée est de type (a).
Montrons que si

Ti % _ . .
= A, & =91892, Ti=T|9i, T:=(T*|Pi)*

0O T; )
est une triangulation de T de type (a), elle nécessairement coincide avec celle que
nous venons de construire. Pour cela il suffit de prouver

Q2. 1)

Or, pour hePHi on a T"h=T1"h—~0 parce que T1€C,.. En vertu de la définition
de D, cela entraine h€9,, donc
i

Soit maintenant #€9H,©H1. On a alors, d’une part, T"h—~0 parce que A€D,,
d’autre part, P2T"h=T5"h parce que heD: (P3 désigne la projection ortho-
gonale de © sur §3); comme T32€C,., T5"h—~0 entraine £#=0. Donc 9, 0H{ =
={0}, ce qui prouve (2. 1).

Nous avons ainsi démontré que toute contraction complétement non-unitaire
admet une triangulation de type (a) et une seule. En ce qui concerne la triangulation
de type (a) il n’y a qu’a reproduire les considérations ci-dessus en s’appuyant cette
fois-ci sur le théoréme 1’ au lieu du théoreme 1.

Passons au probléme des triangulations de type (b). On peut partir de chacune
des triangulations déja obtenues: nous choisissons la triangulation de type (a)

’
1.

gt
I
g

1 «

in
St

ity

1.

' T, * N . N
(2'2) T= 0 Tz H ‘\: ::‘\cl@sc\Z’ TIECO-: T2€C1.-
Pour T, et T, prenons alors leurs triangulations de type (2"):
(T ¥ . N .
(2‘ 3) T: = 18] T'z > ‘gl = “ﬁ)il@@ﬂ: ]‘ilec.la :TiZEC.O (1=19 2)'

Comme T, €C,., on a aussi Ty, €C,., Ty,€C,,. En effet, T{ — O entraine T}, — O
et Tj, —~O parce que T}, =T7|9,, et T7,=P,,T7H,, ot Py, est la projection
orthogonale de $, sur ©,,. Par conséquent, on a

T,,€Coy, Ty;€Cq.
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D’autre part, comme T, € C,, et T, =T,]9,;, ona aussi T, € C,, et par conséquent
T, ¢ Cl 1.
Prenons finalement pour 75, sa triangulation de type (a):

Ty * .. _ -
2.4 T,,= 0 Ty 922 = 922199222, T22:€Co., T33,€C,;

vu que T4~ 0, on aura aussi T52, =T43)9222 >0 et T53, =P, T53)9,2, ~ O,
donc ’
2.5 ‘ T53,€Co0, T322€Cy0-

En réunissant (2. 2), (2. 3) et (2. 4) nous obtenons la triangulation

(T, ¥ % % % )

O Ty % % %
T=|l0 0 T,, ¥ % |,

(8] 0 0 T221 *

O 0 0 O Tl

qui est de type (b).

tudions 7,, de plus pres. Dans ce but, de51gnons par &, le sous-espace de
! engendre par U9, n=0,=x1, £2,..). Evidemment, U|R, est la dilatation
unitaire minimum de 7,. Soxent

LG =Ur-T99H:, M=8:0(d U"L).
Nous allons montrer que ]
(2.6) Mz S M.

A cet effet, observons d’abord que &3 CQ’. Soit alors /'€ ¢’ ©83. Pour tout h, €9,
et tout entier v on a

@7 (b, U'F) = (U = T¥)hy, UP='0)+(T4hy, U=H1) = (Tghy, UP=11)

puisque T35 =T*|H, et
((U* = THhy, U=11) = 0

(le cas v#1 s’ensuit de ce que & est ambulant, et le cas v=1 de ce que /' 1 ®3).
- De (2.7) nous obtenons par récurrence

(2. 8) (hy, UDY=(Thy, U1y (k=1,2,..). .

Or, d’apres le théoréme 1 (ii) de [3], nous avons $ 1 U*¢" pour p#=0. En prenant
k =v dans (2. 8) nous obtenons donc (h,, U “l’) 0. Cela veut dire que 9, L UV(E’@&)
(v=0,%1,+£2, ..), d’ou il résulte de maniére evndente -

f L EB U"(¥ o).
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Comme R = (8 UL 0L)8( U)o,
on obtient
(& U"E5)oMs = 2 (& U)o,

ce qui entraine (2.6). - :
Appliquons maintenant & T, et T,, le théoréme 1’. Nous obtenons

(2.9) Ty X =XW

ou X = Ay et West *-isométrique, ayant la dilatation unitaire minimum unitairement
équivalente & U|9M3. Montrons que W est méme une transformation unitaire de
9,1 - En effet, en cas contraire il existe un h€9,,, h#0, tel que Wh=0 et en vertu
de 2.9) T3, Xh=0(n=1,2,..)). Comme T,, €C,,, cela entraine Xh =0, et comme
X =Aqs, admet une inverse, il résulte #=0, en contradiction avec I'hypothése
faite. Ainsi W est unitaire. Par conséquent W coincide avec sa dilatation unitaire
minimum dont on sait déja qu’elle est unitairement équivalente 4 U|M3. Or, U|Wit3
est évidemment une partie de U|M’. On conclut que W est unitairement équivalente
4 une partie de UMY

Pour continuer I'étude de T,,, rappelons qu’en vertu du théoréme | nous
avons

(2. 10) . VyAr,=Ag,T,
ol V, est une transformation isométrique dont la dilatation unitaire minimum est

unitairement équivalente a3 U|M; de plus 4;, admet une inverse 4 domaine dense
dans $,. Posons '

A= Ap|95, 9 = AD21 = A71,921, V=19

en vertu de (2. 10), £ est invariant po.ur V,,donc Vest un opéréteur isométrique de
$’. En prenant les restrictions 4 $,;, on obtient de (2. 10)

@.11) VA=AT,,.

Cette relation entraine que ¥ est méme unitaire. En effet, en cas contraire on a un
he§’, h#0, tel que V*h=0; en vertu de (2. 11) on a alors

THA*h=(AT2)*h=(VA*h=A*V*h=0, THA*h=0 (1=1,2, .),

d’oli, comme T,; €Cyy, il résulte A*h=0, donc h L AH,, =9 . Cela contredit
nos hypothéses sur A, De cette maniére, ¥ est unitaire, et par conséquent ¥ est une
partie de V,, ainsi que de la dilatation unitaire minimum de ¥, qui, & son tour,
est unitairement équivalente a U|Mi. Ainsi, V est unitairement équivalente a une
partie de U|M. - '

De (2.9) et (2. 11) il résulte

@.12) VAX=AT, X=AXW, VB=BW

oll B=AX est une transformation linéaire bornée de £,, dans H’. Comme X et

Ar, admettent des inverses, B admet aussi une inverse, et comme X9,, =9D,,,
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AD,1 =9, on a BH,,; =%, donc B~! a domaine dense dans §’. Envisageons la
transformation |B|=(B*B)?; elle est autoadjointe dans §,, et comme | |BJh| =
=|\Bh|| pour tout h€9,,, |B|h=0 entraine Bh=0, donc h=0; par conséquent |B|

admet une inverse et |B|D,, =9,;,. De plus, on définit par
‘ Bh=C|Blh  (h€Dy)

une application isométrique C de |3i®21 sur BY,,, qui se compléte par continuité
a une application unitaire de $,, sur . De (2. 12) il s’ensuit successwement
vu que W est unitaire dans §,, et V est unitaire dans §’,

BW+*=V*B, WB*=B*V, WB*B=B*VB=B*BW, W|B|=|B|W,
VC|B|=VB=BW=C|B|W=CW|B|, (VC—CW)|B|=0

d’ou on conclut VC— CW = 0, VC=CW. Cela veut dire que ¥ et W sont unitaire-
ment équivalentes. Comme V est unitairement équivalente a4 une partie de U|I,
il en est de méme pour W.

En multipliant les membres de (2. 11) par C~! et en posant Y=C~'4 nous
obtenons
: WY=YT,,;

.Y transforme 9,, dans §,,, admet une inverse (non nécessairement bornée), dont
le domame est dense dans £,,, parce que

Y@zl—c 149, = C 1 A9, = C1H = .-

Cette relation et (2. 9) montrent que T 21 et W sont quasi similaires, ce qui achéve
la démonstration du théoréme.

3. La derniére partie du théoréme 2 peut étre précisée dans le cas ou 7T elle
méme est de classe C;,. Notamment on a le

Théoreme 3. Soit T€Cyy. Dans ce cas UM et UM sont unitairement
équivalentes et T est quasi similaire @ chacune de ces transformations.

Démonstration. Appliquons a T les théorémes 1 et 1’ en tenant compte
de ce que ‘
{h:he€ 9, T"h—-0}={0}={h: he 9, T*"h~0}.
Nous obtenons '
(2.13) ‘ ArT=VAy, TAp.=ApV’

ou V est isométrique, V' est *-isométrique, 4, et A;. admettent des inverses a
domaines denses. En reproduisant pour T la partie de la démonstration du théoréme
2 concernant T,, on obtient que ¥ et ¥’ sont unitaires et unitairement équivalentes.
De plus en vertu des théorémes 1 et 1’ V est unitairement équivalente a UMM, tandis
que V’ est unitairement équivalente a U0 Ces équivalences unitaires et les rela-
tions (2. 13) entrainent le théoréeme 3,
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PARTIE I

3. La classe C,

Soit H= la classe des fonctions complexes, holomorphes et bornées dans le
disque unité D={z: |z]<1}. Dans [4], § 1 on a défini opérateur u(T), quelle que
soit la fonction u€ H~ et la contraction complétement non-unitaire 7. Rappelons
cette définition. Pour

G.1 u(z) = gckzk avec 2 e <o
(qui évidemment appartient & H*) on pose
w(T) = S’ck T (ou TO=1).
Pour u(z) € H= quelconque, u (z) =u(rz) (0<r<1) est de type que nous venons

d’envisager, donc u,(T) se trouve déja défini. On montre que

lim u,(T)

r—1

existe au sens de la convergence forte des opérateurs et c’est par cette limite qu’on
définit u(T).

Théoréme 4.. Soit T une contraction complétement non-unitaire telle que
d(T)= O pour une certaine fonction d¢ H*, d(z)%0. On a alors T" -~ 0O et T*" 0,
c’est-a-dire que T€Cyq.

Démonstration. En utilisant les notations du §1, écrivons la premiére
relation (1. 8) pour h=P,g (g€9):

QPZg: U—,"QPZ T’"PZg (m=0;1a "')9

d’ou UmQP,=QP,T"P, (m=0,1, ...).
Cela entraine.
(3.2) u(U)QP, = QPu(T)P,

pour toute fonction de- type (3.1), ou

2z

u(U) = S'CkUk = fu e dE,,
0 0

{E}os.=2. ¢tant la famille spectrale de U. D’aprés le théoréme 2 de [2] cette famille
est absolument continue, c’est-a-dire que (Ek, k) est une fonction absolument
continue de 7, quel que soit kK €R. Par conséquent I’opérateur

d)= [ dedE,
0

(ot d(e)=lim d(re®) existe presque partout en vertu du théoréme de FaTou)
r—1\ .
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est bien défini. De plus, on a en vertu du théoréme de convergence de Lebesgue
et grice A la continuité absolue de (Exk, k),

1)k —d (U)K = [ |d(e") ~d (e d(Ek, ) ~0  (KER),

donc d(U)—d(U) fortement pour r-1—0. Ainsi, en posant u=d, dans (3.2)
et en faisant r—1—0 nous obtenons

(3.3) ' d(UYQP, = QP,d(T)P, =
Mais comme d(e”’) %0 presque partout (puisque d € H=, d(z) # 0) et comme (Ek, k)
est une fonction absolument continue de ¢ pour tout k€S8,

2n

f |d(e)|? d(E,k, k)=0 entraine [k||? = f d(E,k, k)=0.

0

Or, la premiére intégrale, étant égale a ||d(U)k||?, s’annule, en vertu de (3. 3), pour
tout k€ QP,9, ce qui entraine QP, =0. En vertu de (1.7) on a donc

Lih=Qh=QP,h =0
pour tout h€H,, d’ou

lim [T = lim | U-"T"#] = | L Al =0,

H— o0 n— oo

donc h€H,. Ainsi, h€H, NH,, h=0. Cela veut dire que H,={0}, H, =9, donc
T"—0. En echangeant les roles de T et T* et en remarquant que

d~(T*)=(d(T)}*=0

ou a’”'(z)=c_1(_2)—€ H=, on obtient que T*"—~0, ce qui acheve la démonstration du
théoréme 4.

Corollaire. Soit T une contraction complétement non-unitaire et soit dGH“’,
d(z)£0. On a alors

{h: d(TYh=0}S9,={h: T"h~0}.

Démonstration Désignons par $£i le sous-espace formé des éléments /
tels que d(T)h=0; H7 est évidemment invariant pour 7. Soit 71 =T|D1; pour toute
fonction ue H= on a alors u(T1) =u(T)|H1. Par conséquent d(77) = O, donc 77" -0,
c’est-a-dire T"h—~0 pour tout A€97, ce qui achéve la démonstration.

La classe des contractions envisagées dans le théoréme 4 mérite une étude
approfondie, ce qui fera 1’objet des paragraphes suivantes de cette Note. Pour
commodité de langage faisons la

Définition. On appellera C, la classe des contractions complétement non
unitaires T pour lesquelles il existe une fonction d € H=, d(z) £0, telle que d(T)=0.

Le théoréme 4 s’exprime alors par la formule

Co & Coo-
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Il convient d’observer que la classe C, comprend une vaste variété d’opérateurs.
En effet, pour toute fonction u(z)€ H=, u(z) £0, qui n’est pas extérieure'®) (et pour
ces fonctions seulement) on peut trouver une contraction complétement non-unitaire
T Aun espace de Hilbert § # {0}, telle que u(T)=0.

C’est une conséquence du théoréme 2 de [4], voir aussi [5]. Un résultat plus
précis sera obtenu dans le paragraphe 5 (théoréme 6).

4. L’existence de la fonction minimum

Le but de ce paragraphe est de montrer que parmi les fonctions qui s’annulent.
pour T, ou T€C,, il y a une qu'on peut désigner fonction minimum, tout comme
parmi les polynomes qui s’annulent pour un opérateur d’un espace de dimension
finie il existe un polynome minimum.

1. Nous commengons par établir deux lemmes sur les fonctions de la classe H™.

Lemme 1. Soient u, v deux fonctions intérieures et soit w leur plus grand diviseur
commun intérieur'®). Soit f(1) une fonction intégrable (0=t=2n), pour laquelle

2n 2n

[ uE@sena=0 e [oE)fend=0 (xn=0,1,..).
[(] [¢]

On a alors aussi
2n

[ wenswendai=0 (=01, ..).

Démonstration. En vertu des hypothéses faites, les fonctions fi(t)=
=u(e") f(t)e ™, f()=v(e") f(H)e~'" sont intégrables et leurs séries de Fourier
sont de la forme

Su() ~ _Zock,.e""' (k=1,2).
Les fonctions

F@) = 3 cn (k=12
n=0 .

appartiennent alors a la classe H' de Hardy dans le cercle unité et on a
F.(e)= lim F,(reé)=f.(1) p.p. k=1,2).
r-1-0

La fonction D(z) = F,(z)v(z) F,(2)u(z) appartient aussi 3 H' et sa valeur limite
D(e') est évidemment égale a 0 p. p. Cela entraine D(z) 0, Fyv=F,u, ou encore,
en posant u/w=ug et v/w=uvg,

4.1 Fyvo = Fyitg. ’

19) Pour les notions: fonction intérieure, fonction extérieure, diviseurs communs de fonctions
intérieures, etc., nous renvoyons le lecteur au Mémoire [6] ou & la monographie [7].



Sur les contractions de I'espace de Hilbert. VII 25

Mettant & part le cas banal ol f(r) s’annule p. p., f1(#) et f5(f) ne s’annulent pas p. p.
et par conséquent F;(z) et F,(z) ne s’annulent pas identiquement. Soient Fi(z) et
Fi(z) leurs facteurs intérieurs; de (4. 1) on obtient Fiv,=Fiu,. Comme u, et v,
n’ont pas de diviseur commun intérieur non constant, il s’ensuit que u, divise
Fi et par conséquent u, divise F,. On a donc G=F,/ug€ H'. Or

G €)= F, (e)uo (") = u(e)f (1) e~ fuq () = w (e f (1) e,
2n 2n

doil wEfem di= [ Generrndi=0  (1=0,1, ...,
4] 0

ce qui acheve la démonstration,

Lemme 2. Soit {u,(z)} une suite uniformément bornée.de fonctions € H=, tendant

vers 0 dans D. On a alors
2n

@2 [ wEenswdi-0 -

(4]
pour toute fonction intégrable f(1).

Démonstration. Les fonctions u,(z)z*~! (n=1, 2, ...; v entier quelconque)
étant réguliéres pour 0 <|zj<1, on a

2r 2n

Ny o 1 f
/u,,(e”)e“"drz lim /u,,(re”)r“e"" dt= lim - /u,,(z)z"“dz=
0

r—=1-0 r—-1-0
]

or la derniére intégrale tend vers O lorsque n— = parce que u,(z) tend vers 0 tout
en restant bornée par une constante“indépendante de » et.z._Ainsi, (4. 2) est vérifié
par f(t)=¢'"* pour v entier quelconque et par conséquent (4. 2) est vérifié par tout
polynome trigonométrique. Comme toute fonction intégrable dans I'intervalle
(0, 2n) peut étre approchée, dans la métrique de I'espace L'(0, 2n), par un polynome
trigonométrique, aussi prés que ’on veut, (4.2) sera vrai pour f{(¢) intégrable
quelconque. ’

2. Voici des conséquences de ces lemmes, dont on fera usage tout,a I'heure.

Lemme 1°. Soient u(z),v(z) deux fonctions intérieures telles que u(T)=0,
v(T) = O pour une contraction complétement non-unitaire T. Si w(z) est le plus grand
diviseur commun intérieur de u(z) et v(z), on a aussi w(T)=0.

Démonstration. Soit U la dilatation unitaire minimum de T et soit {E,}
la famille spectrale de U; en vertu de [2] E, est fonction absolument continue de 1.
Fixons deux éléments quelconques / et g de I’espace $ ol T opere; on aura

(1) =d(E h, g)/dt € L(0, 27).
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Comme Lf(T)=0, on a pour n=0,1,2, ...:

2n 2n
0=(T"u(T)h, g)=(U"u(U)h, g)=fe‘"’u-(e“) d(E,h, g)=f e u(ef(t) dr

et analoguement
2n
0=(T"v(T)h, g)= / e"tp(e’t) (1) dr.
. . 3

En vertu du lemme 1 on a alors aussi

(w(T)h,g)= [ wien d(Eh g)= [ wletfin)di=o0.
0 0

‘Comme h, g étaient arbitraires, cela donne w(7T)=0.

Lemme 2. Soit {u2)} une suite uniformément bornée de fonctions €H=,
convergeant vers O dans D. On a alors

u(T)— O (convergence faible)
pour toute contraction completement non-unitaire T.

Démonstration. En désignant toujours par U la dilatation unitaire minimum

-de T et par {E,} sa famille spectrale, on a, pour tout couple /, g d’éléments de I'espace
de T,

2n

(Un(TYh, 8) = (un(UYh, g) = [ up (e d(Eh, )= [ (/1) dr

0

ou f(t) =d(Eh, g)/dt. En vertu du lemme 2 la derniére intégrale tend vers 0, ce qui
prouve que u,(T)— 0.

3. Cela étant, nous sommes a méme de prouver le théoréme sur lexistence
de la fonction minimum:

Théoréme S. Soit T€C,. 1l existe alors une fonction m(z), univoquement
déterminée a un facteur constant de module 1 pres, telle que

(i) m,(z) est une fonction intérieure,
(i) my(T)=0,
(iii) m(z) divise (dans H™) toute autre fonction u(z) telle que u(T) = O.

Démonstration. Comme T€Cy, il existe une fonction d(z) € H”, d(z) #0,
‘telle que d(T)=0. Soit d(z)=d<(z)d'(z) la décomposition de d(z) en produit de
ses facteurs extérieur et intérieur. On a d*(T)d(T)=d(T)=0 et comme, en vertu
-du théoréme 2 de [4], d°(T) admet une inverse on a aussi d'(T)=0. Désignons par
J la classe des fonctions intérieures u(z) tellesque u(T)=0; on a d'€d, donc J
n’est pas vide. .

Fixons un point a€ D ol d(a) #0 et posons

s=sup {{u(a)|: ued};
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on a s=|d*(a)| >0. Choisissons une suite {u,(z)} dans J telle que |u,(a)| —s; en vertu
du théoréme de VITALI—MONTEL on peut méme supposer que cette suite converge
dans tout point z € D vers une limite v(z) et cela uniformément dans tout domaine
|z| = ¢ <1. v(z) appartient évidemment & H=, on a méme |v(z)| =1; de plus |v(a)| =s.
En appliquant le lemme 2’ 4 la suite {v, —v} on obtient

w,—v)(T)— 0, donc u,(T)—v(T).

Comme u,(T)=0 pour tout n, on a aussi v(T)=0. Soitv=v’ la factorisation de
v en ses facteurs extérieur et intérieur. Alors v/(7) =0, donc vi € et par conséquent
[vi(@)| =s. Comme [v(2)| =1, on a aussi [v5(z)| =1 et par suite

s=v(a)| = [ve(a)| |0 (@)] = |v* ()| s =,

d’ou il résulte que |v%(a)| =1; par conséquent v°(z) est une constante, de module 1.
Ainsi v(z) est elle méme une fonction intérieure, v€J, [v(a)| =s.

Soit u€ H= quelconque, u(z) Z0, u(T)=0, et soit ' le facteur intérieur de u;
on a alors aussi #'€d. Soit w le plus grand diviseur commun intérieur de v et u'.
D’aprés le lemme 1’ on a aussi wed, Comme v/w est intérieure et par conséquent
(o/w)(@)[=1, on a

s=1v(@|=| = @

ce qui n’est possible que si |(v/w)(@)| =1 qui, a son tour, entraine que v/iv est une
constante égale en module a 1. Cela veut dire que v est un diviseur de ' et par consé-
quent aussi de w.

Ainsi, v jouit des propriétés (i)—(iii) de la fonction minimum my. L’unicité a
‘un facteur constant prés, de module 1, s’ensuit du fait évident que deux fonctions
intérieures dont chacune divise 'autre, ne différent qu’en un facteur constant pres,
¢gal .en module a 1.

[w(a)| él% (a)’sés,

4. Un fait connu dans ’algébre linéaire est que deux matrices finies similaires
ont les mémes polynomes minimum. Nous allons démontrer un fait analogue pour les
fonctions minimum des contractions. Commengons par introduire une notion utile:

Définition. S, étant une transformation linéaire bornée dans l’espace £,
et S, une autre dans Pespace ,, on dit que S, est la transformée quasi affine de S,
lorsqu’il existe une transformation linéaire bornée X de ’espace , dans I'espace
$;, admettant une inverse (au sens large), 4 domaine dense dans §,, et pour
laquelle XS, =S,X, c’est-a-dire que S, =X"1SX.

Cela étant, démontrons la proposition suivante:

Soient T, et T, deux contractions complétement non-unitaires dont T, est une
transformée quasi affine de T,. Si I'une de ces contractions est de la classe Cy il en
est de méme de Uautre et leurs fonctions minimum coincident.

Démonstration. La relation X7, =T, X entraine XT§=T/X (n=0,1,2, ...)
et par conséquent Xu(7T,) =u(T;)X pour toute fonction u(z) € H=. Lorsque T, € C,,
on a donc Xmy (T,)=my; (T)X=0; vu que X admet une inverse cela entraine
my(T,)=0, donc' T,€C, et my(z) est un diviseur de my (z). Inversement,
T,€C, entraine my;, (T)X=Xm;(T,)=0 et, vu que X9,=9H,, mp(T)=0;,
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donc T, €C, et my (z) est un diviseur de my,(z). On voit donc que si I'une des
contractions appartient & C,, y appartiennent toutes les deux et leurs fonctions
minimum se divisent mutuellement, et par conséquent ces fonctions minimum co-
incident. '

Ce résultat montre en particulier que /la fonction minimum est invariante par
rapport a une quasi similitude.

5. Contraction ayant une fonction minimum donnée

Nous avons déja remarqué que pour toute fonction u(z)€ H=, u(z)#0, qui
n’est pas extérieure, il existe une contraction complétement non-unitaire 7 telle
due u(T)=0. Or, on peut affirmer méme plus:

Théore&me 6. Pour toute fonction intérieure donnée w(z) il existe une contraction
complétement non-unitaire T€ Cy d’un espace de Hilbert $ # {0}, telle que la fonction
minimum de T est égale a w(z).

Démonstration. Envisageons l'espace.de Hilbert H? des fonctions numériques.
h(e') € L0, 2n) telles que

l1(e"') = S’ hke“".
k=0

Soit wH 2 la variété linéaire dans H?2 formée par les fonctions de la forme w(e')h(e')
(h€ H?); comme |w(e”)|=1 p.p., wH? est fermée, donc un sous-espace de H?2.
D’aprés un théoréme de BEURLING [6], wH 2 ne coincide pas avec H?; pour qu’ une
fonction A€ H? appartienne & wH? il faut et il suffit notamment que le facteur
intérieur de A soit divisible par la fonction intérieure w. Posons

H=H?0© wH 2,
Désignons par U la multiplication dans H? par € et par T la transformation de §
définie par T=PU|$H ol P est la projection orthogonale de H? sur §. U est iso-

métrique dans H?, donc T est une contraction de $: Comme wH? est invariant
pour U, on voit facilement que

;.1 T"=PU"H n=0,1, ..).
Pour U* on a
U* 2‘ hkeikt = 2’ hk+1eik',
0 0
d’oll il s’ensuit que U*"—0O et, en vertu de la définition de T, T*"= U*"|H -~ O
(n—=). Ainsi, U et T sont complétement non-unitaires; de plus (5.1) entraine
' u(T)=Pu(U)IH
pour toute fonction u € H= ob, évidemment, u(U) est opérateur de la multiplication.
par u(e') dans H?2.

En particulier on a donc w(T)h=P w(e)h(e") (h€D). Or, comme wheEwH?,
_il résulte w(T)h=0, donc w(T)=0.
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Soit u€ H=, u(z)#0, telle que u(T)=0, cest-a-dire que P u(e?)h(e")=
=u(T)h =0, uhc¢wH?, pour toute fonction 4 €9. Choisissons en particulier-

h=1—Tow;

h appartient & § puisqu'on a d’une part A€ H?, d’autre part AL wH?; en effet,

2

(vg, h) = (wg, 1 =wow) = l‘ / Dr(e)g(e) —wog(eM]dt =
0

= (Wg)o— Wo&o = Wo8o — Wo8o = o

pour toute fonction g€ H2. (Ici on a fait usage de ce que |w(e)| =1 p. p.) u(T)=0
entraine donc en particulier que

u(l —wow)ewH?2,
d’ou ucwH?;

en vertu du théoréme cité de BEURLING le facteur intérieur de v est donc divisible
par la fonction intérieure w et par conséquent u est divisible (dans H~) par w.

De cette fagon, nous avons démontré que la fonction minimum de T est égale
a la fonction intérieure w donnée.

6. Relations entre la fonction minimum et le spectre

1. Un fait connu dans Palgébre linéaire est que le polynome minimum d’une
matrice a pour ses zéros exactement les racines caractéristiques de la matrice. On
va établir un fait analogue pour la classe C,.

Théoreme 7. Soient my(z) la fonction minimum et o(T) le spectre de la con-
traction T de classe C,. Soit S [Pensemble formé par les zéros de m(z) dans
D={z:|z| <1} et par le complémentaire dans C={z:{z| =1} de la réunion des arcs
ouverts de C sur lesquels m(z) est analytique (c’est-a-dire a travers desquels elle peut
étre prolongée analytiquement). On a alors ¢(T)=S.

Démonstration. Soit 4 un point de DU C n’appartenant pas a S. On a
m(1)%0; en effet, si A €.D cela est assuré par la définition de S et si A€ C cela vient
de ce que, m(z) étant une fonction intérieure, on a |mp(e'")|=1 p.p., donc en
particulier en tout point €< C ol my(z) est analytique. Soit

u(z) = () —mr (D)

Evidemment, u(z) € H™ et par suite on a en vertu du calcul fonctionnel pour les
contractlons

(I =T) u(T) = u(TYI=T) _—mT(T)-f—mT(,l)I = maW)1.
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Cela montre que A/—T admet une inverse bornée, notamment
' ' u(T)

my(2)°

donc / n’appartient pas a ¢(T). Ainsi, nous avons démontré
6. 1) o(IES.

Soit maintenant A€D tel que m;{(A)=0. On a alors

CI-T) =

z—A
— n(z
1—- 4z @

avec n(z) intérieure. En vertu du calcul fonctionnel on a donc
(T—ADn(T) = (I — AT)mp(T) = O;

si 4 n’appartenait pas & o(T) cela entrainerait n(7)=0 et par conséquent m(z)
devrait €tre un diviseur de n(z) ce qui, évidemment, n’est pas le cas. Donc A€o (T).
Ainsi nous avons ‘

mp(z) =

6. 2) SND&o(T).
Reste & prouver SNCCSo(T) ou, ce qui revient au méme,
(6.3) C-S2e(MHNC

ou ¢(T) désigne ’ensemble résolvant de T.
Partons de la factorisation canonique de my(z) comme fonction intérieure,
2n
' etttz
(6.4) my(z) = B(z)- exp [— / ;‘;,Tzd#(t)]
’ 0

ol B(z) est un produit de Blaschke et u est une mesure non-négative singuliére
(voir [7]). Pour établir (6. 3) il faut démontrer que si un arc ouvert o de C est contenu
dans ¢(T), mp(z) est analytique sur a. Tout point de o étant 2 distance positive de
o(T), il s’ensuit de (6. 2) que les zéros de my(z) ne peuvent s’accumuler 4 aucun
point de «. Cela assure que B(z) est analytique sur a. Donc il suffit d’envisager le
second facteur. Celui-ci sera analytique sur « si la mesure yu portée par o ou plutdt
par lintervalle i, qui correspond 4 a par lapplication e 1, est égale a 0.
Supposons le contraire, c’est-a-dire que u(i,)=0. 1l existe alors un sous-arc
fermé f de o tel que u(iz)=0. Envisageons la factorisation suivante de m(z):

it
65  m@=m@mE ou m()=exp [— / ;,—fjdumj;
ig
les facteurs sont évidemment des fonctions intérieures. Puisque |m, (0)] =
= exp(—pu(iz)) <1, my(2) n’est pas constante. D’autre part, my(z) ne peut étre un
multiple numérique de m,(z) parce que, en cas contraire, S serait compris dans f,
donc en vertu de (6. 1) on aurait ¢(7) S S o, en contradiction avec le choix de o.
Ainsi, dans la factorisation (6. 5) aucun des facteurs n’est une fonction constante.
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(6. 5) entraine
my(TYmy(T) =my(T)m(T) =m(T)= O,

d’ou il s’ensuit qu’aucun des opérateurs m,(T), m,(T) ne peut avoir d’inverse (méme-
pas au sens large), puisqu’en cas contraire I’autre devrait €tre égal a O, en contra—
diction avec le fait que m(z) est la fonction minimum. Cela assure en particulier
que le sous-espace )

H1={h: h€D, my(T)h=0}

ne se réduit pas a {0}; P, est évidemment invariant pour 7. Soit T} =T19,.
Comme on a m,(T;)=m,(T)|H, =0, la fonction minimum m; (z) (qui n’est pas
constante puisque 9, > {0}) est un diviseur de m,(z), d’olt il s’ensuit que my (z)

doit avoir la forme
2n

mr, (@) = kexp [— / LA (z)] (ki =1)

ou u, est une mesure singuliére non négative, majorée par la mesure y dans i; et
s’annulant ailleurs. Cela montre que ’ensemble S attaché a la fonction my (2),
que nous désignons par S;, est inclus dans ’arc . La relation (6. 1), appliquée:
& T,, donne alors o(T,)&P.

Soit [A|>1. En vertu des relations réciproques

g=0UI=T)h, h= 3 A-"1Tng
n=0

le sous-espace invariant §, est transformé par A/— T sur soi-méme, donc on a
(U, —T)~' = (AUI-T)"19H,. Lorsque A tend vers un point i, de C situé dans
o(T), la norme de (AI, — T;)~! reste donc bornée, ce qui entraine que Ay € g(T)).
En particulier les points de o appartiennent donc a ¢(T,). Comparé au résultat.
précédent o(T;) S B, cela veut dire que o(T,) est vide, ce qui est impossible.

La contradiction provient de notre hypothése que u(i,)=0. Par conséquent
1(@i,)=0, ce qui achéve la démonstration du théoréeme.

2. Mentionnons quelques conséquences du théoréme 7.

Corollaire 1. Soit T€C, et soient Ay, 2,, ... les valeurs propres de T dans
D. On a alors 3 (1 —|4,]) <ee.

En effet, les 4, étant les zéros de m4(z) dans D, la convergence de la série résulte:
d’un théoréme connu de BLASCHKE sur les zéros d’une fonction dans H~ (¢f. [7],
p. 64).

Corollaire 2. I/ existe T€Cqy telle que 6(T)=C.

En effet, soit 4 une mesure singuli¢re sur (0, 27) dont le support est Iintervalle
entier (p. ex. la mesure qui assigne aux points rationnels des quantités positives,
dont la somme est finie). La fonction )

2n

m(z) = exp [— / f"ijdu(r)]
0

eit o
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-6tant intérieure, il lui correspond une contraction T€C, telle que m(z) =m(z)
(voir théoréme 6). D’aprés théoréme 7, o(T)=S; or S coincide dans notre cas
avec C.

7. Sous-espaces invariants

1. Soit T une contraction de I’espace de Hilbert £, appartenant a la classe
Cg; soit mp(z) sa fonction minimum.

Soit m4(z) = m,(z) m,(2) une factorisation de m(z) en produit de deux fonctions
intérieures non-constantes, et soient 9,, ), les sous-espaces de  définies par les
formules

(1.1 9y={h: heD, m(T)h=0} et §,={h: heD, my(TYh=0}.

Ces sous-espaces sont évidemment invariants pour 7, et mé€me pour tout opé-
rateur X qui commute & 7. Montrons qu’ils sont des sous-espaces non banaux,
c’est-a-dire différents de {0} et de . Il suffit d’envisager, & ce but, le sous-espace
D;. On a O, #{0}, puisque, en cas contraire, m(T) admettrait une inverse (au
sens ‘large) et la relation m(T)m,(T)=m(T)=0 entrainerait m,(T)=0, par
conséquent my(z) devrait étre un diviseur de m,(z), donc m,(z)/my(z) devrait étre
une fonction intérieure; or cela contredirait ce que m(z)/m,(z) =m,(z) est une
fonction intérieure non-constante. On a aussi D, %, puisque, en cas contraire,
on aurait m,(T)=0 et par conséquent m(z) devrait étre un diviseur de m,(2),
donc m,(z)/m(z) devrait étre une fonction intérieure; or cela contredirait ce que
m{(z)/m (z) =m,(z) est une fonction intérieure non-constante.

Dong, s’il existe une factorisation de m(z) de type envisagé, il existe un sous-
-espace non-banal de © invariant pour T et pour tout opérateur qui commute
a T. Or il s’ensuit de la représentation canonique des fonctions intérieures (voir
(6. 4)) que telle factorisation existe toujours sauf le cas ou

_A )
mp(z) = k 12 _ (k| =1, 1A <1).

.z

Dans ce cas exceptionnel on a T =417 et par conséquent tout sous-espace de O est
‘invariant pour T. Donc, si dim $ =1, il existe un sous-espace non-banal de 9,
- Invariant pour T.
-2. Envisageons maintenant un sous-espace £’ quelconque de £, invariant
(T
pour T. Soit (O
D =90H". On a T"=T|9" et par conséquent 77"=T"H (n=0,1,...), d’our
u(Ty=u(T)|H pour toute fonction u€ H=, en particulier m(T")=m(T)|H" = 0.
D’autre part, en désignant par P” la projection de  sur £, on a T"=P"T|H”
et méme T =P'T"|H" (n=0, 1, ...), &’ot u(T”)=P"u(T)|H” pour toute fonction
u€ H=, en particulier m(T”) =P’ m(T)|H”"=0. Ainsi, T" et T” appartiennent
a C, et leurs fonctions minimum mq.(z), mr.(z) sont des diviseurs de m(z).
Envisageons maintenant deux sous-espaces de § invariants pour T: § et £,

tels qué H 29", et soient T’-=T|.§)’, T”=T|9"; on a T'€C,. Soit (2 ;,K)
. o) -

;,k,,) la forme matricielle de T correspondant a lta décomposition
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la matrice de T~ correspondant a la décomposition § =H" D He (o1 Hy = H'OH");
on a aussi T, ¢ C,. Supposons que dim H, > 1. 1l existe alors un sous-espace non
banal de £, soit £, , invariant pour T,. £” P, est alors un sous-espace propre de
%', invariant pour 7, et comprenant $” comme un sous-espace propre.

Cela veut dire que si 9, 9" sont deux sous-espaces invariants pour T, tels que
L' 29" et dim (' QL") =1, il existe un sous-espace invariant pour T, intercalé a ' et
7, et différent de ' et .

3. Soient maintenant " et £” deux sous-espaces invariants pour 7, sans
aucune restriction additionnelle. Posons

+ = (;)/_*_'5;\//;

i

DT est évidemment invariant pour T. Désignons par T', T”, T'* les restrictions de
T aux sous-espaces invariants correspondants. Puisque 7"=T7*|9', T"=T*(D",
mr+(z) est divisible (dans H=) par my.(z) et m1.(z), et par conséquent aussi par le
plus petit multiple commun de my.(2) et my.(z), que nous désignons par m(z).
D’autre part, pour h = A’ +h” (WeH',h"€H”) on a

m(T*)h = m(T)h = m(DK +m(T)h" = m(T )i’ +m(T")h" = 0,

d’ou il s’ensuit par continuité m (7T +)=0; par conséquent my.(z) est un diviseur
(dans H<) de m(z). Chacune des deux fonctions intérieures my.(z) et m(z) étant
donc un diviseur de ’autre, eiles coincident (& un facteur constant prés). Ainsi,
my«(2) est le plus petit multiple ccmmun de mr.(z) et mr.(2).

4. Revenons aux sous-espaces invariants £, et £, associés a une factorisation
de mq(z) en produit de deux fonctions intérieures non-constantes, m,(z) et m,(z);
voir (7. 1). Supposons, cette fois-ci, que n1,(z) et m,(z) n’ont pas de diviseur commun
intérieur non-constant. Montrons qu’on a alors
'(7. 2) @1 n(@z = {0} et -5:.‘1 +5;?2 = 5,:7.

En effet, o =9, N9, est invariant pour T; supposons que Y, est différent de
{0} et posons Ty =T|§,. On a alors m(To) =m(T)|Ho E m(T)H; =0, my(Ty)=
=my(T)|De & Mmy(D)|H, =0, donc m(Ty) =0, m,(T,) =0, ce qui entraine que
my (z) est un diviseur intérieur commun de m (z) et m,(z), or cela contredit notre
hypothese. Donc la premiere des assertions (7. 2) est prouvée.

Pour démontrer la seconde, supposons que H°=9HO(H; + H,) # {0} et envisa-
"%
o T°
H=(D,+H)DHO. Si PO désigne la projection orthogonale de H sur DO, on a
u(T9)=Pou(T)|H° pour toute fonction u€ H= (voir n°2). Or, de la relation
m(TYm(TY=m(TYm(T)=m(T)=0 on déduit que

m(THED:, My(T)HEH1»
doi my (TO)=POm (D)9 =0, m,(T0)=Pomy ()0 =O.

Cela entraine que mgo(z) est un diviseur commun intérieur de m,(z) et m,(z), ce
qui contredit notre hypothése. Donc §° ne peut étre différent de {0} et cela prouve
la seconde assertion (7. 2).

geons la forme matricielle ( ) de T par rapport 4 la décomposition

A3
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Posons Ty =

0y, T, =T|9,. Par la définition de ), et H, on a évidemment
=0, my(T,) =my(T)|H, = 0. 1l s’ensuit que my (z) est un diviseur
de m,(z) et my,(z) est un diviseur de m,(z). D’autre part, en vertu de la seconde
relation (7.2) et de ce qu’on a démontré au n° 3, m(z)=m(z)m,(2) est le plus
petit multiple commun intérieur de my (z) et my,(z). On conclut que myp (z) doit
coincider avec m,(z) et my (z) avec m,(z) (a des facteurs constants pres, de module 1).

5. En résumant, nous avons le

Théoréme 8. Soit T une contraction de 'espace 3, de classe C, et ayant la
Sfonction minimum m(z).

(i) Si dim =1, il ‘existe dans 9 un sous-espace non-banal, invariant pour T.
De plus, si ' et " sont deux sous-espaces invariants pour T tels que ' 29" et
dim (' ©9") =1, il existe un sous-espace invariant pour T, proprement intercalé a £’

et H”.

(it) La restriction T’ de T & un sous-espace invariant ' # {0} appartient aussi
a C, et myp(z) est un diviseur (dans H=) de m(z).

(iii) Pour une factorisation quelconque de m.(z) en produit m(z)m,(z) de deux
Sonctions intérieures non-constantes,
D ={h:heD, m (TYh=0}, H,={h:h€DH, my(T)h=0}

& 2

sont des sous-espaces non banaux de 9, invariants pour T. Lorsque m,(z) et m,(z) W ont
pas de diviseur commun intérieur non-constant, on a de plus

PiNH ={0}; D +H2 =95,

et les restrictions de T aux sous-espaces invariants ¥, et £, ont leurs fonctions minimum
égales ¢ m(z) et m,(z), selon les cas.

L’énoncé (iii) peut &tre précisé dans le cas ou la factorisation envisagée m(z) =
=m,(z)m,(z) en produit de deux fonctions intérieures est telle qu’il existe des
fonctions u,(z), u,(z) € H~ de sorte que

(7.3) m(Du,(2) + my(Duy(z) = 1. ')

Notamment on a alors méme
7.4 H 4+, =9

En effet, (7. 3) entraine m{(T)u(T)+my(Tuy(T)=1, d’ot
h = m(T)u,(TYh+my(T)uy(T)h pour tout heS;

or by =my(Tu,(TYh €, puisque m(T)h =m (T)my(TYu,(T)h = m,(T)uZ(T)Iz =
et analoguement h, =m (T)u,(T)h€DH,.

6. Soit A un zéro de my(z) dans D={z: |z] <1}, de multiplicité k. On a alors
la factorisation
zZ \

.9 e (2) = [t‘z_] m@)  (m()#0)

t1) Cette relation entraine évidemment que m,(z) et m.(z) n'ont pas de diviseur commun
intérieur non-constant.
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en produit de deux fonctions intérieures (dont la seconde est peut-étre constante),
pour laquelle la condition (7. 3) est vérifiée.

En effet, faisant usage d’une homographie de D on peut réduire cette assertion
au cas 21=0. On a alors m(0) 0, donc 1/m(z) admet un développement en série
entiére autour du point 0; soit p(z) la somme d’ordre k—1 de cette série entiére.
On a alors

1= m(z);t;; = m(p@+ 4 (2)

ou ¢(z) est une fonction réguliére dans un entourage de z=0, dont la définition
s’étend, moyennant la relation z*q(z) = 1 —m(2)p(z), & tout D. De cette fagon,
q(z) est holomorphe dans D et telle que z*q(z)€ H=. Cela entraine évidemment
que g{(z) € H=. Par conséquent on a

m@)p2)+2*q(z2) = 1 (lz|<1)
avec p(z), g(z2) e H™.
Soient £, i les sous-espaces invariants correspondant a la factorisation
(7.5), donc

Dr={h: he®, bi(T)h=0}, 9= {h: heH, m(T)h=0)
ou l’on a posé ‘

z—4
b,(z) = —_—
+(2) 1—-iz
On a £200; = {0}, D+ = .

Posons T, =T|9s, Ti=T|93. On a my,(z) =b5(z) ce qui entraine que (T — A/)h =0
pour tout h¢€9,;, tandis qu’il existe du moins un A€ 9, tel que (T~ A}~ 1h 0.
Si m(z) n’est pas constante, Dj est différent de {0} et on a my,(z) =m(z), donc
my,(A) #0 et par conséquent A n’appartient pas au spectre de 7;.

Appelons vecteur caractéristique de T associé a la valeur A tout vecteur /i tel:
que (I'—AI)"h =0 pour n assez élevés. Montrons que le sous-espace 3, est consti-
tué précisément des vecteurs caractéristiques associés a la valeur A, c’est-a-dire
que (T'—AI)'h =0 (pour un n=1) entraine h€ ;. Cela est manifeste si H;={0}.
Dans le cas £ # {0} soit A = h; +h; la décomposition de / suivant les sous-espaces
D et Di. Comme (T—A'h=0 et (T—Al)h;=0, on a (T—A)"**(h—h,)=0,
donc (T —Al)"+khj; = 0. Comme A n’appartient pas au spectre de T cela entraine
h}=0, donc h=h,€9;.

Ainsi, la multiplicité k d’un zéro A de m(z) dans D est égale & I’indice de A
comme valeur caractéristiqgue de T, c’est-d-dire que pour tous les vecteurs caracté-
ristiques A associés a la valeur 4 on a (T—Al*h=0, mais il existe un vecteur
caractéristique & tel que (T—ANF-1h#0.12)

7. Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 9. Soit T€ Cy. Pour que les vecteurs caractéristiques de T associés
aux points du spectre dans D sous-tendent Iespace entier § il faut et il suffit que my(2)
soit un produit de Blaschke.

12} Ainsi, la fonction minimum permet d’éviter le calcul des résidus appliqué a fa résolvante,
introduit par F. RiEsz.
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Démonstration. Supposons que Q———\./é;);_ ou + parcourt les points du

spectre de T dans D, 9, étant le sous-espace formé par les vecteurs caractéristiques
associés a A. Soit B(z) le produit de Blaschke dans la factorisation canonique de la
fonction intérieure my(z). Si 4, comme valeur caractéristique, a lindice k=k(1),
B(z) est divisible par b%(z), donc on a pour h€H;
B K,
B(THyh= [b—k] (T)-b;(T)h=0;

A

comme =V 9, il s’ensuit que B(T)=0. Vu que m(z) est la fonction minimum,
A
cela entraine m(z) = B(z2).
Passons a la démonstration de l'implication inverse. Supposons donc que
mq(z) est un produit de Blaschke et posons

o=V o,

ol A parcourt les points du spectre de T dans D, £; étant le sous-espace formé par
les vecteurs caractéristiques de T associés a 4.
Supposons que ! = H et soit H2=POH'. T prend par rapport a la décompo-
T % . .
0 Tz]; on sait que my2(z) est un diviseur
de mq;(z), nécessairement non-constant. Par conséquent, m;(z) étant un produit
de Blaschke, il existe du moins un zéro 4 de m(z) dans D qui est un zéro aussi pour
my(2). Ce zéro est une valeur propre de T2, donc il existe un k%0 dans H? tel
que (T? — AI?)A* = 0.1l s’ensuit que (T'— Al)A? appartient & H!. Soit H! =H! +H}’
la décomposition (non nécessairement orthogonale) de H! on H} est constitué des
vecteurs caractéristiques de 7! associés 4 la valeur 4 et compris dans 9!, et H!
est un sous-espace invariant pour T tel que, si T est la restriction de T! a ce sous-
espace, 4 n’appartient pas a ¢(7T*); comme $; &S H' on a nécessairement Hi=9;.
Soit (T—AI)Ak* = ki +h) la décomposition du vecteur (F'—AlA?€H' suivant
ces sous-espaces. On a alors, en posant

o=@ =yt €HD,
(T— i 0 = (T— A0 h, + (T— D1

sition H =H! @ H? la forme matricielle

si k est l'indice de la valeur caractéristique A cela donne (7 —AI)+1(h2 -11)=0,
d’ob A2 — 1} €9, S H! et par conséquent h? € H'. Vu que 12 €H? et h? %0, 'hypothése
£ > H nous a conduit & une contradiction. Donc § = ", ce qui achéve Ja démonstra-
tion du théoréme.
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