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О ПРОИЗВЕДЕНИЯХ УПОРЯДОЧЕННЫХ АВТОМАТОВ. II 

Ф. Г Е Ч Е Г (Сегед)*) 

В первой части работы приведены необходимые и достаточные условия 
для вложимости автомата Мура в произведение автоматов. Результаты 
аналогичным путем доказываются и для случая автоматов Мили. 

В этой статье мы дадим необходимые и достаточные условия представ-
ления автоматов Мили в виде произведения автоматов. 

Рассмотрим произвольный упорядоченный автомат А = А(Х, А, Г, ё, Л) 
и некоторое множество его допустимых разбиений, удовлетворящее следу-
ющим условиям:1 ' 

1. Если для разбиений я , , л2 имеет место л1 >л2, то мощность множества 
М1г1(а,) классов по разбиению л2 , содержащихся в классе я ^ а Д совпадает 
с мощностью множества М1г^аг) классов по разбиению л2> содержащихся 
в классе лх{а2), и существуют такие изоморфизмы ф1',Х: — М1]ич) г 
для которых: 

( а ) ф 1 ; Х ( х ) = ф1;?ак 0 ) ) , 2 ) 

(Р) Ф!,;Х(х)=ФкХ (ф1;Х О)), 
(у) ФкХ (Х>=ФкХ {ф1]Х (*)), 

(<5) фщХ (х) = Ф^Х(х) И фъХ^^ФкХЮ' Е С Л И а1 = А ^ = 

Пусть л2 (а) £МК п](щ) , П2(а)£Мпп](а]) и л^а^^л^а/). Тогда л2(а)^л2(а') 

равносльно тому, что ф1а:Х(^2(а)) — п2(а ')-
2. Если разбиение лх не находится в отношении упорядоченности 

с разбиением л2 , то для любого фиксированного а^А все пересечения 
Лу(а)С\л2(а') (а'^А) обладают одинаковой мощностью. 

Множество допустимых разбиений, удовлетворящее условиям 1. и 2.г 
мы назовем множеством со свойством К. 

Теорема . Автомат М = М ( Х м , М,Ум, дм, 1М) изоморфен некото-
рому Л-произведению автоматов А1 (г = ],..., г) тогда и только тогда, 

* ) F. GÉCSEG (Szeged) 
' ) Относительно терминологии этой статьи см. [2] . 
2) Где аI, aj, ак — произвольны из множества А. 



Ф. Гечег : О произведениях упорядоченных а в ю м а ю в 125 

если он обладает множеством разбиений со свойством К, као!сдый класс 
пересечения п которого имеет одну и ту же мощность, можно установить 
изоморфизм между классами разбиения л, удовлетворящий условиям (а)—(<5), 
произвольные различные максимальные цепи данных разбиений не содержат 
общего разбиения кроме л и щ^т^П ... Г\лы(т!к)^0 для всех различных 
разбиений щи...л1к, опережающих разбиение л.' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства необходимости рассмотрим 
некоторое Л-произведепие автоматов А,- (г = 1, . . ., /•), изоморфное авто-
мату М. Обозначим этот изоморфизм через Рассмотрим разбиения л1 

автомата М, индуцируемые множествами Р ( Аг) (1 = 1 , . . . , г) (см. [2]). Раз-
биения щ, получаемые таким образом — допустимы (см. [2]). Покажем, что 
с помощью этих разбиений можно задавать множество разбиений автомата 
М , удовлетворящее условиям теоремы. 

Рассмотрим пересечение л разбиений п1(1=\, . . ., г). Если найдется две 
максимальной цепи множества {я,}, содержащие обшее разбиение, отличное 
от разбиения л, то одну из них оставим без внимания. В так полученном 
множестве разбиений пусть тгги п} такие, что щ>л1. Тогда М ^ М ^ . Далее, 
пусть т и т' такие, что л{) и %(т) = (а1, . . ., ап а{+1, . . ., а}, . . ., а,.), 
х(т') = (а{, ..., а{, а1+1, . . ., а¡, . . а,). По определению разбиений, инду-
цирующихся множеством Р(Аг), мощности множества классов по разбиению 
п3, содержащихся в классе п^т) соотв. лг(т'), совпадают с мощностью 

7 
множества П А - (Здесь упорядочение составляющих А г х . . . ХА,. такое, 

к=1 + 1 
что множества А1 и А3 будут опережены такими и только такими множест-
вами, которые больши их). Пусть теперь М1%„}), Мщ\м,<) — различны, 
а т1,т1 и тк такре, что 

Х(.тд=(аи ...,аьа1+1, ...,а...,а,), 

Х(т3)=(а'и . а{, аг+1, ...,а}, ...,аг), 

Отображение фт,т3,ф'т3,тк и фтк,«и определяются следующим образом: 

Пусть (т1 = т * ( л х ) , т 3 = т % ( В этом случае 
если 

х(тТ)=^(а1, ...,аг,а?+и ..., а% а3 + 1, ...,</,.) 
и 

Х(т*)=(а'и ...,а(,с$1и ..., а*', а]+1, ...,аг) 
то 

Заметим, что по определению допустимого разбиения я, .(т)ё71 ¡(т') тогда 
и только тогда, если найдутся такие т^л^т)) и т2(£п1(т')), для которых 
выполняется неравенство / п 1 ё и 2 . Т а к как в классе ^тып/я/т?)) содер-
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житсяэлементт*', для которого i{mf') = (a\, aj:,.i, ...a*,a}.ví, ...,ar)y 

т о , очевидно, имеет место \j¿¡¿„0(тг/wf) ^ n j ( m f ) ) . А н а л о г и ч н о п о л у ч а е т с я 
обратное у т в е р ж д е н и е . 

Пусть разбиения щ и л } не находятся в отношении упорядоченности. 
Тогда множества Р(А,) и Р(Aj) не содержат общего элемента. В самом 
деле, если / ,(Л()ПР(Ау), то A/t>• А, и А,С>А¡, откуда л к > л 1 и л к > л ] . 
Это однако противоречит утверждению, что максимальные цепи разбиения 
не содержат общего разбиения — отичного от л. Так как Р ( А ( ) П Р ( А ; ) — 
пусто, то в каждом классе по разбиению л1 из любого класса по разбиению 
n¡ содержится ПАк элементов, где произведение берется для всех А/£([Р(А,) U 
UP(Ay). Этим доказана необходимость условия 2. 

Надо еще доказать необходимость послсдного утверждения теоремы. 
Это однако очевидно, так как разбиение совпадает с тривиальным. Итак, 
необходимость условий теоремы полностью доказана. 

Для доказательства достаточности рассмотрим автомат М = 
= М ( Х м , М, YM, öM,XM) и множество Т={л1) . . ., я,. . J его разбиений, 

удовлетворяющее условиям теоремы. Обозначим через T t множество макси-
мальных элементов множества Т. Мы берем все максимальные цепи мно-
жества Г, причем, если л£Т, то каждая максимальная цепь рассматры-
вается без разбиения л. Мы конструируем автоматы A¡=Ai(Xi, A¡, Yt, <5г, Аг) 
для каждого разбиения л,£{Т, л), подходящее Р-произведение которых изо-
морфен автомату М. Пусть л ^ Т у . В этом случае автомат Аг определяется 
так: множество X¡ входных сигналов совпадает с множеством входных 
сигналов автомата М, множеством состояний служит множество классов 
автомата М по разбиению я ( , множеством выходных сигналов является 
множество Y¡ =AtXX¡, функция перехода: с>г(я;(т), x)=ni{öM{m., х)), а 
функция выходов: Х1<(к1(т),х)={л1(т),х). 

Пусть л^ л) произвольное разбиение цепи, начинающейся с раз-
биения л1. Обозначим через Atj множество, мощность которого совпадает 
с мощностью множества А О (,„ь где л1 _ — разбиение, опережающее 

j — i J 

разбиение л П у с т ь — взаимно однозначное отображение мно-
жества A¡j на Мщ-;_,('«)• О н о будет изоморфизмом, если мы упорядочим A{j 

следующим образом: а < а ' ( а , а'£ Atj) тогда и только тогда, если 1(„,>(а) < 
< ,(,„)(«)• Берем изоморфные отображения _, о>о ( х ) = о«) (*) ) 

множества A¡. на множества AO_i(,„<). 
Теперь для каждого j мы сконструируем автомат Atj -----

= Aij(Xlj)Alj)Yij,öij,Xij) множество входных сигналов которого совпа-
дает''с множеством выходных сигналов автомата At . Множеством сос-
тояний служит множество Atj, а множеством выходных сигналов — 
множество У^ = А^ХХ1у Функция перехода xi)=afj, где элемент att 

определяется так: если xij=(oíiJ_1,(...,(aii,(Tíi(m),x)) . . . ) ) и ^1ш)(а41)=я,1(/и1), 
&0«ú(ah)=nh(rn2l •••» &ZUmj-2)(%-1) = nij_l(mJ_1), !(,„,_!)(%) = nij(m)> т о 

При этом, если л1£Т1, то упорядочение множества состояний совпадает 
с упорядочением множества классов по разбиению я {, а в множестве выход-
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пых сигналов (п,{т), х)~^(л,(т'\ х') тогда и только тогда, если 
х ё х ' . 

Упорядочение множества входных сигналов автомата А^ — следующее: 
*< , ( = К - 1 » (•••' ( « I I . О ' И » * ) ) - ) ) ) = (•••» К » . . . ) ) ) 
тогда и только тогда, если ..., а;1 Ё«,' , , ..., п 1 ( т ) ^ п 1 ( т ' ) и х ё х ' . 
Далее, для его выходных сигналов ( а к , х ^ ) ^ ( а ( 1 , х ! ] ) тогда и только тогда, 
если а ё а/л, х^ ё х(3. 

Рассмотрим множество Д,, мощность которого совпадает с мощностью 
некоторого класса .., щфПк1) ( = щ^Щ) П ... П по разбиению л 
(где ...,пк1 все опережают л) и взаимно однозначное отображение 
С т ^ ' . ' Х , множества^,, на Мы упорядочим А,, так, чтобы 

было изоморфизмом. 
Мы сконструируем автомат А,. =АГ(ХГ) А,., Уг, 8,., Я,.), принадлежащий 

к разбиению л. Множеством его входных сигналов является множество 
Хг таких элементов множества Г ^ х ... X во всех компонентах которых 
фигурирует одно и то же х(£Хм), где л1р . . ., лк1 операжеют разбиение л. 
Множество выходных сигналов Т,.—АГХ.ХГ. Функция перехода: <5, (а,., хг) = ар, 
где элемент а* определяется так: если 

^ = ( К ' ( - ' К » ( ^ ( ^ г ) ' *))•••)), •••> К . ( - , ( а к 1 , ( щ с ( т к ) , х ) . . . ) ) ) 
и 

$<>и.)К) = ^(7^), 0,1) = л1](тг), ..., £%,,к)(а.к1)=лк1(тк1), ... 

..., !(»„ _ о (а/с,) = Щ, (щсг), С'п ', :.'!!„,,и (а,.) = т,., 

то Й'„(„;'!л) Функция выходов: А,.(а,., х,) = («,, х,.). 

Упорядочение входных сигналов •— следующее: 

*,.( = ( ( % , (щ(тг), х ) ) . . . ) ) , . . . , (ак„ ( . . . , (ак1, (лк(тк) , х)) . . . ) ))) ё 

а х, ' ( = ( « , ( . . . , (тсг(/и0, л ' ) ) - ) ) , •••> « > (•••> К , . (щ(т!с), х')) ...)))) 

тогда и только тогда, если а ^ ё ^ , ..., а н ё а [ 1 , п £ т д - Щ ( т г ) > •••> «л, — • • -
ак1^а'к1,лк(тк)^лк(тк) и Х Ё Х ' ! 

Упорядочение множества 7,. выходных сигналов: (а,., х , . )ё(а , ' , х,') тогда 
и только тогда, если х, .ёх, ' 

Покажем, что описанным выше способом получаются упорядоченные 
автоматы. Пусть и х1^(а1]_1, (...,(%, (п,(т), х))...)). Тогда имеет 
место ау = <50 («^, х,,) ё <50 Ц , щ ) = а*/. 

Действительно ж))), 

«&' = С к а д » . ; - ь . х » Ы 5 м ( Ч >*)))• 

Так как л^т^л^т]), то л1]{8и{т3, х ) ) ё я 0 ( < 5 м ( ' < , х)). 
Остается показать, что из х ( ; ё х£ вытекает ау = <5 (̂а ,̂ х^) ^ <5г/<х̂ , х/,) = а?/. 

Мы определим элемент а%' следующим образом. Если й о ю ^ О ^ г Д ^ О , 
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(п1^5м(»Ь >*)))• Так как щ ( т ) ^ щ ( т ' ) , ос,, =2«/,, имеет место 

я,, (от 0 =а я,, (те/). Заметим, что <$(„,'„(а/2) = ^,!;,'ш;(^(,„1)(а/,2)). Ввиду нера-
венства я/2̂ ос/2 получим 6%т)(а|2)й|?мш|)(«/2)- Так но условию 1. имеем: 
|//Ш,','Т',(^ПШ1)(А(2)) = я/2(т2)ёя (2(и72). Продолжая ЭТОТ метод, получим, что 

так я,Д5м(/и(,, х)). В силу условию 1. полу-
чается : 

< = # ! ( « „ < « ; , Л - Й К ^ М К , х ' ) ) ) ё Г / ! !(*„(,„, К = , 5 А / К , л'))) = 

Аналогично доказывается упорядоченность автомата Л,.. 
Рассмотрим теперь ^-произведение А=А(Х\ А, У, 5, X) автоматов Л,-

(' = 1 , . . . ,/•), множество входных сигналов которого совпадает с мно-
жеством входных сигналов автомата М = М(А"м, М, Ум, Зм, Хм), множеством 
состояний является А ± х •••ХА,., а множеством выходных сигналов — мно-
жество выходных сигналов автомата М. Упорядочение множества {А,} 
•{г' = 1 , . . / • ) — следующее: А , > А ] тогда и только тогда, если я (>-яу . 

Функцию ср обратной связи мы определим так: 

(р(аи а2, ...,агх) = (х1, ...,*,.), х1 = ср1(а1, аи, ...,<х1к,х) (/=1, ...,/•), 

где комлопепты а1, . . ., о.1к элемента ( а 1 , а 2 , • • «,) — элементы автомата 
А1 и всех опережающих его автоматов. Если я г£7\, то х1 = <р,(а1, х)=х. 

Таким образом, если хн = <рк(ик, ..., х), ..., х,к = ср,к(<х1к, ..., х) и Я;1(а11,х11) = 
= (<х,1,х,1), ..., Х;к(а1к, хи) = (щк, х,к\ то х{ = ((аи, хп), ..., (а1к, х{к)). 

Определение функции <5 перехода: 

5((«л, . . . , а,.), х ) = (<51(а1, Ху), . . . , <5,.(а,., х,)). 

Рассмотрим отображение ^множества А лХ ... ХА,. на М\ц((аи ..., а,.)) = т , 
г д е Т = Щ(Т1)П . . . ПЛ,.(Т,.); з д е с ь = а ; , если я а = 

= #)_,(..._,_•>(<) если я ^ Г О ^ я , . и (а,) = к,.(тг). Легко убедиться, 
что отображение ^ — изоморфно. 

Наконец мы определим функцию А выходов: А((«ъ ..., а,.), л;) = Ам(ш, х). 
Обозначим через е, соотв. с тождественные отображения множества X, 

•соотв. Г. Тогда е = а) является изоморфным отображением автомата 
А на М. 
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