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Über ein spezielles dreifaches schiefes Produkt 

Von G Ü N T E R SCHAAR in Freiberg 

Problemste l lung . Im folgenden soll das von REDEI [1] erwähnte spezielle-
dreifache schiefe Produkt ^ o f o G der Gruppen 6J= (a, b, ...); i = (a, ß, ...); 
G = (A,B,...) mit der Multiplikationsvorschrift 

(a, a, A) (b, ß, B) = (ab", <xßA, AB"), 
wobei bx, ßA, B" drei beliebige Funktionen mit Werten in dj., r, G bezeichnen, unter-
sucht werden. Es wird sich herausstellen, daß die Struktur dieses schiefen Produktes,, 
falls es eine Gruppe bildet, sich in einfacher Weise durch direkte Produkte und 
eine Schreiersche Erweiterung charakterisieren läßt (1). Ferner ergibt sich ein inter-
essanter Zusammenhang mit einer Klasse von faktorisierbaren Gruppen (2)., 

1. Wir fragen zunächst, unter welchen Bedingungen das Produkt ^ o T o G 
eine Gruppe bildet. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir dabei (e, e, E) 
als Einselement voraussetzen, wobei e, s, E die Einselemente, von r, G bedeuten. 
Daraus ergeben sich die Anfangsbedingungen 

für beliebige OL^T; A £G. Dann gilt: 

Satz 1. Das schiefe Produkt 6} o i o G ist eine Gruppe genau dann, wenn für 
alle a, b, c £ ; a, ß, ydi; A, B, C£G die folgenden Relationen erfüllt sind: 

Beweis. 1. Wenn GoToG eine Gruppe ist, so folgt aus dem Assoziativgesetz 
[(a, a, A) (b, ß, 5 ) ] (c, y, C) = (a, a, A) [(Ä, ß, B) (c, y, C)] 

(ab"c°ßA, aßAyAB", AB"Cab*) = (a(bcß)x, a(ßyB)A, A(BC»)a), 

(0) 
ac = a; a E—a', Ae = A 
e" = e; e,A = e; E" — E 

(1) 

(2) 

(3) 

(Z>c)a = 6*c*; (ßy)A=ßAyA-, (BC)" = BaC; 

(cß)* = C"ß; (yB)A=yAB; ( C b y = C a h . } 

c ß A = c ß - yB-=yB. C"'=Cb. 

also b*c*ß" =(bcßY; ßAyAB° = (ßyB)A-, B"Cab' = (BCb)°. 

Aus der ersten Beziehung ergeben sich nacheinander für ß = e, a = s, A = E die-
Spezialisierungen: 

b* c* = (bcY; cßA = cß; c*ß = (cßy. 
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j 
Entsprechend erhält man ßAyA = (ßy)A; yB" = yB; yAB — (yB)A sowie BaCa = (BC)a; 
•Ch' = Cb; Cab-(Cb)a, womit alle Relationen (1), (2), (3) nachgewiesen sind. 

2. Sind umgekehrt diese Relationen erfüllt, so ergibt sich 

b*c*»A = b*(c»y = b*(c»y = (bcßY 
;und genauso 

ßA yABa-(ßyB)A; B"Cb' = {BCby, 

womit nach dem im ersten Teil des Beweises Bemerkten das Assoziativgesetz bewiesen 
.ist. Daß das Element (e, e, E ) Links-Eins ist, folgt aus den Anfangsbedingungen 
(0). Wegen 

a = a° = ' = (aW')"" = (a<"B>~ ')a 

wird 

.(4) fl'-'rflC')-' für alle B£G; entsprechend: aA''= a<-A^-'; A"'1 = A^-'. 

Daher gilt 
((«'"V, («"-')-', {A°-y%a, 0C;A) = 

= ' a''', (aA")~1 aA~', (A'~')"1 A"~') = (<?, e, E), 

•d. h. es existiert ein Linksinverses von (a, a, A), nämlich 

(5) ( ( a ' " ) - l , ( a A " ) - 1 , ( ^ ' - ' ) - 1 ) . 

Demnach ist ¿¡ .oToG eine Gruppe. 

Übrigens folgt aus a^a - 1 )^ = (aa~l)ß — eß = e die nützliche Relation 

(6) ( t f - ' y ^ O « ) - 1 ; entsprechend: ( a ~ y = (<xBy1; ( A - i f = (Ab)-'. 

Ferner ist stets 
(7) a?~ l ' c = (a> cy- ' = ( a ? y - ' = a ; a B " B * = a ; Ab-'»y = A. 

Wir bemerken noch, daß die Abbildungen a^a", ocl4.aA, AZ^A" Automorphis-
men von r , G sind. (Beispielsweise folgt für die Homomorphieeigenschaft von 

aus (1)! ; daß es sich um einen Endomorphismus von auf handelt, ergibt 
sich aus (2)1 :(d*~1)"=cf = a, und da aus a* = e stets a = (a*)c'~1 = ea~l = e folgt, 
hat die Eins nur sich selbst als Urbild.) Dann besagt (2) , , daß die Abbildung a — <7a 

ein Antihomomorphismus von r in die Automorphismengruppe 91 ((|) von ist. 
Ebenso ist A —aA ein Antihomomorphismus von G in 9i(T) und a-*-aa ein solcher 
von in 9l(G). Die Mengen ^ c f bzw. GL(zG bzw. (|t <z(| derjenigen Elemente 
aus r bzw. G bzw. die bei diesen Antihomomorphismen auf den identischen 
Automorphismus von bzw. r bzw. G abgebildet werden, bilden dann je einen 
Normalteiler von r bzw. G bzw. Dabei besteht genau aus allen Elementen 

mit A" = A für alle A£G; ebenso ist = (a\a er Aa" =a\f a£6) und 
C?! =(A\AeGAtxA = a V a € E ) . Weil mit Aa = A auch Aa" = Aa=A ist, folgt aus 

sofort a" C^ii d. h. 6j j ist zulässiger Normalteiler von (Zulässig in Bezug auf 
-den „Operatorenbereich" r . ) Genauso sind r , und G, zulässige Normalteiler 
von r und G. Wir behaupten nun: 
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Die Menge (q,, ry, G,) der Elemente (a,, a,, Amit q,, oc1 , A, £ G, 
bildet einen Normalteiler in der Gruppe ( | o f o G . 

Beweis.1 Mit a,, b, €6^ , , ß, ert, Alt B, £G, gilt: 

(a^a^AJfr, ßx, BJ-1 = ( a l t a l t AJifftf Y \ ( ^ " W 
= (at, «i, AiXbi1, ßl\ BT *) = (a, (bT Y , ai (ßT Y\ Ai (BT Y ) = 

= (a1bT1,oc1ßT1,A1BT1)e(§i,r1,G1), 

also ist ( ( ^ 1 , T 1 , G 1 ) Untergruppe von § o p o G . Ferner ist 

((a°-Y\(aA~Y\ (Aa'')~1)(a1, a,, A1)(a, a, A) = 

= ((a«-')-1,(ccA-1)-1,(A"-')-1)(a1a*',<x1aA',A1Aa') = 

= ((fl"1)»-1, (a-1)*-1, (A-'y-'Xa.a, a,a, AtA) = 

= ((a"1)x~1(a1 '\ (a~r)A-'(a,V\ (A-1)"-'(AtAy~') = 

= ((a-1y-\alay-\(z-1)A-\*iz)A-\(A-iy-i(AiA)'>-i) = 

^(a-^a^y-1, (or1^ (A-U.A)'")^,^, Gt), 

d. h. (<%!, r t , Gi) ist Normalteiler in q o T o G . 
Wegen 

(AI, AI, Ai)(bi, ßi, Bi) = (fll bV, «I ßt\ AxBV) = (ÖIbx ,aißi, AiBi) 

ergibt sich außerdem 

<8) ( ( ^ / ^ G J - ^ X A X G I . 

Die Elemente der Faktorgruppen q/q,, r/T,, G/Gi sind die Nebenklassen a§x, 
ar1,AG1 mit a^T, A£G; dabei gilt a($1=bqi genau dann, wenn b~1a£§1 
ist, und entsprechend in den anderen Fällen. Dann können wir das direkte Produkt 
§ / ( $ 1 x r / r 1 X G / G 1 als schiefes Produkt mit den Elementen [aq,, ai,, AG,] und 
der Multiplikationsregel 

[aq,, art, AG,][bfy,, ßTx, BG,] = [aq,-bq,, aT^ß^, AG,-BG,\ = 

= lab§1,<xßr1,ABG1] 

auffassen, wobei [<Si, F1, G,] das Einselement bedeutet. Die Abbildung 

(a, a, A)^[aqi,ari,AG1] 

ist eine Abbildung von qoToG auf q/q, xrjr1xGIG1; sie ist homomorph, denn 
es gilt: 

(a, a, A)(b, ß, B) = (ab\ aßA, ABa)~[ab«qu aßAr1,ABaGl] = 
= [abb-1 b'q,, aßß- 1ßAru ABB'1 BaGt] = 
= [ ö ^ I > aßFi, ABG^ = 
^[aq^ar^AGMbq^ßr^BG,], 

A 1 0 
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weil wegen (7) stets b~sb* , Z?-1/?" C A , B~vBa i C j ist. Ferner wird 

genau dann, wenn , « , A £ G : , also (a, a, A)£(($l, F1, G t) gilt. Damit 
ist gezeigt: 

Satz 2. Es ist 

q o r o G/iq,, r!, c j - x r /r 1 x g ^ 
mit (q^r^G^^q.xr.xG,, 

d.h. ßoFoG ist isomorph einer Schreierschen Erweiterung von X/", X G1 durch 
qiq.xrir^G/G,. 

2. Ähnlich wie das bekannte Zappa—Szep-Produkt lassen sich die von uns 
betrachteten Gruppen ( ^ o f o C als in bestimmter, sogleich noch näher zu beschrei-
bender Weise faktorisie'rbare Gruppen deuten. Wir können für das Weitere voraus-
setzen, daß keine der Gruppen q, F, G nur aus dem Einselement besteht. (Andern-
falls wäre q,oFoG bereits einem zweifachen schiefen Produkt bekannter Struktur 
isomorph.) 

Wir nennen eine Gruppe @ dreifach faktorisierbar, wenn es drei eigentliche 
Untergruppen 6j, r , G c (?) gibt, so daß 

(9) ® = q r G 

gilt. (qrG bezeichnet das Komplexprodukt.) Die Untergruppen q, E, G sind die 
Faktoren der Faktorisation (9). Die Faktorisation (9) soll streng heißen, wenn 
jedes Element sich eindeutig in der Form 

a-a-A 

mit a <E q, a 6 f , A <E G darstellen läßt. (Das bedeutet G H rqr = T Pl q = 1 = Eins € ©.) 
Den Kommutator der Elemente x, }>€© bezeichnen wir mit 

[x,y] = xyx~ly~i. 

Sind H und K zwei Untergruppen c ©, so soll [H, K] die von allen Kommutatoren 
[x, y] mit x£H,y£K erzeugte Untergruppe c © bedeuten. Mit N(H) werde der 
Normalisator, mit Z(H) der Zentralisator von H in © bezeichnet. 

Wir betrachten nun Faktorisationen der Form (9) von & mit folgenden Eigen-
schaften : 

\ 

(a) r<zN($); G c i V ( r ) ; ^cAr(G); 

(b) [q,r)czZ(G)-, [ f , C ] c Z ( $ ; [ G , ( f ] c Z ( r ) . 

Damit gleichbedeutend sind die Bedingungen 

(a') [ q > n ^ q - , [ r , 6 ] c r ; [ G , $ c G ; 

CO nq, n G] = [Er, G], q-] = [[G, qi r ] = { i } . 
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Dann gilt: 

Sa tz 3. Jede dreifach streng-faktorisierbare Gruppe © mit den Faktoren T, G 
und den Eigenschaften (a), (b) ist einem schiefen Produkt ^ o f o G des Satzes 1 
isomorph und umgekehrt. 

Beweis . 1. Es sei © = 6 j T G eine strenge Faktorisation mit den Eigenschaften 
(a), (b). Dann definieren wir' 

a* = aaa ~1 € ^ (wegen (a)) 
und entsprechend 

aA = AaA~xer; A" = aAa-^G. 

Durch diese Funktionen atxA, A", die den Anfangsbedingungen (0) genügen, ist 
das schiefe Produkt (^oFoG eindeutig bestimmt. Nun behaupten wir, daß die 
Abbildung 
(10) a-a.-A-~(a, ot, Aa) 

von © in (^oToG ein Isomorphismus von © auf o F o G ist. Wegen 

a-a-A"'l-<-(a, a, (Aa~')") = (a, ot, (a~iAa)a) = (a, et, aa~1Aaa~x) =(a, a, A) 

ist (10) eine Abbildung von © auf ^oToG. Da aus (a, a, A") = (b, ß, Bb) sofort 
a=b,a=ß, Aa=Bb=B", also A=B folgt, ist die Abbildung (10) eineindeutig. 
Ferner gelten die Beziehungen: 

ßAa = A°ß(A«)-1=aAa-lßaA-1a-1=A[A-1, a ] ß [ A ~ \ a = 

= AßA-< (wegen (b)) = ßA; 

A°(Bb)a = aAa-iaBba-i=aAbBb-1a-i =abb-1AbBb-1a-l=abAb~'Bb-1a-i = 

= ab[b-\<x]Ab-1B[b-i,a]-ib-ia~l (wegen (b)) 

— aaby.~iAb~'Boib-1a~1a~1 — ab^Ah'^B (ab") -1 = (Ab" B)ab'. 

Daraus folgt: 

(a, a, A")(b, ß, Bb) = (ab", aßA", A"(Bb)a) = (ab", otßA, (Ab~'B)ab"). 

Schheßlich ist 

(a-a-A)-(b-ß-B) = aaAbßB = aabA[A-\bl]ßB = 

•=-aabz-xoiA[A-y, b-l]ßB = aotba-i<xAß[A-\b~l]B {wegen (b)) 
= afraAßA-tb-1 AbB = ab"-otßA-Ab-'B. 

Damit erhält man 

(a-a-A)-(b-ß-B)^abx-<xßA-Ab"B^(ab", aßA, (Ab-'B)ab*) = (a, «, A")(b, ß, 13»), 

also ist (10) ein Homomorphismus und somit nach dem Vorigen ein Isomorphismus 
von © auf <|o roG . 

2. In der Gruppe ^ o r o G bilden die Elemente (a, E, E) mit a€offenbar 
eine Untergruppe ((|) = ; entsprechendes gilt für die Elemente (e , a, E) und (e, s, A). 
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Wir können nun durch den Isomorphismus ( 0 ) 3 (ö, e, E) die Untergruppe 
q — und entsprechend f und G — in d^oFoG einbetten. Dann ist jedes Element 
(1a, ol, A) € o r o G eindeutig in der Form 

(a, a, Ä) = (a, e, E) (e, a, E) (e, e, Aa'') = a • oc• Aa'1 

mit adq,azr, A"~' £G darstellbar, d. h. C^oTo G ist dreifach streng-faktorisierbar 
mit den Faktoren r, G. 

Aus 

[oc, a] = a a a - 1 =(e, a, E)(a, e, E)(e, a - 1 , E)(a~l, e, E) = 

= (aa, a, £)((a~ \a~1,E) = (a"a~\ e, E) = a'a~1 £ 6j 
/ 

folgt die erste Bedingung von ( a ) ; entsprechend ergeben sich die beiden anderen. 
Mit 

[[<*, a], Ä] = [a*a-\ A] = {(Pa-1, e, E)(e, e, A)(a«a-\ s, Ey^e, e, A)-1 = 
= (a"a~1, e, A^-'X^ia")'1, e, E)(e, e, A'1) = 
= (a*a-\s, A)(a(a~1)", s, (A-1)°(°~1F) = 
= (aaa~1, s, A)(a(a~1)x, e, A~1) = 

= (e, s, A(A-y-') = (e, e, AA~') = (e, e, E) 

ist die erste Beziehung (b') erfüllt; genauso folgen die beiden anderen. Also besitzt 
die Faktorisation o r o G = (^TG die Eigenschaften (a), (b), q. e. d. 
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