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Uber ein spezielles dreifaches schiefes Produkt

Von GUNTER SCHAAR in Freiberg

Problemstellung. Im folgenden soll das von REDEl [1] erwédhnte spezielle
dreifache schiefe Produkt qOFoG der Gruppen Cj’:(a, b,..); I'=(xp,..);
G =(A4, B, ...) mit der Multiplikationsvorschrift

(a, &, A)(b’ /’)a B):‘(abl’ 'XBA: AB"),

waobei b, f4, B¢ drei beliebige Funktionen mit Werten in &, I', G bezeichnen, unter-
sucht werden. Es wird sich herausstelien, daf3 die Struktur dieses schiefen Produktes,.
falls es eine Gruppe bildet, sich in einfacher Weise durch direkte Produkte und
eine Schreiersche Erweiterung charakterisieren 148t (1). Ferner ergibt sich ein inter-
essanter Zusammenhang mit einer Klasse von faktorisierbaren Gruppen (2).

1. Wir fragen zunichst, unter welchen Bedingungen das Produkt qOFoG
eine Gruppe bildet. Ohne Beschrinkung der Aligemeinheit diirfen wir dabeli (e, ¢, £)
als Einselement voraussetzen, wobei e, ¢, E die Einselemente. von Cj, I', G bedeuten.

_Daraus ergeben sich die Anfangsbedingungen

a=a; af=u0; A°=4
et=¢; el=¢; E‘=F

fir beliebige aECj; a€l; A€G. Dann gilt:

)

Satz 1. Das schiefe Produkt C}’o]‘ oG ist eine Gruppe genau dann, wenn fiir
alle a, b, 06@; o, B,yEl; A, B, CE€G die folgenden Relationen erfiillt sind:

(]) (bc)a:ba{ca; (/))')))A =ﬂA .))A; (BC)(:__._BaCa;
2 (Pyr=c?; (B =y15 (CO)y=C;
3) cBl=ch; yB =yB; CP*=CP.

Beweis. 1. Wenn § ol oG eine Gruppe ist, so folgt aus dem Assoziativgesetz.

[(a, a, A) (b’ B7 B)] (C, 7> C) = (a, o, A) [(b: ﬂ: B) (Ca ) C)]
(ab*c”, apAy42°, AB*C¥) = (a(be”)?, a(By®), A (BCYY),
‘also brctt” = (bcP);  pAyAB =(ByB)4; B C*=(BChy.

Aus der ersten Beziehung ergeben sich nacheinander fir f=¢, a=¢, A=F die
Spezialisierungen:
ber=(be)*; P =cf; B =(cF).
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Entsprechend erhdlt man f4y4=(fy)4; y8"=yB; y48 =(y8)1 sowie B'C*=(BC)%;
Ch = Cb; C* =(C??, womit alle Relationen (1), (2), (3) nachgewiesen sind.

2. Sind umgekehrt diese Relationen erfiillt, so ergibt sich

bt = b (cF"yr = b (cPyr = (bePy
wund genauso
ﬂA .YAB" — (ﬁyB)A ; B Cab’ — (BCb)u,
womit nach dem im ersten Teil des Beweises Bemerkten das Assoziativgesetz bewiesen
dst. DaB3 das Element (e, ¢, E) Links-Eins ist, folgt aus den Anfangsbedingungen
(0). Wegen
a=a*= aaB(aB)— 1 — (a(aa)— l)aa — (a(an)— 1)1

‘wird

(4) a*'=a®7" fir alle BEG; entsprechend: a4 '=aA""";  go7i= @),

Daher gilt
(@7 )7, (A7) Y@, o A)=

(@) a7 @A) (o) e ) =
=((@ N 'a* (@A) Tt (A7) 4 ) = (e, ¢, E),
-d. h. es existiert ein Linksinverses von (a, &, A), nimlich
o) | (@)1, (A7), (427,

Demnach ist §ol'oG eine Gruppe.
Ubrigens folgt aus af(a=1)f =(aa—')# =ef =e die niitzliche Relation

{6) (@'Y =(a®)~1; entsprechend: (a~)f=(af)~1; (A-1)Yr=(4""'.
Ferner ist stets
0) a? T = (@Y = (P =a; of B =q; AP =4,

Wir bemerken noch, daB die Abbildungen g %5 a%, a 24 a4, 422 A* Automorphis-
men von q, I', G sind. (Beispielsweise folgt fiir @ die Homomorphieeigenschaft von
-aZs a* aus (1), ; daB es sich um einen Endomorphismus von @ auf @ handelt, ergibt
sich aus (2),:(¢*"")*=a*=a, und da aus a*=e stets a=(a?)*"'=e*"'=e folgt,
hat die Eins nur sich selbst als Urbild.) Dann besagt (2),, daB die Abbildung o —~o,
ein Antihomomorphismus von I' in die Automorphismengruppe A(§) von § ist.
. Ebenso ist 4 —~o, ein Antihomomorphismus von G in U(I") und a -, ein solcher
von § in A(G). Die Mengen I'y I' bzw. G, € G bzw. §, G derjenigen Elemente

aus I' bzw. G bzw. Cj’, die bei diesen Antihomomorphismen auf den identischen
Automorphismus von § bzw. I' bzw. G abgebildet werden, bilden dann je einen
Normalteiler von I' bzw. G bzw. §. Dabei besteht §, genau aus allen Elementen
a€@ mit 4“=A fur alle A€G; ebenso ist I'y=(xla€l Aa*=aVa€QB) und
G =(AlAeGrot=aVa€el). Weil mit 4=A4 auch A*=A47=A ist, folgt aus
aeql sofort a* €, ; d. h. G, ist zuldssiger Normalteiler von §. (Zuléssig in Bezug auf
den ,,Operatorenbereich” I') Genauso sind I'j und G, zuldssige Normalteiler
von I' und G. Wir behaupten nun:
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Die Menge (C‘J’1 , 'y, Gy) der Elemente (a;, 0, A,) mit a, 6@1 L€, A €Gy
bildet einen Normalteiler in der Gruppe @ol’ o@G.

Beweis! Mit a;,b,€Gy,a,, B, €Ty, 41, B €G, gilt:
(ar, 5 A, By, B =(ag, or, D@ )75 BF )L B ) )=
= (a1, o1, A1, BT, BT = (@ 67, an (BT )", 41 (BT )™=
= (@b e i, 41 BTG, e, G),
also ist (§,, I', Gy) Untergruppe von (oI oG. Ferner ist
((aa—l)_.l.: @A™ )=, (47 )Y (ay, o4, 4,) (@, 0, A)=
=(@ L @)L, (A7) (a0, o 0t A A) =
=@ @, (AN N aya, aya, 4, )=
=((@F (@@, @ T e T, (A (A ) =
=(@ ") (@@, (= DA (o)™, (A1) (A4 A ) =
=(@@'ayay ™ (@t o), (471 4, 4Ny, Ty, Gy),

d.h. (G1, Iy, Gy) ist Normalteiler in Gol'oG.
Wegen

(@1, a1, A1) (b1, B1, B) = (a1 b3’ o1 B1*, A1 B) = (a1 by, o1 B1, A1By)

ergibt sich auBerdem

®) 61,1, G =G XTI XGy.

Die Elemente der Faktorgruppen G/§, I'/T{, G/G, sind die Nebenklassen a@y,
al'y, AG; mit a€§, a €I, A€G; dabei gilt a§; =bG, genau dann, wenn b—'a €@,
ist, und entsprechend in den anderen Féllen, Dann konnen wir das direkte Produkt
§/Gy XI'|Ty, X G[G, als schiefes Produkt mit den Elementen [a§,, al';, AG,] und
der Multiplikationsregel

[aQu al’y, AGl][b@u By, BG1]=[0@1‘bC?1: al'y-fI'y, AG,-BG,]=
=[abG,, apl’ |, ABG]
auffassen, wobei [Qy, Iy, G,] das Einselement bedeutet. Die Abbildung
(@, 0, A)~[aGy, al';, AG/]
ist ei‘ile Abbildung von §oI'oG auf G/§, XT'/T'; X G/G; sie ist homomorph, denn
es gilt: ,
(a, «, A)(b, B, B)=(ab*, o4, AB®)~[ab*§y, af4T;, AB*G,]=

= [abb"lb“@l, oaff-184T,, ABB~'B*G,]=
=[abG,, «fl'y, ABG,)=
= [aQU aly, AG1][b@1> Br'y, BG1],_
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weil wegen (7) stets b'b*€ Gy, B~BAET, B."‘B"EGl ist. Ferner wird
(a,0, A)—~ [QI:Fl-G]

genau dann, wenn a€@;,a€l, A€G,, also (a,a, A)€(G,, [y, Gy) gl]t Damit
ist gezeigt:

Satz 2. Es ist
C:;.OFOG/(@l, Flb Gl)g@/ql XF/FIXG/GI
mit (@hrpGl)QQLXFIXGl’

d. h. q ol'oG ist isomorph einer Schreierschen Erweiterung von q XTIy X Gy durch
G/G, XTIy X GG, .

2. Ahnlich wie das bekannte Zappa Szép-Produkt lassen sich die von uns
betrachteten Gruppen @ oI'o G als in bestimmter, sogleich noch ndher zu beschrei-
bender Weise faktonslerbare Gruppen deuten. Wir konnen fiir das Weitere voraus-
setzen, dal} keine der Gruppen C‘,’ I', G nur aus dem Einselement besteht. (Andern-
falls wire éjoFoG bereits einem zweifachen schiefen Produkt bekannter Struktur
isomorph.)

Wir nennen eine Gruppe & dreifach faktorisierbar, wenn es drei eigentliche
Untergruppen @, I', G gibt, so daf

© ®=GIG

gilt. (§I'G bezeichnet das Komplexprodukt.) Die Untergruppen GI,G sind die
Faktoren der Faktorisation (9). Die Faktorisation (9) soll streng heiflen, wenn
jedes Element € sich eindeutig in der Form

a-o-A

mit a€§, w €T, A€G darstellen 1aBt. (Das bedeutet GNI'Gr =I'NG=1=Eins€®.)

Den Kommutator der Elemente x, y€ (& bezeichnen wir mit

[x, yl=xyx="'y=t

Sind H und K zwei Untergruppen c &, so soll [H, K] die von allen Kommutatoren
[x, ¥] mit x€H, y€ K erzeugte Untergruppe < @ bedeuten. Mit N(H) werde der
Normalisator, mit Z(H) der Zentralisator von H in & bezeichnet.

Wir betrachten nun Faktorisationen der Form (9) von & mit folgenden Eigen-
schaften: o

AN

(@ TCN(@); GcNI); GcN(G);

(b) [§, NcZG); [[,GIcZ@®); G Glcz).
Damit gleichbedeutend sind die Bedingungen

@) 6. Nc§; I, GcT; (G GlcG;

") [I, 1L, G]=[II, G, §]=[[G, G}, I} ={1}.
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Dann gilt:

Satz 3. Jede dreifach streng-fakiorisierbare Gruppe & mit den Faktoren G, T, G
und den Eigenschaften (a), (b) ist einem schiefen Produkt GoI' oG des Satzes 1
isomorph und umgekehrt.

Beweis.'1. Es sei @z@[’ G eine strenge Faktorisation mit den Eigenschaften
(a), (b). Dann definieren wir

a*=0an~'€§ . (wegen (a))
und entsprechend
o4 =AuA-Yel; A°=ada~'€QG.

Durch diese Funktionen a?, a4, 4%, die den Anfangsbedingungen (0) geniigen, ist
das schiefe Produkt GolI'oG eindeutig bestimmt. Nun behaupten wir, daB die
Abbildung

(10) a-a-A-~(a, o, A%

von & in GoI'oG ein Isomorphismus von & auf Qol'oG ist. Wegen
a-a-A*"" ~(a, «, (4° ")) =(a, o, (@~ ' 4a)*) =(a, o, aa~' Aaa=*) =(a, o, A)

ist (10) eine Abbildung von & auf Gol'oG. Da aus (a, o, A9 =(b, f, B®) sofort
a=b,a=f, A*=B*=B° also 4=B folgt, ist diec Abbildung (10) eineindeutig.
Ferner gelten die Beziehungen:

A= A2 (49~ =ada-" fad-1a-" = A[A-", d) f[A-", a1 A-1 =
=ABA-1 (wegen (b))=p4;
A*(B®)"=ada'aB’a~'=aAbBb-'a~'=abb-'AbBb~la~'=abA* 'Bb~'a~' =
=ab[b-', «]A* 'Bib~Y, ¢}~ b 1a-! (wegen (b))
=aubor~1 A" Bab~ta~ta-! =ab* A*" ' B(ab®)~ ! = (4" B)*".
Daraus folgt: v
(a, o, A%)(b, B, BY) =(ab*, afp*", 4°(B)*)=(ab?, afp*, (4>~ B)™").
SchlieBlich ist
(a-0-A)-(b-B-B) =aud bB=axbA[A-", b-']|fB=
‘=aobo~'ad[A-', b=')pB=auba~' 2 AP[4-1,b=']B  (wegen (b))
=ab*aABA~1b~1 AbB=qab*.aff4.- 4>~ 'B,
Damit erhilt man
(a-a-A)-(b-B- B) = ab*-afA-A>~" B (ab*, af, (4>~* BY) = (a, a, A% (b, B, BY),
also ist (10) ein Homomorphismus und somit nach dem Vorigen ein Isomorphismus
von @ auf Gol'0G.

2. In der Gruppe Gol'oG bilden die Elemente (g, ¢, E) mit a€ § offenbar
eine Untergruppe (§) = entsprechendes gilt fiir die Elemente (e, a, E) und (e, €, 4).
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" Wir kénnen nun durch den Isomorphismus (®)3(q, ¢, E)—~a€@§ die Untergruppe
" — und entsprechend I und G — in @ol’ o G einbetten. Dann ist jedes Element
(a,a, A) E@ o' oG eindeutig in der Form

(a, 0, A)=(a, ¢, E)(e, o, E)(e, &, A* ) =a-a-A4°""}

mit a Eq, a€l’, A+ € G darstellbar, d. h. 63’ ol oG ist dreifach streng-faktorisierbar
mit den Faktoren (a?, r,G.
Aus

[, Al =ocaa=ta~-t=(e,a, E)(a, & E)e,a~ !, E)(a~', ¢, E)=
=(a%, o, E)((@~ 1), 0", E)=(a"a?, ¢, E)=a%a"! €§
folgt N(Ii'ie erste Bedingung von (a"); entsprech:end ergeben sich die beiden anderen.
it
[[o, al, A]=[a*a"?, Al=(a*a~', ¢, E)(e, &, A)(a*a~, &, E)~'(e,¢, A)~' =
=(a*a-1, ¢ A" Y a(@) ", ¢ E)(e, &, A=) =
=(ata1, ¢ A a@a '), e (4-1)C" )=
=(a*a~', ¢ A)(a(a~1)y, 6, A1) =
=(e, & A4~ )" =(e, &, AA" ) =(e, &, E)

ist die erste Beziehung (b) erfiillt; genauso folgen die beiden anderen. Also besitzt
die Faktorisation GoI'oG=@GI'G die Eigenschaften (a), (b), q.e. d.
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