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Gleichung der autoparallelen Abweichung 
in /7-dimensionalen Linienelementräumen 

Von A. MOÖR in Szeged 

Einleitung 

Das Ziel unserer Arbeit ist die Bestimmung einer Bedingung dafür, daß die 
aus einem Punkte ausgehenden autoparallelen Kurven eines allgemeinen metrischen 
Linienelementraumes eine Hüllkurve haben. Im zweidimensionalen Falle haben 
wir dieses Problem mit Hilfe der Bestimmung der skalaren Form der autoparallelen, 
Abweichung in unserem Aufsatz [5]1) behandelt; im folgenden wollen wir unsere 
Resultate auf den /z-dimensionalen Linienelementraum erweitern. 

Der Fall, in dem das zu Grunde gelegte Linienelementraum £„ eine Finsler-
sche Metrik hat, d. h. der metrische Grundtensor gik von der Form 

I 82F2(x,v) 
8 i k ~ 2 dv'du" 

ist, wo F(x, v) die Grundfunktion bedeutet, wurde von H. R U N D eingehend studiert 
und gelöst (vgl. [8]). Da im Finslerschen Raum die autoparallelen Kurven gleich-
zeitig geodätische Linien des Raumes sind, hängt der Problemkreis mit der zweiten 
Variation des Bogenlängenintegrals, bzw. mit dem möglichen Durchmesser des 
Raumes zusammen. 

In unserem allgemeinen metrischen Linienelementraum sind die autoparallelen 
Kurven im allgemeinen von den geodätischen Linien verschieden; die Existenz, 
oder die Nichtexistenz einer Hüllkurve der autoparallelen Kurven drückt zwar 
eine sehr wichtige und charakteristische Eigenschaft der Struktur des Linien-
elementraumes aus, kann aber dann und nur dann für die Abschätzung des Durch-
messers des Raumes benützt werden, falls die autoparallelen Kurven gleichzeitig 
geodätische Linien sind. 

Die Existenz der Hüllkurve werden wir mit Hilfe der skalaren Form der 
Gleichung der autoparallelen Abweichung bestimmen. Die von uns verwandte 
Methode stammt von H. R U N D (vgl. [8] § 1) und benützt wesentlich die Theorie 
der Unterräume. Dementsprechend werden wir im ersten Teil unserer Arbeit die' 
Theorie der Unterräume der allgemeinen metrischen Linienelementräume ent-
wickeln, im zweiten Teil bestimmen wir die Gleichung der autoparällelen Abweichung 
und dann geben wir eine Bedingung für die Existenz einer Hullkurve der auto-
parallelen Kurven. 

') Die Zahlen in eckigen Klammern deuten auf die Literatur am Ende unserer Arbeil. 
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I. TEIL 

THEORIE DER UNTERRÄUME DER ALLGEMEINEN METRISCHEN 
LTNTENELEMENTRÄUME 

§ 1. Grundfornieln der allgemeinen metrischen Linienelementräume 

Ein n-dimensionaler allgemeiner metrischer Linienelementraum 2„ ist eine 
Mannigfaltigkeit der Linienelemente (x', v') in der eine geometrische Struktur 
durch den symmetrischen Grundtensor gik(x, v) und durch ein lineares invariantes 
Differential von der Form 

( i . ' l ) D? = dZ' + MfkSJa>k(d)+Lfk$Jdxk 

< I. I a) ojk (d) Dl" = {ök, + Mk) (dl' + L*'m dx'") 

FM(g..(x,v)v<vJ)i- • 

festgelegt ist. (Vgl. [4] § 2. insbesondere die Formeln (2. 4) und (2. 5), und [6] Formel 
(2. 7)). Alle charakteristische Größen des Linienelementraumes 8„ sind in den 
v' — die die Richtung des Linienelementes bestimmen — homogen von nullter 
Ordnung. 

Die Grundgrößen g,*, M*'k und Lfk sollen den folgenden Forderungen genügen: 
1) die quadratische Form 

gik( x,v)XiXk 

soll in den Hilfsveränderlichen X' positiv définit sein; 2) das invariante Differential 
(I. 1) soll metrisch sein. d .h . es soll 

(1.2) Dglk= 0 

bestehen. Daraus erhält man. daß die ÜBertragungsparameter M f k und Lf'k die 
folgende Form haben müssen : 

(1.3) ' • M f k = Mj,j£', 

/, -» . 77 ' def j i , » • i it (1.3a) Mj k = Aj k + ßJk, fij k = g um , 

, *i def , i ,r I . i i „•' • 4) Lj k = F j k -AjrJ, <?ok + <?j k, ojk = g c.i<k, 

a ' a a def F 3 
W O A j k =g A M . A j S k = — ovKgJs. 

J\ und J f k sollen die eindeutigen Lösungen der Gleichungssysteme 

(1.5a) (S'k + A0'k)j; = ö'k 

(1.5b) (S'+M„';)J*k = Ô* 
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bedeuten (vgl. [6], Formeln (2. 5) und (3. 9), bzw. [4] Formeln (2. 15) und (2. 24)). 
Die .Forderung der Eindeutigkeit der Lösungen der Gleichungssysteme (1. 5a) und 
(1.5b) bedingt selbstverständlich die Gültigkeit der Ungleichungen 

Det (¿i + A,!k) 7i 0, Det (ö\ + /W„',) * 0, 

was wir im folgenden immer annehmen wollen. Der Index „o" bedeutet — wie 
gewöhnlich — die Überschiebung mit dem Einheitsvektor /'. nJlk bedeutet in der 
Formel (I. 3a) einen, in j, t schiefsymmetrischen Tensor, für den noch pjlo — 0 gelten 
soll; außer diesen Bedingungen ist /<Jlt beliebig wählbar. Die Ursache dieser Mög-
lichkeit für f.iJlk ist das folgende: durch die Forderung (1. 2) sind die Übertragungs-
parameter noch nicht eindeutig bestimmt. (Vgl. [4] § 2 und [6] § 2). Wir bemerken 
hier, daß in [6] allgemeinere Übertragungsparameter konstruiert sind, als in [4], 
da in [6] die Forderung (2. 3b) von [4] nicht bedingt wird. Die Bedingung (2. 3b) 
von [4] bedeutet übrigens, daß 

J*k = ¿f - M„k, = (t - (A0
k, + fi0

k,) 

istj was aber für die folgenden keine Bedeutung hat. und somit nicht bedingt werden 
soll. 

in der Formel (1.4) ist r*'k die Lösung des Gleichungssystems: 

(i;. 6) r f k = {yA.j - Ai,rfk - Ak\ H'j + AJk, rf rgri, 

wo { . y die aus gik gebildeten Christoffeischen Symbole bedeuten (vgl. [6] Formel 
(3. IIb)) und ffJtk ist ein beliebiger, aber in j, t schiefsymmetrischer Tensor. 

Die Tensoren gik, niJk und aiJk bilden die Grundtensoren des allgemeinen 
metrischen Linienelementraumes. Nach diesen Tensoren sind die Übertragung-
sparameter durch die Formeln (1. 3), (1. 4) und (1. 6), bzw. durch den metrischen 
Fundamentaltensor gik bestimmt. 

§ 2. Grundgrößen der /»-dimensionalen Unterräume 

Die Theorie der m-dimensionalen Unterräume der Finslerschen Räume hat 
E.T. DAVIES in seiner grundlegenden Arbeit [2] entwickelt und dann S . K I K U C H I weiter 
geführt (vgl. [3]). Derjenige Teil dieser Theorie, der das invariante Differential 
nicht benützt, d. h. die Bestimmung der Tangenten —..bzw. Normalenvektoren ist 
auch in unserem allgemeinen metrischen Linienelementraüm gültig, da der Unter-
schied bezüglich einer Finslerschen Metrik eben in dem Unterschied der invarianten 
Differentiale besteht. Wir stellen aber in diesem Paragraphen die wichtigsten For-
meln der Tangenten- und Normalenvektoren zusammen. 

Ein m-dimensionaler Unterraum Xl„, ( m £ 2 ) ist durch die Gleichungen: 

\ : = x'(u{, u2, ..., u'") (mS2) 
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definiert. Die Tangentenvektoren von U,„ sind die Vektoren 

(2.2) a = \,2,...,m>) 

von denen wir annehmen, daß der Rang der durch. B{
a bestimmten Matrix MI B^ II 

gleich m ist. Die tangenten Linienelemente von U„, sind durch die Formeln 

(2.3) o' = ß iü x 

festgelegt. Den Unterraum U„, betrachten wir also im folgenden als eine Mannig-
faltigkeit der Linienelemente («*, wa), deren Raumkomponenten durch (2.1 ) und 
(2. 3) angegeben sind. . 

Der metrische Grundtensor von U„, ist durch die Formel 

(2. 4) g,f(u, <'<) — gij(x(u), Bk
;ü;)BlBi 

definiert. Auf Grund von (2. 3) und (2. 4) folgt, daß in den Linienelementen von lt„, 

(2. 5) F(u, «)^ig^üK = = F(x, v) 

besteht, d. h. die Grundfunktion von U,„ stimmt mit der des allgemeinen metrischen 
Linienelementraumes S„ überein. 

Aus (2. 4) und (2. 5) folgt für den inneren Torsionstensor von U,„ die Formel: 

Fö^grß = -- FclKi>lißil4.ßt = A ¡jk ß'x Bß Bk. 

d. h. AXßy ist die Projektion von A i j k auf den Unterraum U,„. In der gewöhnlichen 
Weise definieren wir durch 

g'ß(u, ii)g,v(u, ü) = öß
v 

die kontravarianten Komponenten des metrischen Grundtensors g,ß von U„, 
bedeutet das Kronecker-5). 

Neben den Vektoren ß j benützen wir noch die folgenden sogenannten Projek-
tionsfaktoren von U,„: 

„ 1 dof yf. r.j 

Die kontra- und kovarianten Normalenvektoren C\ und C!, wählen wir so, daß 
die folgenden Relationen gelten: 

(2.6) 

(a) BiB? = öll, (b) B?C!. = 0, 

(c) CfX = 0, (d) ClC" = öl, 

(e) BlB) + ClC] = b'j 

2) Die griechischen Buchstaben et, ß, y, ö, e. werden immer die Zahlen 1 , 2 , . . . , i n die Büch-
staben o,ir. r die Zahlen (m + l) n bezeichnen. Die lateinischen Indizes bedeuten die Zahlen 
1,2, ...,"«. 
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(vgl. [2] Formeln (13), oder [10] Kapitel 5, §2). Man kann sogar die Q auf Grund 
von (2. 6) (c) wegen der Unabhängigkeit der B* von den ü* so bestimmen, daß 

(2.7) d^Cf = 0 

sei (vgl. [2] Seite 22). 

§ 3. Induziertes invariantes Differential 

Die Mannigfaltigkeit der tangentialen Linienelemente eines m^dimensiona-
len Unterraumes U„, ist durch die Gleichungen 

i / / 1 2 m\ / n i • a (3. 1) x = x (u , u , ..., u ), v = Bxtt 

festgelegt. Wenn nicht anders gesetzt wird, wollen wir im folgenden immer solche 
Linienelemente betrachten, die der Relationen (3. 1) genügen. Das invariante Diffe-
rential eines tangentialen Vektors 

Z'(x, v) = BlC(u, ü) 

ist nach (1. I) von der Form: 

(3. 2) D= f dß'a + B', dC + MfkBJ
aCok (d) + LfkßiBk

ß f du". 

Der Vektor Dt;1 ist im allgemeinen kein Tangentenvektor von Um; wir wollen 
nun den Vektor (3.2) mit Hilfe des «-Beins 2%, bezüglich U,„ in tangentiale 
bzw. normale Komponenten zerlegen. Vor allem berechnen wir das invariante 
Differential von lk. Nach (2. 5) und (3. 1) ist 

,k _ vk _ pk üß _ Rk ,ß / —p - Bßy - Bfil , 

und somit wird auf Grund von (1. la) 

ok(d) = (Sk + M0
k
t)B'ßdlß + (ök + Mok,)(lßBt

ßy + LfmB;)du\ 
wo 

/-> ->\ n' def d2 X1 — k def j k k (3-3) Bßy= 3uß8uy , MJ, — AJ, + hj, 

bedeutet. Auf Grund von (2. 6) (e) wird 

(3. 4) cok(d) = (ök + M0
k,)(Bßa/(d) + C'eAe

y duy), 

wo 

(3.4a) U (d) = dlp + (Bf Bl t + L f y ) du1, 

(3.4b) A y ^ C ' B j y + LT-'y 

bezeichnen; dabei bedeuten die griechischen Indizes, daß die entsprechenden Größen 
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des Linienelementraumes 2„ mit den Projektionsvektoren überschieben sind. Es ist 
also: 

,*/? def n i n ' r « r*t> def Rk T 
I -i) y £>j l j y >•-() k ? * y ^ j Oy t-'tj k , 

ß, y = l, ..., m; ß = m+1, ..., n. 

Nach der Definitionsformel (1. 3) bekommt man auf Grund von (1. 5b): 

. M f k $ + M0\) = M/sJt(ö' + M0
k,) = Mi, 

und somit erhält man aus (3. 2) nach der Substitution von cok(d) aus (3. 4) 

(3. 5) D? = Bl
a dC + {dßl + Ma'ßojß + (M,'0 A$ + Ltfl) d l ) <f 3). 

Beachten wir nun, daß 
dB'x = Biß duß 

ist, führen wir ferner Bezeichnung 

(3. 6) A f ß = B;ß:ß + Ma'QÄi + L f ß 

ein, so wird aus (3. 5) auf Grund der Relation (2. 6) (e): 

(3. 7) D? = BiD? + Ci{M,°ßmß + (C°Blß + M/r,Aß + Lr^du11} f 

mit 
(3.8) D? = de + Ma'ß ?ü)ß (d) + A?ß e duß. 

Die Formel (3. 7) gibt schon die Zerlegung des invarianten Differentials nach 
dem «-Bein B'y, Cä; a>ß ist aber im allgemeinen nicht das invariante Differential 
von lß. Wir werden deshalb die Formeln (3. 7) und (3. 8) umformen und statt coß 

die Größe Dlß einführen. Für ? = ly folgt aus (3. 8) 

• • ' Dly = dr + Mo
y
ßa>0(d) + A?ßdu". 

Eliminieren wir nun aus dieser Formel dly mittels (3. 4a), so wird im Hinblick auf 
die Formel (3. 6): 

(3. 9) DP = (öl + M0'a)&"{d) + Mo
y
0A$duß. 

Aus dieser Formel folgt, daß 

Dl* = m{d) 

besteht, falls MB
y* = 0 ist. In diesem Falle hat schon das induzierte invariante Diffe-

rential (3. 8) die gewünschte Form. 

3) Unserer vorigen Bemerkung entsprechend ist 

Mj^Bic'M/,. 



27.2 A. Moor 

Nehmen wir jetzt an. daß M < ; r ^ 0 ist. In diesem Falle bedingen wir die Gültig-
keit der Ungleichung 

Det (<>; + A7,/7) 0. 

Das bedeutet aber, daß das Gleichungssystem 

(3.10) + = 
auf 0ß

y eindeutig lösbar ist. Eine Überschiebung der Gleichung (3. 9) mit 0ß
Y ergibt 

ß 
nach (3. 10) co (d), ausgedrückt durch DI . Substituieren wir das in (3. 7) und (3. 8), 
so bekommt man: 

(3. 11) De' = BlD? + C'{My
a

ßOß.Dr + (B,av + M,",.A'i + 

+ LTy-MSßÜMo*,'duy} r , Bl,C°Bly, *) 

<3. 12) D? = d? + Ml^ibl" + (Afp - MJt Ot Mo „ A$)C du". 

Aus der Formel (3. 11) folgt leicht der folgende 

Sa t z I. Liegt die Linienelement folge (.y'(s), ¿''(.v)) in dem Unterraum ll„, und ist 
•der Tangentenvektor von II,,, 

längs dieser Linienelement folge im Sinne der Raumübertragung ,,D" parallel ver-
schoben. so ist auch im Sinne der XX,„-Übertragung .,D" parallel verschoben. 

Beweis. Aus der Bedingung 
(3. 13) 0 

folgt nach (3. II) 
ß'yD? + C > " ( C ) = 0, 

wo <P° der entsprechende Koeffizient von C'i, in (3. 11) bedeutet. Eine Überschiebung 
unserer letzten Formel mit Bf ergibt nach (2. 6) (a) unmittelbar die Relation 

(3.14) D'C = 0, 

was unsere Behauptung beweist. 
Bedeutet nun der Vektor 

£ = _ ß1 du1 _ „r 

~ ~~ ds r ds ' ds 
den Tangentenvektor einer autoparallelen Kurve des Raumes, d. h. (3. 13) ist gültig, 

J) Auch bei den nicht-tensoriellen Größen Iiy¡, bezeichnen wir durch den Index a die Über-
schiebung mit C,". Es ist also 

B" = c" l> x . 
' ftu'dur 
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so folgt aus dem Satze I, daß auch (3. 14) gültig ist. Dies kann man im folgenden 
Korollar ausdrücken: 

K o r o l l a r I. Liegt eine autoparallele Kurve des Raumes 2„ im Unterraum Um, 
* 

so ist sie im Sinne der VLm-Ubertragung „D" auch autoparallel. 

§ 4. Die zweite Grundform der Unterräume 

Bezeichnen wir durch C eine Kurve in dem Unterraum Um, und die Gleichungen 
von C seien durch 

. du" 
ux _ u

x(s), ua = —¡— = u'a 

ds 

angegeben, wo der Parameter s die Bogenlänge bedeutet. In Raumkoordinaten 
sind die Gleichungen von C von der Form: 

dxi 1 i \\ 1 n l /<* X = X {u{s)), V = BXU = = X . 

Da der Parameter 5 die Bogenlänge bedeutet, gilt nach (2. 4): 

• • dx' dxJ , 
(4. 1) gijVv3 = gi. — — = gxßu'*u't> = 1. 

Wie in den Riemannschen und Finslerschen Räumen, folgt aus dieser Gleichung 
auch in unserem allgemeinen metrischen Linienelementraum, daß der Krümmungs-
vektor Dx'' auf den Tangentenvektor x'' orthogonal steht. Der erste Normalen-
vektor der Kurve C ist durch die verallgemeinerten Frenet-Formeln: 

„ „x D2xi Dxn 

< 4 - 2 ) s -W = ^ 

definiert, wo rj' der erste Normalenvektor und 

(4. 2a) M = ^ 

die erste Krümmung von C ist. 

B e m e r k u n g . Die Formeln (4. 2) und (4. 2a) sind für alle Raumkurven gültig 
und nicht nur für die Kurven von Um. — 

Für die Kurven von llm gilt nun 

dx' 
ds 

Differenziert man diese Gleichung nach s, so wird auf Grund von ds = Ds, (was 
aber nur für Invarianten gültig ist): 

D 2 x i = o. ds2 ds ds 

A 18 
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Auf Grund von (4. 2) wird nun nach der Bezeichnung: 
def i / i o cos<pe = f? Cj 

die Relation 

(4.3) + = 0 

bestehen. Differenziert man nun die Gleichung (2. 6) (c) invariant nach s, so wird 

DCt r 0 DB[ 

und aus (4. 3) erhält man 

(4.4) xe^xcos<pe = C ! ^ ^ - , (Q = m+l, ...,»). 

Ist 9•)e = 0, so gibt (4. 4) die zum Normalenvektor Cf gehörige Normalkrümmung 
in der Richtung u 

* 

Nehmen wir an, daß die Kurve C eine a^toparallele Kurve im Sinne der „ / ) " -
Übertragung von 1X,„ ist, d. h. es ist nach (3. 14) 

* du" 
(4.5) • Dl' = 0, /« = — . 

Aus (3. 9) folgt nun nach einer Überschiebung mit 0f
y nach (3. 10) 

&(d) = — 0yMo„A, 

und nach (3. 4): 

(4. 6) co\d) = -(Bk
p + M0

k
ß)eß

yM0
y
eAl~ + (Ck

e + M0
k
e)Al^-. 

Berechnen wir nun DB\ mittels der Formel (1. 1), beachten wir ferner, daß nach 
(1. 3) und (1. 5b) die Relationen 

Mfk(Bß + M0
kß) = M;tjfBrp(ök + Mor) = M/ß 

M?k(Ck+M0
k
e) = Mj\jfc°(ök + Mk

s) = M / e . 

bestehen, so wird nach (4. 6) 

DBl
x = {Biß + L?ß- Mjy el M0\ Äß + mL Aß} duß. 

Substituiert man das in die Formel (4. 4), so wird: 

~ n(0) du" duß 

(4-7) = 

bestehen, mit 

(4. 7a) ¿¿Bip + L f ß - (M*yQlM0\ - Ma
Q„)Aa

ß. 
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Offenbar ist in einem allgemeinen S„-Raum i2xß ^ Q(
ßl. (4. 7a) bestimmt die Koeffi-

zienten der zweiten Grundform des Unterraumes Um. 
Mit Hilfe von (4. 7a) kann nun (3. 11) in der Form: 

(4.8) D ? = B l D e + c U M x
a

ß e ß
y D l y + Q $ d u ß } e 

angegeben werden, die in folgenden eine sehr wichtige Rolle spielen wird. 
Eine Überschiebung mit Bf gibt nach (2. 6) (a), (b) die Relation: 

(4.9) b t = B t D £ . 

§ 5. Bemerkungen Uber die Dupinsche Indikatrix 

Es sei in diesem Paragraphen m = n — 1. lXn_ L ist jetzt eine Hyperfläche des 
allgemeinen metrischen Linienelementraumes S„. Die Formeln (4. 7) und (4. 7a) 
bestehen in diesem Falle je aus einer Gleichung, da jetzt nur q,a — n gelten kann. 
Es ist 

(5. 1) x == 7 = Qxß(u, u')u'au'ß, 

mit 
(5.1a) Qxß = Ci {Biß + L f ß - (Mjy 0y

t M0\ - Mx'„) Aß), 

wo der Normalenvektor Ct und die Größen Bxß von den u'a unabhängig sind (vgl. 
die Formeln (2. 2) und (2. 7)). 

Da Qxß in den u'a homogen von nullter Ordnung ist, bekommt man aus (5. 1) 
nach einer zuläßigen Parametertransformation s = s(t) 

J_ •_ a x ß(u , u)ii"-iii> 

r gxß(u, ü)ü"ül> ' 

wo für M", u" die Relation 
üa 

U" = — 
igyß{u, u)ü'üß 

gilt. Die Formel (5. 2) ist im wesentlichen mit (5. 1) identisch, nur der Parameter 
t ist in (5. 2) beliebig. 

Durch die Gleichung 

(5.3) Qxß(u,ü)ü^= 1, 

in der die ü" die Veränderlichen sind, ist eine (n — 2)-dimensionale Hyperfläche 
bestimmt, die als Dupinsche Indikatrix von U„_, betrachtet werden kann. Auf 
Grund von (5. 3) sind nun die Extremalrichtungen von (5. 2) mit den Extremal-
richtungen von 
(5.4) gxß(u,ü)ü"V 

identisch (vgl. [9] § 3 auf S. 494, oder [10] Kapitel V., § 7 auf S. 196). 
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Die Extremalwerte von (5. 4) mit den Nebenbedingungen (5. 3) erhält man 
aus dem Gleichungssystem: 

(5. 5) [gaß i<° + (Qm ie ifi - 1)) = 0, 

da (5. 3) offenbar nur den symmetrischen Teil von Qaß enthält. Aus (5. 5) bekommt 
man 

(5. 6) + ) ü*u» + 2(gyß + XQ(yß))ü» = 0. 

Eine Überschiebung von (5. 6) mit w? gibt wegen der Homogenität nullter Ordnung 
von gaß und ß ^ in den ii": 
(5.7) (gyß + XQyP)ü'rüß = 0 

und ein Vergleich mit (5. 2) i:eigt, daß X = —r ist. Setzen wir das in (5. 6) ein, so 
bekommt man den 

Sa t z IL Die Hauptrichtungen der Hyperfläche U„_v sind die Lösungen des 
Gleichungssystems 

wo r die entsprechenden Hauptkrümmungsradien bezeichnet. 

Aus der Formel (5. 8) folgt im Hinblick auf die Gleichungen (3. 6) von [9] das 

K o r o l l a r l l . Ein zum Finslerschen Fall analoger Fall entsteht für die Bestimmung 
der Hauptrichtungen, falls 

(5.9) T & W - O 

sind. 

Beweis : Die Gleichung (3. 6) von [9] ist in unserer Schreibweise 

gaßu'« = rQ«ßu'*, 

woraus nach (5. 8) und (5. 9) die Behauptung unmittelbar folgt. (Im Finslerschen 
Fall ist Q„ß in a, ß symmetrisch). 

II. TEIL 

DIE AUTOPARALLELE ABWEICHUNG 

§ 6. Gleichung der autoparallelen Abweichung 

Es sei O ein Punkt des Linienelementraumes £„ durch den eine Schar auto-
paralleler Kurven geht. Nehmen wir an, daß diese Schar autoparalleler Kurven auf 
einem zweidimensionalen sogenannten „autoparallelen Unterraum U2 mit dem Pol 
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O" liegt. Diese U2 hat also die charakteristische Eigenschaft, daß die autoparallelen 
Kurven von U2 durch den Punkt O, auch im Sinne der „D"-Übertragung des Linien-
elementraumes S„ autoparallel sind. Diese Eigenschaft beschränkt zwar den Unter-
raum VL2, doch ist dadurch U2 offenbar noch nicht festgelegt. 

C und C seien nun zwei unendlich benachbarte Kurven dieser Schar. Das 
bedeutet das folgende: Es sei die Gleichung von C bzw. C durch 

d2xl . dxj dxk . .. dx' 

bzw. 

angegeben, wo s, bzw. a die von O gerechnete Bogenlänge auf C bzw. C bedeutet. 
Die Punkte von C und C seien durch die Formeln 

Pia) = x'(s) + ^(s), £'(0) = 0 

zueinander geordnet, wo <f(i) einen infinitesimalen Vektor bedeutet. Die Para-
meterwerte s und <7 sollen der Relationen 

^ = 1 + A(0) = 0 

genügen, wo eine infinitesimale Größe von derselben Ordnung wie £J(s) ist 
(vgl. [5] § 3). 

Der Vektor genügt der Gleichung 

+ (2L* k ||, V / Q0 m + Ro om + 2Q* m\o)£ = 0 , 

die die Gleichung der autoparallelen Abweichung ist (vgl. [5], Formel (3. 7)). Der 
Tensor Q*'k ist der schiefsymmetrische Teil von L*\, der Tensor R/km ist der Haupt-
krümmungstensor (vgl. [5] (1. 12)), die Operation II, bedeutet die partielle Ableitung 
nach v' multipliziert mit F(x, v), endlich ist die Operation \k die kovariante Ableitung 
gebildet durch die L*'k. 

In unserer Arbeit [5] haben wir weiterhin bedingt, daß der allgemeine metrische 
Linienelementraum £„ zweidimensional sei und wir bestimmten unter dieser 
Bedingung eine skalare Form von (6. 1). Jetzt werden wir im folgenden eine skalare 
Form von (6. 1) ohne Beschränkung der Dimensionszahl herleiten. 

Der Vektor bestimmen wir auf die Weise, daß 

(6 -2 ) ' l{?=glkl*l;' = 0, 1« = ^ -

gültig sei. Da C eine autoparallele Kurve ist, hat man 

(6.3) £>/,.= 0, a>'(d) = Dl' = 0 
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(vgl. z. B. [4] (5. 5) und (5. 5a)). Durch Ableitung nach s bekommt man aus (6. 2): 

DE1 

(6.4) l i ~ k = Q-

Bezeichnen wir jetzt durch £ die Länge des Vektors und durch X' den Ein-
heitsvektor, der die Richtung von ^ hat, d. h. es ist längs C 

(6.5) £ ' = 0 " , 

(6.6) g,kXlXk = 1. 

Differenzieren wir (6. 5) invariant nach s, beachten wir ferner, daß für Skalaren 
d D 
— = -r ist, so wird 
ds ds 

ds ds ds 

Eine Uberschiebung mit l-, gibt nun auf Grund von (6. 2) und (6. 4) die Relation 

Da aus (6. 6) nach invarianter Ableitung nach s auch 

nyi 
(6.8) = 0 

DXl 

folgt, steht der Vektor —— zu den Vektoren /' und X' orthogonal. 
ds 

Betrachten wir nun den autoparallelen Unterraum U2 mit dem Pol O, der C 
und C enthält und dessen autoparallelen Kurven durch O auch im Sinne der „£>"-
Übertragung des Linienelementraumes £„ autoparallel sind. Zwei linear unab-
hängige Tangentenvektoren von U2 sind: 

(6.9) = Xl = B'aX". 

(In diesem zweiten Teil soll a, ß, y, ö, e immer die Zahlen 1, 2 und Q, a, T die Zahlen: 
3, 4, ..., n durchlaufen. Die lateinischen Indizes durchlaufen, wie vorher, die Zahlen 

DX' 
1 ,2 , . . . ,« ) . Da —=— zu den Flächenvektoren (6.9) — wie das schon bemerkt 

ds 
wurde — orthogonal steht, ist er eine Linearkombination der Normal Vektoren 
C j von U 2 . 

Verwenden wir also die Formel (4. 8) auf X', beachten wir ferner, daß wegen 
* tt 

der Autoparallelität nach Korollar I. Dl = 0 ist, so wird 

(6.10) ^ = 
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WO die Koeffizienten der zum U2 gehörigen zweiten Grundform bedeuten. Aus 
(4. 9) folgt noch im Hinblick auf (6. 10): 

* 
n Y" 

(6.10a) ~ds~ = ®' 

d. h. der Vektor X" ist längs C im Sinne der „¿»"-Übertragung parallel verschoben. 
Wir gehen jetzt zur Berechnung der skalaren Form der Gleichung (6. 1) der 

autoparallelen Abweichung über. Aus (6. 8) folgt nach einer invarianten Ableitung 
nach s: 

v D2Xl _ DXl DXk
 v def YJ 

Im Hinblick auf (6. 10) wird: 

(6 .H) = 
ds2 Rx 

mit der zum X" gehörigen assoziierten Krümmung 

i " t (6.11a) = \ l g t k C Í C * d ¡ ¡ Q y x ° r ^ ^ L 5). 

Substituieren wir nun von der Gleichung (6. 5) in (6. 1), überschieben wir 
dann die erhaltene Relation mit X¡, beachten wir dann (6. 2), (6. 5), (6. 6) und 
(6. 11), so wird: 

(6.12) ^ + = 
ds2 ds \ Rx) 

wo r* und R* durch (3. 16a) und (3. 16b) von [5] angegeben sind, d .h . es ist: 

r* (x, x', X) £L*\11* lJ /'X¡Xk + 2 Q * i k r x k , 

R*(x, x', X) = (Roioj + 2í2j¡j|o)A' X^ + 2LJ(¡uñí rl l X¡X . 

Die Gleichung (6. 12) ist die invariante Form der autoparallelen Abweichung, 
die im n-dimensionalen Fall auch von den durch O gehenden vorgegebenen autoparalle-
len U2 abhängt. 

Die Abhängigkeit von U2 kommt in der Existenz des Gliedes zum Aus-
x 

druck. 
Für die durch (6. IIa) angegebene Größe kann die folgende geometrische 

Deutung gegeben werden: Es sei C* eine Kurve durch dem Punkte O und mit 
den Gleichungen 

x*'=x*'(s) 

5) Die Summation über n, a geht selbstverständlich von 3 bis n. 
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die aber auf das Richtungsfeld v'(s) von C bezogen ist. C* ist also nicht die Mannig-
faltigkeit ihrer tangenten Linienelemente, z. B. ist die Bogenlänge von C * : 

SO 

O* =J (&;(**(*). V(s)) 
dx*'> dx*J)i 

ds ds 
ds. 

Der Punkt O soll den Parameterwert s = 0 representieren und im Punkte O sollen 
für den Tangentenvektor von C* die Formeln 

(6. 13) 
dx*' 
ds s = 0 

= x'(0). 
D2X*' 

ds2 
DX' 

s = 0 ds 5 = 0 

bestehen. C* ist also zu C orthogonal. Verwenden wir nun auf C* die Formeln 
(4. 2), so wird nach (6. 13): 

(6.14) 
DX' 
ds s = 0 

1 nf(x*, v) 

Aus dieser Formel folgt nun, daß 

1 
R* 5 = 0 

. , DX1 DXJY 
5 = 0 

ist. Auf Grund der Formeln (6. 10) und (6. I Ia) folgt wegen x*'(0) = xi(0)\ 

1 
R* 5 = 0 

1 
5 = 0 

— ist also im Punkte O die erste Krümmung von C*. 
Kx 

§ 7. Über die Existenz der Hüllkurve der autoparallelen Kurven 

Ein Kriterium für die Existenz der Hüllkurve der aus einem Punkte O aus-
gehenden autoparallelen Kurven kann auf Grund der Gleichung (6. 12) ebenso 
abgeleitet werden, wie im Paragraphen 4 unseres Aufsatzes [5]. Ist £(s) die Lösung 
von (6. 12) mit £ ( 0 ) = 0 , so schneiden sich die unendlich benachbarten autoparalle-
len Kurven außer in ihrem Ausgangspunkt O dann und nur dann, falls noch für 
ein Sqt6 0, £ (s0) = 0 ist. Es ist nämlich nach (6. 5) in diesem Falle auch £'(s0) = 0, 
und somit wird für einen geeigneten Parameterwert <r0: 

(7.1) iP'(ff0) = + 

Nach der Transformation 

(7-2) 

geht (6. 12) in 

! L^EL 
ds2 { R2

X 2 ds 
r*2\t] = 0 
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über. Offenbar stimmen die Nullstellen von ¿¡(s) und r](s) überein. Unsere letzte 
Formel ist vollständig analog zur Formel (4. 2) unseres Aufsatzes [5], nur der 
Koeffizient von r} ist verschieden. Dementsprechend gilt jetzt der folgende 

Sa t z I I I . Besteht für den Skalar 

( 7 . 3 ) J F ^ L Ä J I * ! . I ^ Ü . I R « 
{ ds) Rx 2 ds 4 

längs jeder autoparallelen Linie C: x' = x'(s) die Ungleichung 

(7. 4) - ^ j > Aj, A = konst 0, 

so haben die durch den Punkt O gehenden und auf einem 112 liegenden autoparallelen 
Kurven eine Hüllkurve. 

Beweis . Ebenso wie im Beweis des Satzes 4 unserer Arbeit [5] (vgl. [5], Seite 
115—116) kann gezeigt werden, daß aus der Bedingung (7.4) die Existenz eines 
Parameterwertes s0 < nA folgt, für den t] (s0) = 0, und es wird somit auf Grund 
von (7. 2) und (6. 5) auch (7. 1) bestehen. Die unendlich benachbarten Kurven C 
und C schneiden sich also außer x'(0) im Punkte x'(s0). 

Nun bilden die durch O gehenden und auf U2 liegenden autoparallelen Kurven 
eine einparametrige Kurvenschar, wie das aus der charakteristischen Differential-
gleichung der autoparallelen Kurven gefolgert werden kann6). Aus der Theorie 
der einparametrigen Kurvenscharen ist nun bekannt, daß wenn der Limespunkt 
der Schnittpunkte sich schneidenden unendlich benachbarten Kurven C und 
C, falls C ^ C , existiert, liegt immer auf der Hüllkurve. Die Hüllkurve besteht dann 
eben aus diesen Limespunkten, falls C die durch O gehenden Kurven auf U2 durch-
läuft; die Existenz des Limespunktes auf C ist wegen s 0 < n A gesichert. (Vgl. [11] 
Kapitel VIII. insbesondere S. 44—47.). Die Hüllkurve kann selbstverständlich auch 
ausgeartet sein, z. B.: sie kann auch ein Punkt sein, nämlich der Punkt x'(s0). Damit 
haben wir den Satz III. bewiesen. 

Zum Schluß wollen wir nochmals darauf hinweisen, daß die Hüllkurve, für 
deren Existenz wir eine Bedingung bestimmt haben, im allgemeinen von dem gewähl-
ten autoparallelen Unterraum 1X2 abhängig ist. Das zeigt sich auch in der Bedingung 

(7. 4), da der Skalar K nach (7. 3) auch von — abhängig ist. Die Hüllkurve selbst 

liegt auch auf U 2 . 
Haben die von O ausgehenden autoparallelen Kurven eine Hüllfläche, so ist 

die auf U2 liegende Hüllkurve offenbar eben den Schnitt der Hüllfläche mit U2.. 
Daraus folgt die Richtigkeit des folgenden Korollars: 

K o r o l l a r I I I . Ist die Ungleichung (7. 4) für jeden autoparallelen Unterraum 
t l2 der den Pol O hat, richtig, so haben die durch O gehenden autoparallelen Kurven-
eine Hüllfläche. 

6) Ein Punkt und eine Richtung bestimmt eine autoparallele Kurve C; die Richtung bestimmt 
aber jetzt nur einen Parameter, da C auf dem zweidimensionalen Unterraum U2 liegt. 
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