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Sur les contractions de l'espace de Hilbert. IX 

Factorisations de la fonction caractéristique. Sous-espaces invariants 
Par BÉLA SZ.-NAGY à Szeged et CIPRIAN FOI A? à Bucarest 

Dans cette Note on déterminera la relation qui existe entre les sous-espaces 
invariants pour une contraction T de l'espace de Hilbert et les factorisations 
de la fonction caractéristique de T. Grâce à cette relation, le problème de trouver 
les sous-espaces invariants pour T se ramène au problème de trouver les factorisa-
tions d'une fonction analytique contractive, à valeurs opérateurs, en produit de 
deux fonctions de même type, factorisations qui sont d'ailleurs assujetties encore 
à une condition additionnelle. 

On étudiera en particulier le cas où la fonction caractéristique de T est une 
fonction „*-extérieure". Pour telles fonctions, à valeurs opérateurs, on obtient les 
factorisations qui correspondent aux factorisations de type suivant dans le cas 
numérique : 

2 n 

0 

= exp(i / $^10810(^)1/ 
a a' 

où a est un sous-ensemble borélien de [0, 2n), et a' — [0, 2ii) — a. De plus, on montrera 
que les fonctions extérieures sont caractérisées, à un facteur isométrique constant 
près, par la relation 

- CO < log II 0 (0)/|| = ^ J log II 0 (e*)/|| dt, 
0 

valable pour tout vecteur / tel que 0 ( / ) / ^ O . Cela constitue une généralisation 
naturelle de la caractérisation, due à BEURLING, des fonctions extérieures numéri-
ques.1) 

Ces résultats nous permettent de construire toute une variété de sous-espaces 
invariants distincts pour une contraction T telle que T"f et T*"f ne tendent pas 

') Cf. [6], p. 62. 
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vers 0 pour f ^ O . D'ailleurs ces sous-espaces invariants sont en relation serrée 
avec les sous-espaces spectraux de la dilatation unitaire minimum de T. 

Il est manifeste que dans ces considérations on peut se borner au cas où la 
contraction T est complètement non-unitaire. 

Des relations entre les sous-espaces invariants des opérateurs et les factorisa-
tions des fonctions caractéristiques correspondantes ont été connues depuis les 
travaux de LIVSITZ, POTAPOV, SMULYAN, BRODSKY et d'autres, sur les fonctions 
caractéristiques d'opérateurs; cf. la littérature citée dans [3] et [VIII]. Toutefois, 
des conditions dans lesquelles une factorisation de la fonction caractéristique entraîne 
l'existence d'un sous-espace invariant non banal2) pour l'opérateur donné semblent 
avoir été trouvées seulement dans certains cas particuliers, notamment par SMULYAN 
[4].3) 

Une partie des résultats de cette Note a été annoncée dans [2]. 

1. Considérations d'ordre géométrique 

1. Soit Tune contraction de l'espace de Hilbert § {0}). 4) Soit C/la dilatation 
unitaire minimum de T, opérant dans un espace de Hilbert R tel que 

y WÎQ (condition de minimalité). 
a — — ' ' j 

Posons 

V 
>1 = 0 

St+ est invariant pour U, donc 

i / + = £/ |®+ 

est une transformation isométrique de l'espace en soi-même. 
On sait que 

S = (Û-T)$ et 8* = ( / - UT*j§ 

sont des sous-espaces ambulants pour U, contenus dans , et qu'on a 

(1. 1) il = . . . 0 t / - 2 8 * ® t / - 1 « * © £ © 8 © t / 8 © £ / 2 8 © . . . 
(cf. [V], th. 1). 

2) C'est-à-dire différent de {()} et de J'espace entier. 
3) Notons que les cas envisagés dans [4] ne sont pas englobés dans notre théorème général 

(théorème 1). En effet, cet auteur envisage des opérateurs bornés A = R + iQ avec R, Q autoadjoints 
dont Q est de rang fini, tandis que notre étude (transposée par une transformation cayleyenne 
inverse) concerne les opérateurs dissipatifs maximum, en particulier les opérateurs de la forme 
A = R + iQ où la condition que Q soit de rang fini est remplacée par la condition Q^O.ll convient 
de remarquer ici que la définition de la fonction caractéristique d'une contraction, telle que nous 
l'utilisons dans nos recherches, apparaît aussi chez SMULYAN [5]. Toutefois, dans nos recherches 
la notion de la fonction caractéristique d'une contraction apparaît d 'une façon naturelle comme 
une conséquence, par des représentations de Fourier, de la théorie des dilatations unitaires. C'est 
de la même façon naturelle que nous obtenons les relations entre les sous-espaces invariants et les 
factorisations de la fonction caractéristique. 

4) Tous les espaces de Hilbert que nous allons considérer seront supposés d'être séparables. 
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On sait aussi (cf. [VIII], (3. 4) et (3. 22)) que, en définissant le sous-espace de ® 
par la formule 
(1.2) £ = M ( 8 * ) © $ 0 ; 5 ) 

est compris dans , réduit U+ (et à fortiori U) à une transformation unitaire, 
et qu'on a 
(1.3) = M + ( 8 * ) © J V 6 ) 

De (1. 1) il s'ensuit 
(1.4) = £ © M + ( 2 ) (cf. [VIII], (3.21)), 

donc 
(1. 5) £ = 5 ï + © M + ( 8 ) = [ M + ( S * ) © Ë 0 ] © M + ( 8 ) . 

Comme M+(8) est invariant pour U+, son complémentaire dans c'est-à-dire 
est invariant pour V%. Vu que U+ est une dilatation de T, on a 

(1.6) T* = U%\§ (cf. [VIII], (3.28)). 

Ces relations sont valables pour une contraction T quelconque. Lorsque T 
est complètement non-unitaire, on a de plus 

(1.7) il = M(8) + M(S*) (cf. [V], p. 121). 

2. Après ces préliminaires envisageons le cas où il existe dans un sous-espace 
invariant pour T; = fëO&i e s t alors invariant pour 3"* et, en vertu de 

(1. 6), aussi pour £7* . Par conséquent, le complémentaire de dans , c'est-à-dire 

(1.8) 9 i = f f i + © $ 2 , 

est invariant pour U+. Soit 

(1.9) sR = M + ( 3 ) e i i i 

la décomposition de Wold correspondant à la transformation isométrique U+ de 
9î; on a notamment 

( î . i o ) % = d i e u + m et j e ^ n c + M ; 
0 

réduit U+ à une transformation unitaire. 
Comme + et par conséquent UlfHQUn+Ë+ («=Ê0), on a, vu (1.3), 

(1.11) Sti = n u i m g f | £/+«+ = 

5) Pour un sous-espace © d'un espace de Hilbert, ambulant pour une transformation iso-
métrique V dans ©, on désignera par <M+((ï) la somme orthogonale des sous-espaces V"<E 
(n = 0, 1,2, . . .) . Lorsque V est même unitaire, on désignera par M(©) la somme orthogonale des 
sous-espaces V"@ (—»</)< <*>). 

6) C'est la décomposition canonique (due à WOLD) de 1+ par rapport à la transformation 
isométrique i /+ ; décomposition en somme orthogonale de deux sous-espaces, dans l'un desquels 
U+ est une translation unilatérale et dans l'autre une transformation unitaire: 

S * = K + e C / + K + et 
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On peut donc poser 

(1.12) il0 = ®i©®2; 

®2 réduit (7+ aussi à une transformation unitaire. De (1. 3), (1. 8) et (1. 9) on ob-
tient 

= Ë+em = [ M + ( 8 * ) © J t o ] e [ M + ( g ) e i i i ] , 
d'où 

(1.13) £ 2 = [M + (8*) © ffi2] © M+ (g). 

Cette représentation de £>2, ensemble avec la représentation (1. 5) de ÎQ, entraînent: 

= £ © £ 2 = { [M+(8*)©^ 0 ]©M + (8 )}©{[M+(8*)©« 2 ]©M+(g)} î 

d'où 

(1.14) & = [ M + ( g ) © f t j © ^ ( S ) - 9 î©M+(8) . 

Les formules (1. 13) et (1. 14) mettent en évidence que 

M + @ ) i M + ( 8 * ) © S Î 2 et A f + ( 8 ) g M + f ô ) © f t \ , 
d'où 

U-«M+(8)^U-"M+(8*)©fî2, U-"M+(Z)QU-»M+($)®®i ( » = 1 , 2 , . . . ) ; 

en prenant les sommes par rapport à n il résulte 

(1.15) M(%) Q M(8*)©R2, M(8) g M(S)©• 

De la dernière relation il s'ensuit, vu aussi que ^ Q ®0 _L.M(8*), 

M(Z) + M(8*) g Mfô ) + M ( 8 * ) © Si ; 

en vertu de (1. 7) cela entraîne 

ft = M(g) + M ( 8 * ) © « ! , 

donc, vu (1. 2) et (1. 12), 

(1.16) ®2 = M(g) + M ( 8 * ) © M (8*). 

Lorsque, en particulier, § = 8, (1.7) et (1.16) entraînent ^0 = ^2» donc 
= {0}; vu (1. 14) il en résulte que ^ = {0}. D'autre part, lorsque § = 8* , on a 

ft2 = {0} en vertu de (1. 16); vu (1. 13) il en résulte que £ 2 = {0}. 
Ainsi, si l'espace invariant est non banal, ce qu'on supposera dans la suite, 

on a nécessairement 

(1.17) et 8*. 

Il convient de remarquer ici qu'on a aussi 8 ^ 8 * , voire même 

(1.18) 8 H 8 * = {0}. 

En effet, p o u r / € 8 f l 8 * on a C/"/_L§ (n = 0, ± 1, ...), conséquence de (1. 1). Ainsi, 
/JL U~"§(n = 0, ± 1 , ...) ce qui e n t r a î n e / = 0 en vertu de la condition de minimalité 
pour 
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Revenons à la définition de % par (1.10). Comme et 9 î i M + ( 8 > 
(cf. (1. 14)), on a, eu égard aussi à (1. 4), 

g = dlGU+9l g ® + © £ / + M + ( S ) = [ § © M + ( 8 ) ] © £ 7 + M + ( S ) , 
donc ' 

(1.19) g i é e s . 

3. Désignons par Ps*, P% les projections (dans Ît) sur M (8*) et M (g), selon 
les cas, et par P<u (i = 0, 1, 2) la projection sur . Comme tous les sous-espaces 
en question réduisent U, les projections correspondantes permutent à U. 

Par la définition (1. 2) de S 0 , on a 

(1.20a) Pao = I-I**, 

d'où, par (1. 7), 

(1.20b) œ0 = ( / - / * * ) M ( S). 

Montrons qu'on a aussi 

(1.21a) P*J=V~P*)f pour f£M(2), 

(1.21b) S i = (I-P%)M(%), 

(1.22a) P*J=V-P**)f Pour /€M$), 

(1.22b) $t2 = (7 -P 2 *)M(g) . 

En effet, (1.21a) et (1.22a) découlent immédiatement de (1. 15), et (1.22b) 
découle de (1. 16). Reste à prouver (1.21b). En vertu de (1. 15) tout f£M($) et: 
tout /€ M(8) peuvent être décomposés de la façon suivante: 

(1. 23) / = Ps*f+PRlf, l = PZl+PxJ. 

Choisissons en particulier f=P^l. Les deux relations (1.23) fournissent alors 

(1.24) / = Ps*P$l+PSul+Pst2P'Sl (/6M(8)). 

Le premier terme au second membre étant un élément de M(8*), et la somme des 
deux autres termes un élément de = ^ s 'ensuit7) 

(1.25) ps*l = p2*p%l 1 
(1.26) P , 0 l = P s u l + P ^ l \ P ° U r 

Puisque P^M~(8) = Ë0 (conséquence de (1. 20)) et que = ® l © ®2 , (1. 26) entraîne 

(1.27) PSUM( 8 ) - S x et P^M(2) = Jt2; 

la première de ces relations et (1. 21a) fournissent (1. 21b). 
Ainsi, toutes les relations (1. 20)—(1. 22) ont été prouvées. 

7) Notons aussi que M(S*)_L® 0 . 
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(1. 1) met en évidence que E/"S _L £/-"'£* pour « S 0 , m S l , d'où 

(1.28) (cf. [VIII], n° 3). 

Vu (1. 19), (1. 1) met en évidence aussi que § est orthogonal à t / v 8 et à U~vS* 
pour v = l , 2 , ..., et par conséquent 

Un£±U-m% et C / " g ± l / - r a a * pour n ê O , m ê l . 
Cela entraîne 
(1.29) P%M+(Z)QM+(%) et P**M+(8)QM+(Z*). 

2. Un lemme sur les représentations de Fourier 

Commençons par introduire une notation. Si U est une transformation uni-
taire dans un espace de Hilbert (séparable) 9Ï et 21 est un sous-espace de 9î, ambulant 
pour U, convenons de désigner par l'application de M(31) sur L2(21), 8) définie 
par 

2 U"an = 2 e""a„ (an 6 91, 2 Ikll2 < «)• 

Cette application, appelée représentation de Fourier de M (2l), est unitaire et on a 
(2.1) 4>-lUh = e"<P-[/i pour h£M(%). 

La restriction de <P-1 à M+(2l), désignée par , applique M+(21) unitairement 

sur le sous-espace H2(21) de L2(W), constitué des fonctions de type u(eH) = 2ei"'an> 
o 

telle fonction peut être considérée aussi comme limite radiale forte p. p. de la fonc-

tion analytique u(k) = 2 (W < 0 î cf- [VIII], n° 1. o 
Nous allons démontrer le suivant 

L e m m e . Soient U et U' deux transformations unitaires, dans les espaces de. 
Hilbert 9{ et 9Î\ selon les cas, et soient 2t et 2f des sous-espaces ambulants pour U et 
U' (21Q9Î, 2l'g3fi')- Soit Q une contraction de l'espace 9i dans l'espace telle que • 

(2.2) QUk= U'Qk (k Ç D'i) 
et 
(2.3) Ô M + ( 9 l ) g M + ( 3 l ' ) . 9 ) 

Il existe alors une fonction analytique contractive {21, 21', 0(1)}, 10) telle que pour 
tout h£M(2t) on ait 
(2.4) $*'(Qh) = Q(é')h(t) n ) où h(t) = <P%h. 

8) L'espace L 2 des fonctions définies sur (0, 2n), à valeurs vecteurs dans Si, l'intégration étant 
prise par rapport à la mesure normée dtf2n. 

9) (2. 2) et (2. 3) entraînent évidemment g M ( 2 ï ) g M ( 2 [ ' ) . 
10) Cf. [VIII], n° 1. 
u ) 0 ( e " ) = lim 0(re") p .p . , cf. [VIII], n° 1. 
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Pour que cette fonction analytique contractive soit 

a) pure, c'est-à-dire que |]0(O)a|l <l|a| | pour tout a^O', 
b) une constante unitaire; 
c) intérieure, c'est-à-dire que 0 ( e ' 1 ) est p.p. une transformation isométrique 

de 21 dans W, ' 
d) extérieure, c'est-à-dire que QH2(%) = H2(W) \ou strictement extérieure, 

c'est-à-dire que &H2ÇH)=HW)], 

il faut et il suffit qu'on ait, selon les cas, 
a) \\Qa\\ <11 a|| pour tout a £ 21, £Zr¿0, tel que Qa£W; 
b) <2|9i applique 21 unitairement sur 21'; 
c) e |M + (2I) applique M + (2I) isométriquement dans M+(2l ' ) ; 
d) QM+(W) = M+(»Y) [ou QM+(W) = M+(W)l 

D é m o n s t r a t i o n . En vertu de (2. 3) on a en particulier pour aÇSl: 

Qa = Z U"a'n avec a,'€91', 2 M 2 = IIÔ«II2^ NI2-o 
En posant a'n — &„a on aura défini une suite de transformations linéaires bornées 
0„ ( n = 0, 1,2, ...), notamment des contractions de 21 dans 21'. 

Ainsi, on aura 

**'Qa = va(t) où va(t) = ¿ e ' " ' ( 0 „ « ) . 1 2 ) 
o 

Grâce à (2. 2) cela entraîne, vu aussi (2. 1), 

<P-l'Q<p(U)a = <PW (p(U')Qa = cpie^^'Qa = rp(e")va(t) 

pour tout polynome trigonométrique cp (e") à coefficients numériques, d'où 
In 

\\<p{U)a\\2^\\Q<p(U)a\& = \\^VQ<P(V)a\\UW) = ~ J \<p{e")\2 \\va(t)\\l dt. 
o 

D'autre part, on a 

llç>(C0«lls = = ' ^ ^ ( e ' O ^ a l l ^ o = M e ' ^ a W l w = 
2K 

= j \<p{¿')\2 dt-\\a\\l. 
0 

En comparant ces deux résultats, on obtient 
2K 2K 

f \<p(<?)\2H(t)\\xdt* f ^ ( j ' t f dt-\\a\\l 
0 0 

12) Convergence dans L2(ST). 
" ) On fait ici usage de (2. 1). 

A 19 
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Cette inégalité s'étend, par le théorème d'approximation de Weierstrass, à toutes 
les fonctions continues g(t)^0, de période 2n, c'est-à-dire qu'on aura aussi 

2n 2n 

/ eWMOIlà'A^ J Q(t)dt-\\a\&. 
0 0 

Faisant ensuite usage du théorème de Lebesgue sur l'intégration terme-à-terme 
des suites, on étend cette inégalité à toutes les fonctions g(t) ^ 0 , mesurables et 
bornées dans (0, 2n). En choisissant pour q (f) en particulier la fonction caractéristi-
que, divisée par 5, d'un intervalle (T, T + <5), et en faisant <5 tendre vers 0, on obtient 
que 
(2.5) ll®«(0llsi'— Mla P. P. 

Posons 
2it 

(2.6) ua(Z)--=^-fp(r,t-T)va(r)dr (À = re",0^r^l) zn 0 

1 — r2 

où P(r, t) = t r est le noyau de Poisson. En vertu des propriétés bien v ' ' 1 — 2rcos i + r 2 

connues de ce noyau, (2. 5) entraîne 

(2.7) ll«o(A)||si'^ llflllsc ( W < 1 ) 

et 
lïm ua(reu) = va(t) p . p . 
r-*l 

(notamment en tout point t où va(t) est égale à la dérivée de son intégrale indéfinie). 
eo 

Comme va(t) est la limite forte dans L2(W) de la série 2 ein,(0na), (2.6) entraîne 
o 

aussi que pour tout A fixé (|2| < 1) 

ua(A) = 2 rneint@na (convergence forte dans 31'). 
o 

Ainsi, la série 

0(A) = j > 0 n ( | 1 |<1) 
. o 

converge au sens de la convergence forte des opérateurs et on a 0(X)a — ua(X). 
Donc, en vertu de (2. 7), on a II 0(X)a\\ ==11 ail. Ainsi, {21, 2T, 0(A)} est une fonction 
analytique contractive. La limite radiale 0 (e") = lim 0 (re") existe au sens de la 

convergence forte des opérateurs, p. p. (cf. [VIII], n° 1), et on a 

0(e")a = lim 0(reh)a = l imua(reu) = va(t) p. p., 
r - l r - > l 

donc 

(2. 8) &v Qa = 0 (eu) a (a Ç 91). 
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De (2. 2) et (2. 8) il s'ensuit 

Z Ukak = Z $wU'kQak = Zeikt&l'Qak (cf. (2.1)) 
k k k 

• •• = Z eik' 0 (<?") ak = & (eu) Z eik< ak = 0 (eu) <?SI Z Ukak, 
k k k 

donc 
$*'Qf=e(e><)$*f 

et cela d'abord pour les sommes finies f=IUkak (a4 £21), puis, par continuité, 
pour tout / Ç M ( Î ) . Il n'y a qu'à observer, à cet effet, que v — 0v est une transfor-
mation linéaire continue de L2{%) dans L2(W), notamment une contraction, consé-
quence de ce que 0(e'') est une contraction de 21 dans 91' pour presque tous les t. 

Passons aux assertions a)—d). 

Ad a). C'est une conséquence immédiate des relations 

Qa = Z U'k0ka, ||Qa\\2 = Z II®k«Il2 (a631), 
o o 

grâce auxquelles Il0oflll = lloll entraîne Qa — 0oa et 0„a = O («^ 1). 
Ad b). Tenant compte de la remarque précédente on déduit que si 0O applique 

Si unitairement sur 21', il en est de même de g|2l et on a 0 (1 ) = 0 O . Inversement, 
si Ô|2I est unitaire, de 91 sur 2T, on a Qa£W, donc Qa = 0oa (a £ 91) et par conséquent 
0O est unitaire aussi. 

Ad c). Si 0(eu) est isométrique p. p., (2. 3) entraîne 

\\Qh\y = 0*11 ,^0= \\0(e")h(t)\W(W)= | |A (0 lkw = IIAII» 
pour h € M (Si), donc Q applique M(%) isométriquement dans M( 21'). Inversement, 
si Q jouit de cette propriété, on a nécessairement II 0 (é')h(t)\\ i^pn =11A (<)H î-2(so 
pour tout v£L2(2i); en posant h(t) — cp(t)a où aÇ.21 et <p(t) est une fonction à 
valeurs numériques, de carré intégrable, d'ailleurs quelconque, il résulte que 
| |0(e ' ()a | | r = Mlst P- P-; comme 2i est séparable cela entraîne que 0(e") est iso-
métrique p. p. 

Ad d). C'est une conséquence immédiate de ce que 
H2 (91') = <Pn'M + (31') et 0H2(%) = &l'QM+Ç$l); cf. (2.3). 

Cela achève la démonstration du lemme. 

3. Factorisations de la fonction caractéristique qui correspondent 
à des sous-espaces invariants 

1. Revenons au problème traité dans le n° 1 et appliquons le lemme au cas 
où 9Î et 9Î' sont égaux à l'espace S de la dilatation unitaire minimum U (= U') 
de T, les sous-espaces ambulants 21, 2i' et la contraction Q étant choisies des trois 
façons différentes suivantes: 

(i) 91 = 8 , 91'= 8*, Q=P**; 
(ii) 91 = 8 , 3l' = § , ; 

(iii) 91 = % 31'= 8*, Q = PS*. 
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Q permute à U dans tous les trois cas, parce que M(2*) et réduisent U. Donc 
condition (2. 2) est vérifiée. En vertu de (1. 28) et (1. 29), condition (2. 3) est aussi 
vérifiée. 

Soient 
(3.1) {8, S*, ©(A)}, {8, S, 0 ^ ) } , 

les fonctions analytiques contractives correspondantes, au sens du lemme. 
La première de ces fonctions coïncide avec la fonction caractéristique 

{©T,SDT*, ©TW} de T, telle qu'elle a été définie dans [VIII]. Notamment, on a 

}j/0(X)(p-1 = 0T(X) = [-T+XDT*(i-kT*)-lDT]\^)T 

où q> et i¡/ sont les applications unitaires de 2 sur S) r et de sur suivant 
les cas, envisagées dans [VIII], n° 3. Là, nous avons démontré par un calcul direct 
que 0T(À) est une fonction contractive pure; donc il en est de même de 0(A). La 
même chose s'ensuit aussi de notre lemme, assertion a), puisque les conditions 

ll-Pa*/|l = PII pour un / e S 

entraînent l = P2*l£$,*, donc / € 2 P i 8 * , et en vertu de (1. 18) 1 = 0. 
Les deux autres des fonctions (3. 1) ne sont pas en général contractives pures, 

mais en tout cas elles ne sont pas des constantes unitaires. Grâce à l'assertion b) 
du lemme, il suffit de montrer à cet effet que n 'est pas une application unitaire 
de S sur % et P2*\% n'est pas une application unitaire de g sur 8 * . Or, ces sont des 
conséquences évidentes de (1. 17). 

La relation (2. 4) prend les formes, suivant les cas, 

(3.2) 

*pz*l = 0(ei')<№l pour /ÇM( 8), 

^ P ^ l = 01(e i ,)^>2l pour /€M(8) , 

<p2*p2*f--=02(eu)<P%f pour f e M ( W -

Appliquons <PZ* aux deux membres de la relation (1. 25). Grâce à (3. 2) nous 
obtenons que 

0(ei,)l(t) = 02(ei')01(eu)l(t) pour tout /ÇL2(8), p .p . , 

en particulier pour toute fonction constante /(i) = / £ 8 ; vu que 8 est séparable on 
en déduit 0(e>') = 02(eh)0l(ei') p . p . Cela entraîne 

(3.3) 0(A) = 0 2 ( V & i ( V (W 14) 

Pour /ÇM(8) on a, grâce à (1. 20a) et (3. 2), 

(3.4) Il iVIl2 = l i a - / * ' ) / ! ! 2 = Il/Il2 - l l ^ / l l 2 = 
= = | |tf>e/||2_||0(5e/||2 = \\A^l\\2, 

u ) En effet, R(X) = <9(A) —6>2(A) 0i(A) est analytique est borné dans le disque 1 et 
on a R(e") = 0 p.p. Cela entraîne R().) — 0 pour tout X, 1, ce qu'on voit en envisageant les 
fonctions analytiques bornées, à valeurs scalaires (R( l ) ! , l ' ) (/S 2, / ' eS»), 
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A désignant l 'opérateur dans L2(S) qui attache à la fonction v(t) la fonction 
A(t)v(t)£L2(Z) où 

(3. 5) A(t) = [I2-0(e*)*0(ei')]1l2-, 

évidemment, A(t) est un opérateur autoadjoint dans S, borné par 0 et 1, pour toute 
valeur de t pour laquelle il a un sens, donc p. p., et A est un opérateur autoadjoint 
dans L2{2), borné par 0 et 1. En vertu de (3. 4), 

(3.6) ( /ÇM( 8)) 

définit une application isométrique (?>.<t0 de Pn0M(Q) sur AL2(S), qui s'étend par 
continuité à une application unitaire 

de P« 0 M(8) = it0 sur AL2{8) {cf. (1.20)). 

En partant des relations (1. 21) et (1. 22) au lieu de (1. 20) on obtient de manière 
analogue des applications unitaires 

<î>fil: de S i sur ~ÂJJ{8), de ®2 sur A2L2($j, 
telles que 
(3.7) Q s M ^ A i & l ( /€M(8)) , 0 ^ P f t J = A 2 ^ f 

Ici, At et A2 sont définis à l'analogie de A, notamment comme les opérateurs dans 
L2(2) et L2(%),. suivant les cas, engendrés par les opérateurs 

MO = [h-&i(ei')*0i(eiI)yi2, A2(t) = [/g-02(ei()*6>2(e
i()]1/2, 

dans £ et dans 
Des relations (3. 6), (3. 7) et (2. 1) il s'ensuit aisément que 

(3.8) $*iUh = <PQ2th pour h £8, 0 = 0 ,1 ,2) . 

Comme = <Êsî2©<Êjt, sera une application unitaire de sur 
/ l 2 L 2 (g- )©^i^ 2 (S) , et par conséquent 

(3.9) Z = ( ^ © f . O ' f . f t o 1 

sera une application unitaire de AL2(£) sur A2L2(%)®AlL2(2). Pour un élément 
de J L 2 ( 8 ) de la forme Av o ùv = ^l ( / €M(S) ) nous avons, en vertu de (3. 6), (1. 26), 
(3. 7) et (3. 2), 

ZA&l = Z<PSoPRol = (<P«2©<Pji,)iV = ($z2®$si,)(Pst2P%l+PstJ) = 

donc 

(3.10) ZAv = A20lv®Alv pour tout veL2(S). 

Vu que les éléments de la forme Av sont denses dans AL2(S), leurs transformés par 
Z doivent être denses dans A2L2(%)®A1L2(S), donc 

(3.11) {A20lv®A1v: vÇ.L2 (S)} = T2L2($)® AlL2( 8). 
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Cela étant, envisageons la transformation 

Q = tf»®*©^©^,,; 

celle-ci applique l'espace = unitairement sur l'espace 

K+ = H2(8*) © A2L2($) © ¿ ^ ( 8 ) . 

!Q,ÎQi et seront appliqués par Q sur 

H = [H2(2*)®A2L2($)®A1L2(2)]e{0201w®A201w®Aiw: w<E#2(8)}, 

Hj = [{02w'®A2w': w'£H2($)}®JJ2W)]Q 
®{020íw®A20íw®Alw. W£H2(8)} 

et 
H 2 = [# 2 (8* ) © A2L2(%) © {0}] © { ® 2 w ' © J 2 v / © 0 : w'dH2(%)}, 

suivant les cas. Cela résulte de ce que, en vertu de (1. 5) et (1.24), 

£ = [M+(2^)®Ë2®^1]Q{Ps^l®P^l®P^l: KM+(8)}, 

et en vertu de (1. 13) et la première des relations (1.23), 

& = [M+ (8*)© ®2]Q{P**f®P*J: f£M+ (%)}, 
et que ^ = § © § 2 . 

A l'opérateur U+ il correspond par Q dans l'opérateur de la multiplication 
par la fonction e"; cf. (2. 1) et (3. 8). Grâce à la relation (1. 6), à T il correspond 
dans H l'opérateur T pour lequel 

T * ^ © ^ © ^ ) = e~"[u(e") — u(0)]®e~i'v2(t)®e~itvl(t) (u®v2®vy ÉH). 

11 est manifeste que le résultat obtenu peut être reformulé en remplaçant 
{£, S* . par une fonction quelconque qui coïncide avec celle-ci. Ainsi nous 
venons de démontrer la partie a) du théorème suivant: 

T h é o r è m e 1. Soit T une contraction complètement non-unitaire de l'espace 
§ et soit {©, 0(1)} une fonction analytique contractive qui coïncide avec la 

fonction caractéristique de T. 
a) A tout sous-espace non banal £), de invariant pour T, il correspond une 

factorisation 0(1) = 02(1)0,(1) de {©, ©*,0(1)} en produit de deux fonctions 
analytiques contractives {©, g, 0i(A)} et {g, 02(A)}, telle que 

(i) aucun des facteurs n'est une fonction constante unitaire, 
(ii) la variété linéaire V = {A 2@1v@âiv:v €!?(<§,)} est dense dans 

J J J ^ q J J J W ) , 
(iii) T est unitairement équivalente à l'opérateur T, défini dans l'espace fonctionnel 

(3.12) H = [H2(®*)®A2L2($)®A1L2(®)]Q{020iw®A20lw®Alw: w£H2(®)} 
par 
(3.13) T* (u © v2 © y i) = e-"[u(e")-u(0)]®e-"v2(t)®e-"vi(t), 
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les sous-espaces de H qui correspondent à et §2 — étant 

(3.14) H i = {{02w'®A2w': w'€//2(3)}©J1L2(e)]e 

© { 0 2 0 1 w © z l 2 0 1 w © 4 i w : w£H2(Œ)} 
et 
(3.15) H 2 = [ / / 2 ( e * ) @ J 2 L 2 ( ® ) © { O } ] © { 0 2 w ' © z l 2 w ' © O : w ' Î H 2 ^ ) } . " 

b) Toute factorisation de {©, ©*, 0 (1)} en produit de deux fonctions analytiques 
contractives satisfaisant aux conditions (i) et (ii) dérive, à coïncidence près, d'un sous-
espace invariant non banal pour T, de la manière indiquée. 

Pour démontrer la partie b) du théorème, il suffit de considérer la contraction 
T, unitairement équivalente à celle donnée, qui est définie dans l'espace 

(3.16) H = [H2(<ë*)®AL2(®)]Q{0w®Aw: w£H2(®)} 
par 

(3.17) T* (m©u) = e~"[u (e") — u (0)] ®e~uv(t); 

cf. [VIII], n° 3. La relation évidente 

h-0(e'O* 0(e") = 0 X ( e " ) * [ / S - 0 2 ( e " ) * ®2(e")]@i(eil) + [h- 01(e")* 0j(e'"')] 

entraîne que 
Z ( f ) : A(t)g ^ A2(t)01(e")g®A1(Og (g€@) 

est une application isométrique de A(t)& dans P-P-> notamment 
en tous les points t où les limites radiales de 0 , Qi et 02 existent. Cela entraîne, 
à son tour, que 

Z : Av - A^^QA^ (v£L2(®)) 

est une application isométrique de AL2(&) dans A2L2{^)®AXL2{%). En vertu de 
la condition (ii) Z se prolonge par continuité à une application unitaire de AL2(& 
sur A2L2($j)®A1L2((&). En identifiant les éléments qui se correspondent par Z, 
on obtient pour H la représentation alternative (3.12), d'où il résulte la décom-
position H = H ! © H 2 donnée par (3.14) et (3.15). Dans cette représentation 
de H, T sera définie par 

T ^ w © ^ © ^ ) = e"i,[u(ei') — u(0)]®e~i'v2(t)®e~i,vl(t) (u®v2®vt£ H) ; 

H 2 est évidemment invariant pour T*, donc H t invariant pour T. 
De plus, ce sous-espace invariant est non banal. 
En effet, H 2 = {0} veut dire 

H2(®*)®A2L2(%) = {02w®A2W. w€№(@)}, 

c'est-à-dire qu'à tout couple w£i/2(©*), V£A2L2($) il correspond un tel 
que u — 02w, v = A2w et par conséquent 

0%u + A2v = 0Î02W + AZ
2W = W£H2(($). 
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Choisissons en particulier « = 0, v = A2{t)e~in'f ( / € $ ) ; il résulte que 
A2(t)2e-intf£H2(<&) et cela pour tout entier n, d 'où: A2(t)2f= 0 p .p . Puisque g 
est séparable, cela entraîne A2(t) — 0 p .p . , donc 02(e") est isométrique p.-p. 
Choisissons alors pour u une fonction constante u(X) = e* (e*Ç©*); il lui correspond 
un w£/P(@) tel que e* = 02w, c'est-à-dire que e* = 02(eu)w(e") p . p . Faisant 
parcourir e*un ensemble dénombrable {e*v}, partout dense dans ©*, et en réunissant 
les ensembles des points t exceptionnels correspondants, il résulte que sauf les 
points d'un ensemble de mesure nulle, on a pour tout t: e*vÇ02(e")& (v = l , 2, ...) 
et par conséquent Ainsi, 02(e") est p .p . unitaire (de © sur ©*). 
De la mêmè relation e* = 02(e")w(e") il s'ensuit 02(eu)*e* = w(eu), donc, si 02(Á) 

d'où il résulte : 0*,n = O, 0 2 l l = 0 ( n = l , 2, ...), donc 02(A) = 0 2 i O : Ainsi, H 2 = {0} 
entraîne que 02(Â) est une constante unitaire, ce qui contredit l'hypothèse faite. 

Un raisonnement analogue montre que Hx = {0} entraîne que 0 t(A) est une 
constante unitaire, ce qui contredit aussi l'hypothèse faite. 

Cela achève la démonstration du théorème. 

1. Commençons par la suivante 

P r o p o s i t i o n 4. 1. Pour toute fonction analytique contractive {91, 23, Î2(A)} il 
existe une fonction analytique contractive pure {91°, S30, Q°(X)}, et une seule, telle 
que 91°g91, 53°g23, Q°(A) — Î2(A)|91° et que Q'(À) = Q(X)\W est une transformation 
unitaire de 9l '=9t©9i° sur 23' = 23023°. On appellera {91°, 23°, Î2°(A)} la „partie 
pure" de {91, 23, Î2(A)}. 

D é m o n s t r a t i o n . Posons 

91'={a: a <E 91, a = Î2(0)* ¿2(0)«}, 23'= {b: b £ 23, b = Î2(0) Î2(0)*è}. 

Pour aç9l ' on a Q(0)a = Q(0)Q(0)* Î2(0)a, donc G(0)a€23', ce qui veut dire que 
Î2(0)9l'g23'. On obtient de manière analogue que Î2(0)*23'c9('; en vertu de la 
relation b = Q(0)Q(0)*b (bÇ23') cela entraîne que 23'g Î2 (0)91'. Donc Î2(0) ap-
plique 9i'. sur 23'. Cette application est unitaire parce que pour a £ 9i' on a 

a le développement en série entière o n a 

o 

Ze-in,0tne^H2{(g), 
o 

4. Quelques propositions additionnelles 

||í2(0)a||2 = (í2(0)*í2(0)a, a) = {a, a) = \\a\\2. 

Puisque Q(X) est analytique, on a pour 0 ë r < l et «691 
2rt 



Sur les contractions de l'espace de Hilbert. IX 
28 T 

d'où, pour a €21', 

M = ||fl(0)fl|| = 

et par conséquent 

(4.2) 

et 

(4.3) 

2K 2K 

¿ J Q ( r e ' ' ) a dt J \\Q(re«)a\\dt^~ J \ \ a \ \ d t = 

2K 

jQ(re")adt | = J\\Q(re")a\\ dt, 

| | C ( r e " ) a | | = l | f l | | (Oëi< 2ti). 

Désignons l'intégrale dans le second membre de (4. 1) par ar. (4. 2) entraîne que 
Q{re")a = lr{t)ar avec A/0— 0,15); d'après (4. 3), ).r(t) a une valeur constante. 
Donc Q(reu)a a aussi une valeur constante; d'après (4. 1) cette valeur doit être 
égale à Q(0)a. Ainsi, pour tout a€21' et |A|<1, on a 

Q(X)a = Q(0)a. 

En d'autres mots, Q'(X) = Í2(A)|9T est une application constante unitaire de 21' 
sur 33'. De manière analogue, Í2(A)*|33' est une application constante unitaire de 
33' sur 91'. Par conséquent, on a pour aÇ91°=9!©91' et è€33': 

(£2(X)a,b)=(a, Q(X)*b)=0, 

donc fí(A)a€33° = 33©»' , c'est-à-dire que fi°(A) = D(A)|9l° applique 91° dans 33°. 
Montrons que la fonction analytique contractive ainsi obtenue {91°, 33°, Í3°(A)} est 
pure, c'est-à-dire que ||i2°(0)a|| < ||a|| pour tout a € 91°, <n¿0. En effet, si l'on a 
||i2°(0)«|| = ||a|| pour un a € 91°, il en résulte que 

((/— £2(0)*í2(0))a, a) = ||«|¡2-||Í2(0)«||2 = | |«||2-|!i2°(0)a||2 = 0, 

d'où (/—Í2(0)*£2(0))a = 0, a = í2(0)*í2(0)fl, donc «€91'. Comme 91°±91', cela 
entraîne a = 0. 

Les décompositions 9Í = 91° ©9T, 33 = 33° ©33' que nous venons de cons-

15) Pour une fonction f i t ) ( a S i S ô ) , à valeurs dans un espace de Hilbert, faiblement continue, 
b 

on a, en posant g— J f ( t ) d t , 
a 

b b b b b 
||J7(oa||2 = [ f m d t , = J(m,g)dts J wmw-\\g\\dt = f wmwdt-wgw, 

d'où 

|//c)a|| s f »/on dt. 

Pour qu'on ait égalité, il faut et il suffit que ( f ( t ) ,g ) soit égal à l l / ( i ) I M l £ l l pour tout t, ce qui veut 
dire que f ( t ) = X(t)g avec un facteur numérique 1 ( 0 ^ 0 . 



298 В. Sz.-Nagy—С. Foiaç: Sur les contractions de l'espace de Hilbert. IX 

truire, vérifient donc les conditions de la proposition. Il nous reste à montrer leur 
"unicité. Envisageons à cet effet des décompositions quelconques 31 = 2C? ©2i i , 
23 = 23?©23î vérifiant ces conditions. Puisque Î2(0) applique 3ti unitairement 
sur 23i, on a ||a|| = ||i2(0)a|| pour aÇ3l i , ce qui entraîne ( / - i2 (0)* i2(0) )a = 0, 
•donc a€91'; par conséquent 9ii g91'. S'il existait dans 91'un élément a ^ O orthogonal 
à 9Iî, on aurait ||i2(0)a|| = ||a|| parce que a€21', et ||i2(0)a|| < ||a|| parce que a €31?: 
•contradiction. Donc 9IÎ = 91' et par conséquent 23i = i2(A)9li = Î2(A)91' = 23', 
31? = 9l©3ti = St©3l' = 31°, 23? = 23©23i = 23©23' = 23°. Cela achève la 
•démonstration. 

Le résultat que nous venons d'obtenir nous permet de compléter le théorème 2 
•de [VIII] de la façon suivante: 

P r o p o s i t i o n 4 .2 . Soit {©,©*, 0(A)} une fonction analytique contractive qui 
n'est pas une constante unitaire, et soit T la contraction complètement non-unitaire 
qu'elle engendre, c'est-à-dire que T est définie dans l'espace 

H = (77 2 (@*)©JL 2 (@))©[0w©Jw: w € # 2 ( © ) ] 
„par 

T* («*©«) = e~u [w*(e") — w*(0)] ®e~"v(t) (M* © » 6 H). 

La fonction caractéristique de T coïncide alors avec la partie pure {6°, 0°(A)} 
Je {©,©*, 0(A)}. 

D é m o n s t r a t i o n . Ici, bien entendu, on a posé A(t) = [7g — 0(ei')*0(eit)]i. 
Désignons par A°(t) la fonction analogue formée avec 0°(A). La décomposition 

= @'©@° entraîne de manière évidente la décomposition L2(@) = L2((S)'© 
©L2(©°) et avec cela la décomposition 7/2(@) = HW)®H2(<&°). Puisque 0'(A) 
est une constante unitaire, on a A(t)v(t) — 0©J°(Î ) Î ; 0 ( Î ) pour toute fonction 
v = v' ®v° £L2(&). Par conséquent, 

{0w®Aw: W£H2(<&)} = {0'iv'©0°M'°©zlovvo: iv'€/72(®'), w 0 e # 2 ( © 0 ) } , 

donc, vu que 0'7Ï2(<§') = 77 2(0 '©') = H 2 ( ^ ) , 

{0w®Aw: wÇ/72(®)} = H2(^)®{0°wo®Aowo: w°<E772((S)}. 

.11 s'ensuit que si w*©u£H, on a m*_L/72(©;L), donc w*£//2((5£). Par conséquent, 
l'espace H s'identifie de façon naturelle à l'espace 

H° = [H2 (<g°) © A°L2 (©«)] © {0° © A0w° : w° € H2 (6°)} 

et T à l'opérateur T°, défini dans H ° par 

T°*(w°@t>°) = e~"[u^.(ei') — (0)] ®e~uv°(t) («°©i;0€ H°). 

Or, puisque la fonction {6°, 0°(A)} est pure, théorème 2 de [VIII] affirme que 
la fonction caractéristique de T°, ou, ce qui revient au même, celle de T, coïncide 
avec {(5°, 0°(A)}. Proposition 4. 2 est démontrée. 

(T X ) 

q la forme triangulaire de T suivant 
la décomposition = Î>I©£>2 et soit 0 = 0 2 0 t la factorisation de la fonction 
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caractéristique de T, correspondant au sous-espace invariant Nous sommes 
à même d'ajouter au théorème 1 la suivante 

P r o p o s i t i o n 4. 3. Les fonctions caractéristiques de 7\ et T2 coïncident, selon 
les cas, avec les parties pures de 01 et 02 • 

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit d'envisager le modèle fonctionnel de T, donc 

t = (OTJ- P u i s q u e T * = (x*Tf) ' o n a 

T ! = T*|H 2 et T î = P j T * |Hj f 

PI désignant la projection orthogonale dans- H sur H J . 
Pour T 2 l'assertion découle de manière évidente de la définition (3. 15) de 

H 2 et de la proposition 4. 2. 
Quant à T j , observons d'abord que, grâce à la définition (3. 14), les éléments 

de H appartenant à H j sont ceux de la forme 

02w®A2w®v OÙ W € H 2 ( $ ) , vÇA^i®) 
et 

0* 0Î (02w) + 0U2(.^2w) + A1v±H2((B): 

la dernière condition se réduit évidemment à ce que 

(4.4) ©Îw + A ^ L H 2 ^ ) . 

Pour @2w©2l2M'©7;ÇH1 nous avons, en vertu de (3. 13), 

T*(02w®A2w®v) = e-i'[02w-02(O)w(O)]®e-itA2w®e-"v = 

= (02wi®A2w1®vi) + (w2®v2®O) 
où 

^ ( X ) = 0 2 W - 6 > 2 ( O ) w ( G h V2 { t ) = e _ u ^ ( ( ) ) K 0 )_ 

Grâce à (4. 4) on a 

0ïw1 + A1v1 = e-"(0îw + Alv)-e-i,0îw(O)±ff2(&), 

donc on voit que 02w1®A2w1®v1ÇH1. D'autre part, on a w2®v2®0 6H 2 parce 
que, évidemment, 

0%W2+A2V2 = e~''W(0) — e~u02(e")* 02(O)W(O)±H2{$). 

Ainsi, 

TÎ(02W®A2W®V) = P J T * ( É ) 2 W ® A 2 W ® v ) = 01Wi®A2Wi®vl. 

En se servant de la transformation 

02W2®A2w — w (w£H2(%j) 
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qui applique {02w®A2w: w£H2($)} unitairement sur on peut donc 
identifier l'espace H x à l'espace 

H i = [ / / 2 ( 3 ) © J 1 L 2 ( ( £ ) ] © { 0 1 H ' © J 1 w : w<£/P(@)} 

et Tx à l'opérateur T^ de H 1 ( défini par 

Tf (vf©y) = Wi©«!. 

On peut alors appliquer la proposition 4. 2 et on obtient que la fonction caracté-
ristique de T j coïncide avec la partie pure de 0 j . 

Cela achève la démonstration de la proposition 4. 3. 

3. Il convient d'ajouter quelques remarques concernant la condition (ii) du 
théorème. I 6 ) 

P r o p o s i t i o n 4.4. La condition (ii) est équivalente à la condition suivante: 
(ii)' la variété linéaire V(i) = {/d2( i )6>i(e i ' ) e©^i0') e : e£©} est dense dans 

Pour presque tous les t. 

D é m o n s t r a t i o n . Supposons que (ii) est vérifiée et envisageons en particulier 
deux fonctions constantes e(t)=e,f(t)=f ( e € © , / € $ ) . Il s'ensuit qu'il existe une 
suite {u„} d'éléments de L2((t) telle que A201v„®Alv„ tend vers A2/®A1e dans 
dans la métrique de l'espace L2($)©L2(©), c'est-à-dire en moyenne, d 'où il s'ensuit 
que si l'on remplace la suite {v„} au besoin par une suite partielle convenable 17), 
Az{t)@\(ei')vn(t)®Ai(t)vn{t) tend vers A2(t)f®A1(t)e même p . p . (dans la métrique 
de g©©) . Cela prouve que A2{t)f@Ax{t)e£\(t) p. p. En faisant parcourir e et / 
deux ensembles dénombrables {e„} et {/„,}, denses dans © et il résulte que 
A2(t)fm@Ai{t)en 6 V(/) pour tous les / à l'exception des points d'un ensemble de 
mesure nulle, indépendant de n et m. Pour tout t non exceptionnel on aura alors 
J 2 ( i ) S © ^ i ( 0 ® i W ) , donc (ii) entraîne (ii)'. 

Supposons, inversement, que (ii)' est vérifiée, et envisageons un élément v2®vx 
de AL2C^)® AiL2{^,), orthogonal à V, c'est-à-dire tel que (v2, A20lu)-[-{vi, Axu) = 0 
pour tout M£L2(©). On a alors 01(e i ' )*^2( i)y2(O + ^ i O > i ( O = 0 P- P-> e t P a r 

conséquent, pour tout t non exceptionnel, v2(t) © vl(t)± V(i). Or, comme 
on a y 2 ( / )©u 1 ( i )€^ l 2 ( i )S©^i(0© P-P' . donc, en vertu de 

16) En vertu du théorème 1, les factorisations de la fonction caractéristique de T qui ne 
vérifient pas la condition (ii), ne correspondent pas à des sous-espaces invariants pour T. Mais 
elles correspondent à des sous-espaces invariants de certaines contractions dont la partie complè-
tement non-unitaire est égale à T. Notamment, en partant du modèle fonctionnel (3. 16)—(3. 17) 
pour T, on doit ajouter à cet espace H l'espace orthogonal 

W = [ ¿ h Z 4 5 ) ® ¿JiL2(©)]©V 

et de prolonger T en la définissant dans W comme multiplication par e' ' , pour arriver à l'espace 
et l 'opérateur définis par (3. 12) et (3. 13) et aux sous-espaces de cet espace définis par (3. 14) et 
(3. 15). — Pour des indications additionnelles dans cet ordre d'idées, cf. [1]. 

17) Notamment telle que 2 IK^b 0 i î j „ © A i v „ ) - ( A i f ® ¿ f i e ) | | < ~ . 
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(ii)', on doit avoir v2(t)®vl(t) = 0 p .p . Par conséquent, v2®vt — 0. Ainsi, le 
seul élément orthogonal à V est le 0, donc (ii)' entraîne (ii). 

R e m a r q u e . La condition (ii)' est vérifiée en particulier dans le cas où la fonction 
02(Â.)} est intérieure. 

En effet, on a alors A2(t) = 0 presque partout. 
P r o p o s i t i o n 4.5. Dans le cas où 0 (1) est une fonction intérieure, la con-

dition (ii) veut dire que Q t(!) et 02(À) sont aussi intérieures. Si 0(eu) est même 
unitaire p.p., (ii) veut dire que 0v(eu) et 02(e") sont aussi p.p. unitaires. 

D é m o n s t r a t i o n . Comme 0j(A) et 02(1) sont des fonctions analytiques 
contractées, l'hypothèse que le produit 0 2(e") 0 ¡(e'') = 0(e") est isométrique p. p. 
entraîne que 0^") est isométrique p. p., donc Ai(t) = 0 p. p. Ainsi, (ii)' se réduit 
à la condition 
(4.5) ¿ 2 (O0 i (e" )@ = / l 2 ( 0 3 P-P-
Comme de plus 

0i(ei')*A2(t)201(ei<) = 0 1 ( e i O*0 1 ( e i , ) -0 ( e " )*0 (e 'O = / - / = O, 

on a A2(t)0l(elt) = O, p. p., donc en vertu (4. 5), A2(t)% = {0}, ce qui veut dire 
que A2(t) = 0 P-P-> c'est-à-dire que 0 2 (c i ' ) est aussi isométriquç p .p . Lorsque 
0 (e" ) est même unitaire p. p., on a / = 0(eu)0(e")* = 02(e")0¡(e")0¿e")*02(e")* 
et par conséquent 0 2 (e i ' ) ^ = ©;t!, donc 02(e ' ' ) est non seulement isométrique, mais 
aussi unitaire, p. p., et il en est alors de même pour 01(ei,) = 02(eit)~1 0(e"). Cela 
achève la démonstration. 

La fonction caractéristique de T est intérieure si T*n->-0 (n — °o), et dans ce 
cas seulement (cf. [VIII], n° 4). Comme le cas d'une transformation linéaire bornée 
quelconque peut être réduit à celui-ci par multiplication par un facteur numérique 
positif convenable, le problème de trouver les sous-espaces non banaux, invariants 
pour une transformation linéaire bornée quelconque, se ramène à trouver les facto-
risations des fonctions analytiques contractives pures intérieures en produit de 
deux fonctions intérieures. Une réduction est possible même au cas où 11711 < 1 , 
la fonction caractéristique 0 r ( l ) étant alors unitaire sur la circonférence unité et 
analytique même sur cette circonférence (cf. [VIII], n°5): le problème des sous-
espaces invariants est donc équivalent au problème des factorisations de telles 
fonctions en facteurs contractifs analytiques dans le cercle unité et unitaires sur la 
circonférence. Malheureusement, le problème de telles factorisations est ouvert, 
du moins dans le cas général où la dimension de l'espace en question est infinie. 

Par contre, dans certains cas où la fonction caractéristique de T n'est pas inté-
rieure, nous pouvons dès maintenant faire usage de notre théorème 1 pour construire 
des sous-espaces invariants; les cas considérés diffèrent des exemples connus jusqu'à 
présent d'opérateurs possédant des sous-espaces invariants. 

5. Quelques théorèmes généraux sur les fonctions analytiques à valeurs opérateurs 

1. Soit N(t) (0^t^2n) une fonction à valeurs opérateurs autoadjoints dans 
l'espace de Hilbert (séparable) fortement mesurable, et telle que O ^ N ( t ) ^ I . 
Elle engendre par (Nv)(t) = N(t)v(t) un opérateur N dans l'espace L2(%), qui est 
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aussi autoadjoint et tel que O ^ N ^ I . Désignons par U* l'opérateur de la multi-
plication par la fonction scalaire e" dans L2(@) ; U* est unitaire et permute évidemment 
à N. 

La proposition suivante est connue; cf. LOWDENSLAGER [7]. 
P r o p o s i t i o n 5. 1. a) Lorsque la condition 

(5. 1) f | U*"NH2(®j = {0} 
neo 

est vérifiée, il existe une fonction analytique contractive extérieure {©, g, 0(A)} telle 
que 
(5. 2) N(t)2 = 0 (e")* 0 (e") p. p. 

b) Inversement, la condition (5. 1) est toujours vérifiée lorsque N(t) est de la 
forme (5. 2) où {6, g, 0 (A)} est une fonction analytique contractive quelconque. 

D é m o n s t r a t i o n . Ada). Puisque N permute à Ux, le sous-espace 3l = NH2(®) 
est invariant pour U*. La condition (5. 1) veut dire que la restriction de Ux à 9Î n 'a 
pas de partie unitaire. Donc 9Î a la décomposition de Wold de la forme suivante: 

9} = © = Af + (g ) où g = 9î©£/*9î. 
o 

Il est évidemment possible d'identifier les fonctions constantes dans Z,2(@) à leurs 
valeurs dans © et de plonger de cette façon l'espace © dans l'espace L2(6) comme 
un sous-espace de celui-ci. Ce sous-espace © est évidemment ambulant pour U* ; 
on a 

L2(©) = © £/*"© = M(©), 1ï2(©) = © £/*"© = M+ (©). 
— oo 0 

On a donc 
JVÀf+(@) = vV772(©) = = M+fâ). 

Ainsi, nous pouvons appliquer le lemme du n° 2 au cas 9Î = =£2(©), U = U ' = 
= UX, 21 = ©, 2 t ' = $ et Q = N. Nous obtenons qu'il existe une fonction analytique 
contractive extérieure {©, 0(A)} telle que 

(5.3) (P^Nv = 0(e")v(t) pour v£L2(&); 

ici on a fait usage du fait que <Psv=v parce que © est le sous-espace de L2(©) des 
fonctions contantes. 18) 

Puisque est unitaire, (5.3) entraîne pour v, z/€L2(©) quelconques: 

(Nv, Nv')Lm = &%Nv')Liiri) = (0v, , 
donc 

2K 2n 
f (N(t)2v(t),v'(t))vdt = f (0(ei')*0(ei,)v(t),v'(t))@dt, 
0 0 

d'où il s'ensuit (grâce aussi à la séparabilité de ©) l'assertion (5. 2). 

18) En effet, u=ZU*"e„ (e„ê@) veut dire que 

(0<su)(t) = 2ei"'en = u(t). 
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Ad b). Pour uÇL2(@) définissons Y par 

Y(NV) = Qv. 

En vertu de (5. 2), Y est une isométrie de NL2(Q£) dans L2(3), qui s'étend par con-
tinuité à une isométrique de NL2(&) dans L2(%). En désignant par Ux et F* 
l'opérateur de multiplication par la fonction e" dans L2(&) et L2(%), selon les cas» 
il résulte que YU* =VXY dans NL2(&) et par suite 

Y n U*nNH*(!8)Ç f | V*n0H2(<S) g n VxnH2(%) = {0}; 
nso neo nso 

la dernière égalité s'ensuit de ce que VxnH2(%) est composé des fonctions analy-
tiques dont les premiers n coefficients de Taylor s'annulent. 

Y étant isométrique, les relations ci-dessus entraînent (5. 1). 

P r o p o s i t i o n 5 .2 . a) Soient {©, ©*, 0(1)} et {©, 0].(A)} deux fonctions 
analytiques contractées, dont la seconde est extérieure, et supposons que 

(5.4) 0 ! (e'O* 0 1 (e") — © (e")* 0 (e") p. p. 

Il existe alors une fonction analytique contractive {§ ,©*, 0 2(1)} telle que 

(5.5) 0(A) = 0 2 ( 1 ) 0 ^ ) (|1| < 1). 

b) Lorsque dans (5. 4) il y a égalité p. p., la fonction 0 2 (1) est intérieure. Si* 
de plus, 0(1) est extérieure, alors 02(1) est une constante unitaire. 

D é m o n s t r a t i o n . Ad a). (5.4) entraîne 

Il 0 1 u IIL2©) S II @f II L\<$) pour tout V Ç L2 (©). 

Ainsi, on définit par la formule 

(5.6) X(01v) = 0v (I>€£2(@)) 

une contraction X de 0 , L2((S) dans L2(©+), qui s'étend alors par continuité à une 
contraction X de 0 , L 2 ( S ) dans L2(©*). Puisque 0X(1) est extérieure, on a 
01H2(®) = H2($) et par conséquent 0lL2{®)=L2Ç$). Comme 0y£/ / 2 (@*) pour 
vZH2(Q), parce que 0 (1 ) est analytique, on a 

XH2($) = XWJPW) g ®H2(@) g #2(©*)-

En désignant par (7* et F" la multiplication par eu dans l'espace L2(©*) et dans-
l'espace L2(§), il résulte de la définition (5. 6) de X qu'on a aussi XV* =U*X dans-
JL2(§). Ainsi, on peut appliquer le lemme du n° 2 au cas 9i = L2($), 9î' = L2 (©*),. 
U= V*, U'= U£, = = (où § et © sont considérés comme sous-espaces, 
des espaces correspondants L2, constitués des fonctions constantes), et Q — X. Il 
résulte qu'il existe une fonction analytique contractive {$ ,©*, 02(A)} telle que-

(5.7) Xw = 02(ei<)w(t) pour tout w £ L 2 ( g ) ; 

on a fait ici usage de ce que, grâce au choix particulier des sous-espaces ambulants. 
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et on a $®*h = w pour w6L2(©*) et $%v = v pour i>£L2(§). En particulier, 
pour w = 0iv (ü€¿2(@)), (5. 6) et (5. 7) entraînent 

0 ( e " ) v ( t ) = 02(e")01.(ei')v(t) p. p. ; 

vu que v est arbitraire et que l'espace © est séparable, cela donne 
0 (e") = 0,2 (e")01 (e") p .p . , 

d'où il résulte la relation (5. 5); cf. note 14). 
Ad b). Lorsque dans (5. 4) il y a égalité p. p., l ' e s t isométrique. Par conséquent, 

en vertu du point c) du lemme du n°2, la fonction 02(A) est intérieure. Si de plus 
la fonction 0(A) est extérieure, on a XH2(%) = XQi H2(d) = 0H2(&) = H2(©*), d'où 

X% = X[H2(%)QV*H2{%)} = H2(®jeU£H2(®*) = g* 

donc applique $ unitairement sur (S*. Par suite, en vertu du point "b) du 
lemme, la fonction 02(A) est constante unitaire. 

R e m a r q u e . Les propositions 5. 1 et 5. 2 nous permettent d'obtenir une fac-
torisation en facteurs extérieur et intérieur de toute fonction analytique contractive 
{©, 6* , <9(A)}. En effet, il existe, en vertu de la proposition 5. 1, une fonction analy-
tique contractive extérieure {(S, % 0e(A)} telle que 

0e(e")* 0e(eu) = 0(e")* 0(e") p .p . 

En appliquant ensuite la proposition 5. 2 on obtient qu'il existe une fonction analy-
tique intérieure {%, 0¡(A)} telle que 

0(A) = 0 ;(A)0c(A) (|A|<1). 

C'est ce qu'on appellera la factorisation canonique de 0(A) en facteurs extérieur 
0„(A) et intérieur 0¡(A). Elle est déterminée de manière univoque dans le sens que 
si 0(A)'=0¡(A)0¡(A) est une factorisation de même type, avec un espace intermé-
diaire peut-être différent, il existe une application unitaire Z de § sur g ' telle que 

0'e (A) = Z0e(A) et 0/(A) = 0 i (A)Z- 1 (|A| 1). 
Cela s'ensuit aussitôt de la proposition 5. 2, b). 

P r o p o s i t i o n 5 .3 . Soit 0(A)} une fonction analytique contractive 
*-extérieure, c'est-à-dire telle que la fonction {©*, S, 0~(A)}, où 0~(A) = 0(A)*, est 
extérieure, et posons N(t) — [0 (e'')* 0 (e'')] Soit a un ensemble mesurable dans 
l'intervalle [0, 2n) et définissons 

Nx{t)=h dansa, et Nx(t) = N(t) dans a'=[0,2n)-a. 

Il existe alors deux.fonctions analytiques contractives, {©, g, 0X(A)} et {g, 02(A)}, 
dont la première est extérieure, telles qu'on ait 

(5.8) Ara(O = [0 1 ( e
i O*0i(e i ' ) ] , / 2 P. P. 

et 
(5.9) 0(A) = 02(A)01(A); 

de plus cette factorisation de 0(A) vérifie la condition (ii) du théorème 1. Dans le 
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cas où la fonction {©,©'*, 0(A)} n'est pas intérievre, l'ensemble OL peut être choisi 
de façon que 0 (e") ne soit pas isométrique aux points d'un ensemble de mesure positive 
dans a ainsi que d'un ensemble de mesure positive dans a ' ; la factorisation obtenue 
vérifie alors aussi la condition (i). 

D é m o n s t r a t i o n . Puisque NJjt) ^N{t) partout, on a II Nav\\l\<s) ^ IliVullx.2(G) = 
= ll®tfllL*(G„) pour v£L2(&), donc on définit par 

(5.10) r(N.v) = 0v (t>6L2(g)) 

une contraction Y de NaL2(<&) dans L2(©+), qui s'étend par continuité à une contraction 
de A',L2(G) dans L2(&+). En désignant par Uy et l'opérateur de la multiplica-
tion par e" dans L2(6) et L2(©*), suivant les cas, il résulte de (5. 10) que YU* = 
= U£ Y dans NaL2(&). On en déduit la relation 

Y n U*NNXH2(&) g n U™MPW) i f l = {0}. 
nëO nfeO nSO 

Afin d'établir la condition (5. 1) pour N J f ) , il ne reste donc qu'à démontrer 
que le seul élément w£NaL2(&) pour lequel Yw = 0, est vv = 0. Cela revient à dé-
montrer que si {vn} est une suite d'éléments de L2(©) telle que 

Navn-+w et 0y„—0 (convergences!.2), 

alors w = 0. En remplaçant la suite au besoin par une suite partielle 19) on aura 
même 

Nx(t)vn(t) -MO et 0(eu)vn(t) - 0 p .p . 

Ainsi, on a p.'p. dans a 

0(eu)w(t) = 0(e") lim Na(t)v„(t) = 0(e'Y) lim [>„(/) = lim 0(e")vn(t) = 0 n n n 

et p. p. dans a.\ 

| |0(e ' ' ' )w(ONIk(OII - lim IIN.(t)vn(i)ll = lim ||0(e")v„(t)\\ = 0, n n 
donc 

0(e")w(t) = 0 p .p . 
et par conséquent 

2n 2n 

(5.11) f (w(2n-t), 0~(e ' ' )y (O)e^ = / {0(e-u)w(2n-t),v(t))Stdt = 0 
o o 

pour toute fonction yÇZ,2(©+). Comme 0 ~ est extérieure, 0~# 2 (@*) est dense 
dans H2(<&) et par conséquent 0~L2(©*) est dense dans L2(S), donc (5.11) 
entraîne w(2n — t) = 0 p .p . , donc w = 0. 

En vertu de la proposition 5. 1 il existe donc une fonction analytique contractive 
extérieure {©, 0 T ( A ) } telle que Nx(t) = [0¿e")*0¿e1')]* p. p., et puisque Nx(t)^ 
S N ( t ) il existe en vertu de la proposition 5. 2 une fonction analytique contrac-
tive {g, ©*,02(A)} telle que 0 = 0 2 0 ! . 

, 9) Notamment telle que ¿ ' | | A r a f n - v i ' | | < ~ et S | |6>u, | |<~. 

A 20 
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Al (O2 = h - e x (e")* ©I (e'o = h-N«(t)2 = O p. p. dans a, 
done 
(5.12) A2(t)0i(e") = O p .p . dans a ' et A^t) = 0 p. p. dans a. 

Soient vL, v2 deux fonctions quelconques dans L2(@) et posons 

(5. 13) v(t)=v1(t) dans a ' et v{t)=v2{t) dans a; 

on aura alors u£Z,2(@) et, en vertu de (5. 12) et (5. 13), 

¿ 2 ( O 0 t ( e " M O © ¿ i ( O » ( O = A2(t)01(e")v2(t)®Ai(t)v1(t) p. p. 
ou en bref 
(5. 1-4) id201t;©J1î> = A201v2®A1v1. 

Comme 0 ¡ est extérieure, 0 lH2{(S) est dense dans H2(%) et par conséquent 
@1L2(@) est dense dans L2(y). Lorsque vY et v2 varient dans L2((S,), le second membre 
de (5. 14) parcourt donc un ensemble dense dans A2L2(^)@AlL2(<S), ce qui achève 
la démonstration de ce que la condition (ii) est vérifiée. 

En cas où la fonction 0 (A) n'est pas intérieure, il existe par définition un ensemble 
Q de mesure positive dans [0, 2N), aux points duquel N(t) ^H', on périt donc choisir 
a de sorte que a fl Q et a ' D Q soient de mesure positive. Montrons qu'aucune des 
fonctions 02(A) n'est alors une constante unitaire. En effet, si 02(A) était 
une constante unitaire, on aurait 

||iV(i)ell =ll0(e i ()e| | =l |01(e")e | | =11^(0^11 pour tout e€@, p .p . , 

et par conséquent N(t)=N!l(t) p .p . , ce qui n'est certainement pas le cas pour 
t£uf)g. De même, si 0,(A) était une constante unitaire, (5. 8) entraînerait Na(t) =7® 
p .p . , ce qui n'est pas le cas pour i Ç a ' f l e . 

Cela achève la démonstration de la proposition. 

2. Pour les fonctions numériques 0(A), analytiques et bornées dans le disque 
unité et telles que 0 (/) ^ 0, log|0(e") | est intégrable (théorème de SZEGŐ), de 
plus on a l'inégalité20) 

où l'égalité a lieu si la fonction 0(A) est extérieure et dans ce cas seulement21). 
Ces faits s'étendent aux fonctions à valeurs opérateurs de la façon suivante: 

2 0) Admettant la valeur — ~ pour le premier membre. 
21) Cf. [6], p. 52 et p. 62. 

o 
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P r o p o s i t i o n 5. 4. a) Pour toute fonction analytique contractive {(S, 6* , 0 ( A ) } 
et pour tout /€© tel que 0(A)/?É 0, la fonction log| |0(e' ')/ | | est intégrable et on a 
l'inégalité20) 

2it 

(5. 15) log || 0(0)/1| =1 ¿ / l o g l|0(«")/ll dt. 
o 

b) Pour que dans (5. 15) on ait égalité pour tout f tel que 0 (A)/^O, il faut et 
il suffit que dans la factorisation canonique de 0 (A) le facteur intérieur soit constant. 
Dans ce cas on a même 

2n 

(5.16) - = o < log | |0(A)/| | = ¿ y P ( r , T - O l o g | | 0 ( e " ) / | | A (A = ré\ 0 ^ r ^ 1) 
o 

pour tout f tel que 0 (A) /^O; P(r,t) est le noyau de Poisson. 

D é m o n s t r a t i o n . Envisageons une fonction analytique contractive extérieure 
{©, ©*, 0(A)} et posons 

JV(i) = [0(c")* 9(e")]V>. 

Soit Z l'application isométrique de 0//2((S) dans NH2(&) définie par 

Z0u = Nu (ueH2((S)). 

Puisque 0 est extérieure, Z se prolonge par continuité en une application unitaire 
de i/2(@*) sur ï i = NH2(®). En désignant par Ux et t/£ l'opérateur de multipli-
cation par e" dans ÏÏi et ff2(&*), selon les cas, on a évidemment ZU£ = UXZ et 
par suite (grâce à ce que Z est unitaire) 

Z(I- Ux Ux*) = ( / - U* UX*)Z. 

Mais comme pour tout w(A)Ç//2(@*) on a évidemment 

(!-U*Uï*)u = u( 0), 

on obtient en particulier 

(5.17) Z[0(O)/] = ( / - Ux Ux*)Z0f = ( / - U* Ux *) Nf (/€©). 

Ici, le dernier membre est la projection orthogonale de Nf sur 9Î©(7X9Î, projection 
que nous désignerons par Pf. Puisque Z est unitaire, il résulte de (5. 17): 

(5-18) ||0(O)/|| = \\Pf\\. 

Désignons par dlf le sous-espace de -Je sous-tendu par les éléments 

Ux"Nf (n = 0 ,1 ,2 , . . . ) ; 

on a en particulier N f ^ f . Soit pf la projection orthogonale de Nf sur 31 fQ Ux%lf. 
Nous allons montrer que 
(5.19) Pf=Pf. 
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Comme on a 

il n'y a qu'à prouver, à cet effet, que pf±Ux$l. Dans ce but observons d'abord 
que UxnNf£Ux<$lf (n = 1,2, ...) et par suite 

(5.20) (pf,Ux»Nf) = 0 ( « = 1 , 2 , . . . ) . 

Introduisons pour tout h = 1 ,2 , . . . la forme sesquilinéaire 

[/j./zL = (>/,> U*nNf2) ( f u f i t ® ) . 

En vertu de (5. 20) on a [ / , / ] „=0 pour tout / € © , d'où 

4[A ,/2]„ = [ f i +fi,A + / 2 L - [fi ~ f i . f i - f i l + 
+ '[/• + ifi.Â + if2]„ - / [ / , - i f 2 , f y -if2]n = 0 C / i , / 2 € 

donc 
(pJtU*«Ng) = 0 (/", *€<£;« = 1 ,2 , . . . ) . 

Or, les éléments Ux"Ng (g€©; w = 1, 2, ...) sous-tendent C/X9[î, donc /?y est ortho-
gonal à Ux3l pour t o u t / 6 6 , ce qui achève la démonstration de (5. 19). 

Soit maintenant /6© tel que 0 ( 0 ) / V 0 . En vertu de (5. 18) et (5. 19) on a alors 
PF^O. D'autre part, en désignant par A0 l'ensemble des polynômes numériques 
s'annulant à l'origine on a 

0*\\p,\\2 = inf{||Ar/—g||2: gtU*®,} = mf{\\Nf-<p(U*)Nn2: <p£A0} = 
2K 

= i n f - L / \ \ - c p { e ' ' ) \ 2 \ \ N { t ) f V d t . 
(pMO •¿'t J 0 

Or, en vertu d'un théorème de SZEGŐ22), ce dernier infimum est égal à 
2K 

exp / l o g ||JV(0/H2 dt . 
o 

Par conséquent, en vertu de (5. 18) et (5. 19) on a 
2K , 2K 

log | |0(O)/| |2 = ¿ / l o g \\N(t)f\\2dt = ¿ / l o g | |0(e")/ l l2 dt, 
0 0 

ce qui montre en particulier que log| |0(e")/ | | est intégrable et que (5. 15) subsiste 
avec le signe d'égalité. Cela, repétons-le, pour toute fonction extérieure 0(1) et 
tout vec teu r /6© tel que 0(O)/VO. 

Remplaçons la dernière condition par celle moins exigente 0(A)f?é 0; il ne 
restreindra pas la généralité de supposer aussi que | | / | | = 1. Désignons par A F 
l'ensemble des points À (|A| < 1) où 0 (A) /^O; puisque la fonction 0(X)f est analy-
tique, l'ensemble AF épuise le disque unité ouvert sauf peut-être un ensemble dénom-

») Cf. [6], p. 49. 
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brable de points, ne s'accumulant pas dans l'intérieur du disque. Pour |AA | -= 1 
envisageons la fonction 

0i(A) = ©((A + A O a + Â i l ) - 1 ) 

qui est aussi analytique contractive et même extérieure, conséquence du fait, facile 
à démontrer, que les homographies de type envisagé engendrent des transformations 
linéaires bicontinues des espaces H 2 en question sur eux-mêmes. Lorsque A 1 €A f 
on a &1(0)f=&(A1)f9* 0 et par conséquent 

2n 

log IIGiiO)/! = i . j\o% W&^fW dt, 
o 

d'où par la substitution 
(e^ + ljHl+V1)-1 = e" 

il résulte 
2« 

(5.21) - c o < l o g l l © ^ ) / ! ! = ¿ y P ( r u Tt - 0 l o g \\0(e")f\\ dt, 
o 

P(r, t) étant le noyau de Poisson et Ât =rle'". Puisque | |/ | | = 1 entraîne log| |0(e")/ | | = 
S 0, et comme, d'autre part, 

(5.22) (0=§r<l ) , 
1 -t- r i — r 

de (5. 21) on déduit que 
2it 

— - è i T T r / 1 0 8 « 0 ^ 1 1 ^ 
0 

donc log| |0(e")/ | | est intégrable. Cela entraîne, à son tour, que le troisième membre 
de (5. 21) est une fonction finie et continue de A, =r 1 e" 1 dans tout l'intérieur du 
cercle unité. Comme |'|0(Ai)/|| aussi est fonction continue de Xlt la relation (5. 21), 
démontrée pour AlÇAf, s'étend par continuité à tout ÀL, l i j < 1. Cela prouve 
(5. 16) pour toute fonction 0(A) extérieure et tout / tel que 0 ( 1 ) / ^ 0 et | |/j| = 1 ; 
la dernière condition peut être omise en envisageant //1|/ | | au lieu de / . 

Passons au cas d'une fonction analytique contractive quelconque {©, ©*, 0(1)}. 
Soit 0(A) = 0 i(A)0e(A) sa factorisation canonique en facteurs extérieur {©, 0 /A)} 
et intérieur {g,®*, 0;(A)}. P o u r / 6 ® tel que 0 (A) /^O on a aussi 0 / A ) / ^ O et 
par suite la fonction log||0(e' ')/ |!, étant égale p .p . à la fonction log||0e(e i ()/| | , 
est intégrable et de plus 

2n 

(5.23) Il©(0)/1| = | |0 /0)0 , (0) /1 | == ||0e(O)/|| = exp J l o g | |0(e")/ll dt . 
o 

La condition 0(A)/=<ÉO étant équivalente à la condition 0e(A)/?É0, et celle-ci, 
en vertu de ce qui précède, équivalente à la condition 0 / 0 ) / ^ 0, on aura 
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égalité dans (5. 23) pour tout / t e l que 0 ( 1 ) / si, et seulement si l'on a l'égalité 

(5.24) l|0«(O)0(>(O)/|| = ||e,(O)/|| 

pour tout / tel que 0 <_(())/# 0. Comme l'égalité (5. 24) est évidemment vérifiée si 
©e(0)/=0> elle doit être valable pour tout / £ ® . Or, 0 e ( l ) étant extérieure, on a 

(5.25) © e № = % 23) 

Par conséquent, pour que (5. 24) subsiste pour tout / € ®, il faut et il suffit que 
ll®i(0)f 11 = 11 fil subsiste pour tout g £ $ . Or, cette condition est évidemment vérifiée 
si 0 ;(1) est une constante isométrique et il résulte de la proposition 4. 1 qu'elle est 
vérifiée dans ce cas seulement. Cela achève la démonstration de la proposition 
5. 4. 

P r o p o s i t i o n 5. 5. Soit ®*, 0(1)} extérieure, a) Pour un / 6 ® , la fonction 
0 ( 1 ) / s'annule ou bien en chaque point 1 ( |A|<1) ou bien en aucun, b) 0 (1) admet 
une inverse au sens strict24) ou bien en chaque point X (|A| < l) ou bien en aucun. 

D é m o n s t r a t i o n , a) est évident de ce qui précède. Quant à b), observons 
d'abord que (5. 16) et (5. 22) entraînent 

- ° ° < ^ l o g l l 0 ( O ) / | | S l o g | | 0 ( l ) / | | ^ i ^ l o g | | 0 ( O ) / | | ( | l | = r < 1) 

pour tout / 6 ® tel que H/ll — 1 et 0 ( 1 ) / ^ 0, d'où il résulte que, dans les mêmes 
conditions, 

log | |0(Ai)/ | | ^ - r r r T X T l o g II® 0*2)/11 P ° u r M = 0 = 1,2). 
l T ' 1 r 1 ' 2 

Supposons que © ( I J - 1 existe au sens strict. On a alors pour tout / 6 ® tel que 
| |/ | | = 1 et pour tout 12 

(5.26) l l © ^ ) - 1 ! ! " 1 = inf 110(1,^11 ^ © ( l O / I N | | 0 ( l 2 ) / l h 2 

il»ll = i 
où 

D'autre part, pour toute fonction extérieure {®, ®*, 0(1)} on a 

(5.27) 0(1)® = ®* ( |1 |<1).2 5) 

Les relations (5. 26) et (5. 27) entraînent que 0 ( 1 2 ) _ 1 existe aussi, au sens strict, 
et que 
(5.28) 1ll = 1ll1/012 -

Ainsi, le point b) de la proposition 5. 5 est démontré. 

" ) En effet, g et ^ _L 0„ (0) (5 entraînent que la fonction constante g(X) = g est orthogonale 
dans J ï 2 ® ) à 

24) C'est-à-dire une inverse définie partout dans et bornée. 
" ) Cette proposition se réduit au cas -1=0, envisagé plus haut (5. 25), par une homographie. 
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P r o p o s i t i o n 5. 6. Soit {©, (S*, 0(1)} une fonction analytique extérieure telle 
que 0 ( O ) - 1 existe au sens strict et que 0(e") soit isométrique pour presque tous les 
points e[[ d'un arc a> de la circonférence unité. On peut alors prolonger 0 (1) analyti-
quement au travers de co à tout l'extérieur du cercle unité. 

D é m o n s t r a t i o n . Commençons par le suivant complément à la relation 
(5.27): Pour toute fonction extérieure {©,©*, 0(A)} on a 

(5.29) 0 (e" )e = (S* p .p . 

En effet, de 0H2(f&) = iï2(©*) il s'ensuit en particulier que pour toute fonction 
constante e*(f) = e*ç(S* il existe une suite d'éléments un£H2(&) telle que 0w„ -<-e* 
dans 7/2(©*); en passant au besoin à une suite partielle on aura même 0 (ei!) u„(e'') — 
—e* p. p. Grâce à ce que (S* est séparable il en résulte (5. 29). 

De cette manière (5. 29) et notre hypothèse que 0 (e") est isométrique p. p. 
sur a> entraînent que 0 (e") y est même unitaire p. p. 

Observons ensuite que si pour u n / 6 © on a 0 ( 1 ) / = 0, on a aussi 0 ( e " ) / = 0 
p. p. sur (a, donc / = 0 . Ainsi, on peut appliquer (5. 16) pour tout / € © , / ^ 0. En 
désignant 

e(A) = sup{P(r , t —i): e"^co} (l = reiT, 0 S f < 1) 

on aura donc pour tout / 6 ||/ | | = 1 
2 n 

l o g | | 0 ( l ) / | | = ± y*jP(r, T - 0 log II0 (e'')/| | dt = 26) 
o 

= ~ l P ( r , t - 0 1 o g | | 0 ( e " ) / | | A S 8 ( l ) ^ y log | |0(e")/ | | dt = 
2n 

= £ (A) J l o g || 0 ( e " ) / l l dt = « (1) log || 0 (0)/1| 
o 

d'où 
| | 0 (A) / | | i £ | | 0 (O) / |P>ë inf | |0(O)g| |£W=||0(O)-1 | | -E W 

llffll= t 
et par conséquent 

(5.30) l l 0 ( A ) - i l l s l l © ( O ) - 1 l l , w ( IAH-1) . 

Envisageons la fonction $(A) = [0(A) - 1]* qui est, ainsi que 0 (1 ) " 1 , analytique 
pour |A|<1. (5.30) entraîne 

(5.31) l l <P(A) | | s | |e (0 ) - 1 | l , t 3 ) . 

Soit m* l'image de l'arc co par rapport à l'axe réel; soit coî un arc fermé dans l'in-
térieur de œ* et soit G le domaine limité par coî et la corde correspondante. Comme 
s (A) est une fonction bornée de A dans G, (5. 31) entraîne que <P(A) est une fonction 
analytique bornée dans G. En se servant d'une représentation conforme de G sur 

2 6) On désignera par f l'intégrale prise sur l'ensemble des points t € (0, 2n) tels que e'Hco. 
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le disque unité et en appliquant le théorème de Fatou sous sa forme vectorielle27) à 
la fonction transformée, puis en revenant à la fonction initiale on obtient que 
celle-ci admet une limite forte non-tangentielle p. p. sur a>* et par conséquent p. p. 
sur 0)*. 

Soit Î2(Â) = 0(A) pour |A| < 1 et Î2(Â) = <£(1/A) pour |A|>1. D'après ce que 
nous venons de voir, 

£2+(e")= lim Q(Re")= lim <P 
k - > I + O R - . 1 + 0 ) 

existe au sens fort p. p. sur co. D'autre part, pour r — 1 — 0 on a 

1=0(re")* 0 (re")*"1 = 0 (re")*<P(re~") = 0 (reu)* e"j - 0 (e")*i2+ (e") 

au sens faible, p .p . sur co, donc /=0(e*)*i2+ (e") p .p . sur co; comme 0(e") est 
unitaire p. p. sur co, il résulte que 

(5.32) Î2_(e") = lim £2(re") = 0(e") = Q+(e") p .p . surco. 
r-» 1 — 0 

Puisque Û(A) est analytique dans l'intérieur du cercle unité ainsi que dans son exté-
rieur, de (5. 32) on conclut de la manière familiaire (principe de réflexion de Schwarz) 
que les deux parties de Î2(A) se rattachent analytiquement au travers de l'arc co. 
Cela achève la démonstration de la proposition 5.6. 

6. Existence et propriétés spectrales des sous-espaces invariants 
pour certaines classes de contractions 

1. Rappelons que dans [VII] on a introduit les suivantes classes des contrac-
tions complètement non-unitaires: 

r ç C 0 . si pour tout / ; T^C^ si Tnf-+ 0 pour aucun , /VO; 

r ç C . 0 si T*nf-~0 pour tout f ; T^C.^ si T*"f-0 pour aucun f^O; 

et 
C^ = crnc., (a,p = 0, 1). . 

Toute contraction complètement non-unitaire admet des triangulations de types 

où dans la diagonale on a indiqué seulement la classe de l'opérateur et on a admis 
l'opérateur O de l'espace {0} comme appartenant à toutes ces classes. 

Ainsi, de nombreux problèmes pour les contractions, y compris celui sur les 
sous-espaces invariants, se réduisent aux cas particuliers des contractions apparte-
nant à une de nos classes. Nous allons montrer comment les résultats des nos pré-

" ) Cf. [VIII], § 1, pour l'existence des limites radiales, d 'où l'on passe aux limites non-tangen-
tielles de la façon familiaire. 
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cédents permettent l'étude des classes C.lt C^, C^. D'ailleurs chaque résultat 
pour l'une des classes C. t et porte aussi pour l'autre: il n'y a qu'à considérer 
T* au lieu de T. 

T h é o r è m e 2. Soit T£ C.x . a) Le spectre a(T) ou bien ne contient aucun 
point à l'intérieur du cercle unité, ou bien coïncide avec le disque unité fermé. De 
plus, dans le deuxième cas, ou bien chaque point à l'intérieur du cercle unité est une 
valeur propre de T, ou bien aucun. Toutes les situations mentionnées se présentent 
actuellement, b) Dans le cas où du moins un des indices de défaut b r = dim (I— T* T^ÎQ, 
br* = dim (7— 7T*)*£> est fini, ou bien chaque point à l'intérieur du cercle unité 
est une valeur propre de T, ou bien aucun tel point n'appartient à a(T). 

D é m o n s t r a t i o n . En vertu de [VIII], Corollaire à p. 58, T £ C n veut dire 
que la fonction caractéristique de T est extérieure. Les premières deux assertions du 
théorème sont alors des conséquences immédiates de la proposition 5. 5 du n° 
précédent et du théorème 4 de [VIII]. Quant à la dernière assertion de a), remarquons 
d'abord que la fonction numérique \ (A — 1) est analytique contractive pure exté-
rieure (cf. [VI], p. 146). La contraction dont la fonction caractéristique coïncide 
avec celle-ci, aura comme spectre la circonférence unité (cf. th. 4 de [VIII]). D'autre 
part, dans [VIII], p. 63, on a construit une contraction dont le spectre 
coïncide avec le disque unité fermé et qui évidemment n'a pas de valeur propre 
(conséquence de ce que TÇ. Q . ) . Enfin, on construit une contraction r g CM telle 
que chaque point à l'intérieur du cercle unité soit une valeur propre de T, de la 
manière suivante. Soit {E2, E1, 0(1)} définie par 

Il est manifeste que c'est une fonction analytique contractive pure. De plus elle 
est extérieure. En effet, nous avons 

ce qui montre que 0H2(E2) = H2 =H2(E1). Comme, pour chaque A, ©(A) applique 
E2 dans El, 0 ( A ) _ 1 ne peut exister, même pas au sens large. En vertu du th. 4 de 
.[VIII], la contraction T1 correspondante, de classe C.x, aura donc tout point A (|A| < 1) 
comme valeur propre. 

Quant à b), il ne reste qu'à démontrer que tout point de o(T) à l'intérieur du 
cercle unité (s'il y en a) est une valeur propre de T. Dans ce but soit {©, (£*, 0(1)} 
la fonction caractéristique de T où l'un des espaces © et (S* est de dimension finie. 
Grâce à la relation (5. 27) il résulte que (£* est alors nécessairement de dimension 
finie. Mais alors si 0 ( A ) _ 1 existe au sens large, elle existe aussi au sens strict ce qui 
en vertu du th. 4 de [VIII] achève la démonstration du théorème 2. 

2. Nous allons maintenant établir l'existence d'une variété de sous-espaces 
invariants pour une contraction T de l'espace ÎQ ^ {0}, telle que T^Cllt et cela 
en relation avec les sous-espaces spectraux de la dilatation unitaire minimum U de 
T. Dans ce but, reprenons les notations du n° 1. En vertu du th. 3 de [VII], T est 
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quasi similaire28) à la restriction U° de [/ à Soit {£0(co)} la mesure spectrale 
de U°, étalée sur la circonférence unité. 

Thé o r è m e 3. Soit TÇ.Cn- Pour chaque ensemble borélien P sur la circonfé-
rence unité, tel que O ¿¿E°(P) ^ I, il existe un sous-espace non banal ÎQp de !q, invariant 
pour T et tel que Tp = T\$p est de classe C, t et quasi similaire à U°\E(P)$0. Lorsque 
E(P1)^E(P2), on a 

R e m a r q u e s , (i) D'après le th. 3 de [V], {£0(co)} est absolument continue. 
Ainsi, le théorème ci-dessus assure l'existence d'une variété riche de sous-espaces 
invariants pour TÇ. C,,. 

(ii) Grâce aux triangulations (a) et (a') et à la remarque précédente il résulte 
aussitôt que pour toute contraction T d'un espace de Hilbert !Q de dimension > 1, 
telle que ni T" ni T*" ne tendent pas vers O lorsque n — il existe un sous-espace 
non banal invariant.29) 

D é m o n s t r a t i o n . Envisageons le modèle fonctionnel de T, donné par (3. 16)— 
.{3. 17).30) En vertu du n ° 4 de [VIII] on aura alors 

et U sera la multiplication par la fonction e". L'opérateur {£°(o>)} sera, dans ce 
modèle, la multiplication par la fonction où x01(t) = 1 si e" £ œ et xm(t)=0 ailleurs. 
Remarquons que ces faits subsistent pour toute contraction complètement non-uni-
taire, l'espace R0 étant ^{0} si TÎr C.0 et dans ce cas seulement (donc en particulier 
dans le cas qui nous occupe). 

La condition O ¿¿E°(P) veut dire que l'ensemble des points t où A(t)?±0, 
c'est-à-dire où 0(e") n'est pas isométrique, a des parties de mesure positive dans 
ip = {<: eu§_P} ainsi que dans ip = [0,2n) — ip. Ainsi, les conditions de la proposition 
5 .3 sont vérifiées pour a — (0 est *-extérieure parce que C1.). Soit 
0 = 020 

i la factorisation correspondante (5. 9). En vertu du théorème 1, cette 
factorisation donne naissance à un sous-espace non banal ^ de invariant pour 
T. Soit Tp = T\fèp. Puisque TÇ_CX., on a aussi TpdCy.', et puisque la fonction 
caractéristique de Tf coïncide avec la partie pure de (proposition 4. 2) qui est 
évidemment extérieure ainsi que 0 t , on a TpÇ.C.t (cf. [VIII], p. 58). Ainsi Tp € C, !. 
En vertu du n° 4, § 2, et de ce que nous venons de remarquer, l'opérateur Up attaché 
à Tf (dans le même sens que U° était attaché à T) s'identifie à la multiplication 
par e" dans zljL^Gs). Comme A1(t) = 0 pour tÇ_ip et Ai(t) = A(t) ailleurs, 4 
on aura 

A1L2(Œ)=XpAL2(®), 
donc Uj! s'identifie à U°\E°(P)SR0. Ainsi, comme Tp^C^, Tp est quasi similaire 
à t/°|£°(/î)f{0 . Cela achève la démonstration de la première assertion du théorème. 

2 8) Deux transformations linéaires bornées, A et B, sont quasi similaires lorsqu'il existe des 
transformations linéaires bornées X et Y, admettant des inverses à domaines denses (mais non 
nécessairement bornées) telles que 

AX=XB et BY= YB. 
25) La condition dim Ô > 1 assure que cette proposition soit valable même dans le cas 

o ù T est unitaire. 
30) Nous maintenons les notations T, Si, U etc. aussi dans le modèle envisagé. 
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Envisageons deux ensembles de type P, soit P t et p2. tels que ÎQpi Alors 
TPl = Tp2 et par suite les opérateurs 

U ^ U ^ i P ^ o et U2 = U°\E°(p2)®0 

sont quasi similaires: U1X = XU2, YU1 = U2Y. UX est un opérateur unitaire dans 
l'espace = Е°(Р1)Й0 et U2 est un opérateur unitaire dans l'espace K2 = E°(P2)R0. 
Les mesures spectrales correspondantes sont 

E1(œ)=E°((oOp1)\^1 et E2(œ) = E°((oC\p2M2. 

En appliquant le théorème de F U G L E D E — P U T N A M [8] on obtient que E1(Œ)X= 
= XE2(CO), YЕ1(Ш)=Е2{Ш) Y. Puisque E2(P2)=H2, on au ra donc YEÏ(P2) = Y, 
d 'où È1(P2)=HI et par conséquent E°(P2C\P1)=E°(P1). De manière analogue, 
E0(FII^P2)=E0(P2). Ainsi, E°(PÎ)=E°(P2). Cela achève la démonstration du 
théorème. 

3. Les sous-espaces invariants igp que nous venons de construire jouissent des 
propriétés spectrales additionnelles du moins dans le cas où le spectre de 7" ne recouvre 
pas la circonférence unité. A cet effet, démontrons d'abord le suivant 

T h é o r è m e 4. Soit telle que a(T) ne recouvre pas la circonférence 
unité. On a alors o(T) = o{U°). 

D é m o n s t r a t i o n . Puisque TdC.lt la fonction caractéristique 0 r(A) est 
extérieure. De plus, comme o(T) ne recouvre pas la circonférence unité, on déduit 
du théorème 2 que a(T) ne contient aucun point à l'intérieur de ce cercle, donc 
0j(A)~1 existe au sens strict pour tout A (|A| < 1). En vertu du th. 4 de [V] on a 
a(U°)Qff(T); il ne reste donc qu'à montrer que si un arc m de la circonférence 
unité est disjoint à a(U°), il est disjoint aussi à o(T). Or, faisant usage du modèle 
fonctionnel de 7"et U° on voit que dT(t) = O, et par conséquent &T(e") est isométrique, 
en presque tous les points t tels que e"6co. En vertu de la proposition 5. 6, 0T(A) 
peut alors être prolongée analytiquement au travers de l'arc со, ce qui entraîne, 
d'après le th. 4 de [VIII], que m appartient à l'ensemble résolvant de T. Cela achève 
la démonstration. 

Des théorèmes 3 et 4 nous déduisons le suivant 

C o r o l l a i r e . Soit T(i C, t telle que a(T) ne recouvre pas la circonférence unité. 
Dans les conditions du théorème 3 on a alors o(Tp) Q [i. 

D é m o n s t r a t i o n . Pour |A|>1 on a 

(6 .1) = 

ce qu'on voit en envisageant les développements de Taylor autour du point à l'infini. 
Or, comme o(T) est un sous-ensemble propre de la circonférence unité, la fonction 
(A/^ — T ) - 1 se prolonge analytiquement au travers de certains arcs et il en sera 
de même pour la fonction (6. 1). Ainsi, o(Tp) ne recouvre pas la circonférence unité 
(on a même a(Tp)Qa(Tj). Comme de plus Tp € C n , on déduit du théorème-4 que 
о(Тр)=а(Щ)=о(и0\Е°(Р)®.о); or le spectre de U°\E°(p)®0 est évidemment 
inclus dans p, ce qui achève la démonstration du corollaire. 
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