Uber Konvergenz- und Summationseigenschaften von Haarschen Reihen

Von LASZLO LEINDLER in Szeged

Herrn Professor Laszlo Kalmdr zunt 60. Geburtstag gewidmet

Einleitung

Im Falle Xa? <= konvergiert die Haarsche. Reihel) |
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bekanntlich fast iiberall Fiir 'den Fall az.— = gelten dagegen die folgenden Sitze:

Satz I. Ist Z al =-oo und ist die Folge {|a,|} monoton nichtwachsend, so diver-
giert die Haarsche Rezhe (1) fast iiberall.1%)

Satz II. Ist: Z at =00, S0 existiert ein System {h,(x)} vom Haarschen Typ?),
fiir welches die Reihe

-2 ()
Jast iiberall divergiert.

Ahnliche Behauptungen gelten fiir das Rademachersche Systen; man bemerke
aber, daB das Haarsche System ,,besser” als das Rademachersche System ist, da
die Lebesgueschen Funktionen des Haarschen Systems beschrinkt sind. Wenn wir
die Beschrinktheit der Lebesgueschen Funktionen in Betracht nehmen, kdnnen

wir einen Satz von K. TANDORI [7] auf Grund des Satzes I folgenderwelse verall-
gemeinern:

Satz II1. Ist {1,} eine positive, nichtabnehmende Zahlenfolge mit 1, = 0(log? n),
so existiert ein im Intervall (a, b) orrhonormfertes Funktionensystem {f(x)} mit den

'y Wihrend der Drucklegung unserer Arbeit erschien ein Aufsatz von P.L. Uljanov
(1. JI. Vabsimos, O psgax no cucreme Xaapa ¢ MOHOTOHHLIMU KoaduimenTami, H3agecmiis
AH CCCP, 28 (1964), 925-—950) in welchem mehrere Sitze iiber das Haarsche System bewiesen
sind, die unseren Satz I und teils den Satz 1V enthalten.

') Siehe [1] S. 48.

%) Ein im Intervall (0,1) orthonormiertes Funktionensystem {#.(x)} ist vom Haarschen
Typ, wenn fiir jedes Indexpaar m, n mit m=n und 2*<m, nSZ’“'1 k=0,1,...) gilt: h(x)ha(x)=0
iiberall in (0, 1). .
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folgenden Eigenschaften: es gilt in (a, b) L,(x)=0(4,)%) und fiir jede positive Zahlen-
folge {w, } mit w,=o0(4,) gibt es elne Koeffizientenfolge {c,} mit konvergentem

Z'c,1 w, und fast iiberall divergentem 2 2 € fu(X). )
n=1
Der folgende® Satz bezieht sich auf |C ol- Summlerbarkelt Man sagt, die Reihe

@ | Z ara(y) (=)

sei an der Stelle x |C, a|-summierbar, wenn

Z’ lowt 1 () — 03 ()| < =

gilt, wobei 6®(x) das n-te (C, «)-Mittel der Reihe (2) bezeichnet (x> —1).

Satz IV. Ddmit die Haarsche Reihe (1) mit einer im Absolutbetrag monoton
nichtwachsenden Koeffizientenfolge {a,} im Intervall (0, 1) fast iiberall |C, a|-summier-
bar ist, ist im Falle 0=0 die Bedingung

' 0 2n+t 1/2
® | 2 Ay=os, A,,=[ 2 a,%]
n=1 k

=27+ 1

und im Falle —1 <a <0 die Bedingung

(4) 22""A"<oo
. n=1

notwendig und hinreichend.

TANDORI [6] hat bewiesen, dafl die Bedingung-(3) notwendig und hinreichend
ist, damit die Reihe (2) fiir jedes orthonormierte Funktionensystem |C, 1[-summierbar
ist. Danach hat der Verfasser [4] bewiesen, dal die Bedingung (3) bzw. (4) auch
ohne Monotonie von {|a,|} die |C, a=0| bzw. |C, « =0|-Summierbarkeit fiir jedes
System vom Haarschen Typ sichert. P. BILLARD [2] hat nach der Erscheinung der
Arbeit von TANDOR! bewiesen, dall die Rademachersche Reihe Y a,r,(x) auch dann
nicht fast tiberall |C, 1|-summierbar ist, wenn die Bedingung (3) nicht erfiillt ist. .

F. MOricz fragt in seiner Arbeit [5], ob die Bedingung (3) fiir eine positive,
monoton nichtwachsende Koeffizientenfolge {a,} notwendig dafiir ist, daB die
Haarsche Reihe (1) (welche ,,besser” als die Rademachersche Reihe ist) fast iiberall
|C, 1]-summierbar ist?

Der Satz IV gibt u. a. eine bejahende Antwort auf diese Frage.

Ferner sicht man, daB3 gewisse Sdtze iiber Systeme vom Haarschen Typ, laut
deren eine Bedingung fiir das Erfiilltsein einer gewissen Konvergenz- bzw. Summa-
tionseigenschaft fiir die Gesamtheit der Systeme vom Haarschen Typ notwendig
ist, fiir das Haarsche System selber gelten, wenn nur die Folge {|a,|} monoton ist.
Und es gilt auch umgekehrt: Sitze, die behaupten, daB eine Bedingung unter der

3) La(x) bezeichnet die n-te Lebesguesche Funktion von {f(x)}. -
4) Im Satz von Tanpori wird noch die Bedingung A,- <« gestellt.
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Monotonitat der Folge {|a,|} fiir das Erfillltsein einer gewissen Konvergenz- bzw.
Summationseigenschaft des Haarschen Systems notwendig ist, gelten ohne die -
Monotonitidt von {|a,|} nur fiir die Gesamtheit der Systeme vom Haarschen Typ.

§ 1." Beweis von Satz I

Wir nehmen an, da3 die Reihe (1) mit einer monoton nichtwachsenden Folge
{la,|} auf einer Menge von positivem MaB konvergiert. Das bedeutet nach dem
Egoroffschen Satz,-dall es eine Menge £ vom MaB u(E)=0 gibt, auf welcher die
Partialsummen s,(x) die Eigenschaft

|$2m(x) —520(x)] = K, (m>n)

haben, wo K, eine geeignete absolute Konstante ist. Daraus folgt

2m 2
(1.1 u(E)K? 5/[ ~Z“ak;(k(x)] dx =
E
m—1 L2m—1 ' 2m
= wE) 2 Farn-2| X a 2 aq xk(x)y,<x)dx
k=n k=2"+1 I=k+1 E

~ Bezeichne I(k, p) die Menge der ganzen Zahlen / mit k </=p und mit y,(x) x,(x).# 0
auf einer Menge von positivem MaB. Es ist klar, daB die letzte Doppelsumme in
(1.1 glelch '

2m_g

a; 2 al/Xk(x)Xt(x)dx
E

k=2"+1 eIk, 2m)
ist.
Diese Summe ist nach der Cauchyschen Unglelchung nicht groBer als?)

2m—q 2nfogh - . 1/2 oo ’ 2)1/2
(1.2) {2 ag s 3 al}. -{kZ ﬁnog—nm( [/xk(x)xz(x)dx” .

k=271 1€ I{k, 2™) 2f41

Man kann leicht einsehen, daB das System {2 llogkl/2 v (x) y(x)} mit I€I(k, =) in
(0, 1) orthonormiert 1st Also ist

2-logkli2 f %) 2 () dx

ein Entwicklungskoeffizient der charakteristischen Funktion E(x) der Menge E.
Nach der Besselschen Ungleichung folgt

co

2~ llogk] [/Xk()»)y,(x) dx] </E2(x) dx = u(E).

k=11¢cIk, co)

) In dieser Arbeit beniitzen wir den Logarithmus mit der Basis 2.
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Somit gilt fiir geniigehd groBe n die Ungleichung

2 2
.3 3 2t [ / xk(xm(x)dx] = #EP
k=27+1 € I(K, ) 64
Ferner gilt die Abschitzung
am_1 . - m-—2 oom=1
(1. 4) > a3 gt = D 2% D dah=
) k=2"+1 X LeI(k,2™) v=n H=v+1 .
m—2 m )
=S ra zz"azu_[zzazv].
v=n p=n+1 v=n

Nach (1. 2), (1. 3) und (1. 4) ergibt sich fur geniigend groBe n

m-1

E v
éﬁa—)—g’2a§v.

amaq 2m

a 2 a / K (X) (%) dx
E

2

k=2"+1 I=k+1

Aus (1. 1) erhéilt man dann

m— E m—
/.l(E)Kl = [J(E) Z 2 az 1= H(Z) 2 2 azk+1 =

k=n-1

)

n—-2 2

2 a2k+l—u(E)2 dzn.,

!IV

rM.

Da hier m beliebig ist, folgt somit
ZZkaikn = 0(1),
k=n

folghch ist die Reihe Za konvergiert.

Damit ist der Satz 1 bewiesen.

§' 2. Beweis von Satz II

¢

Zuerst definieren wir ein spezielles orthonormiertes System vom Haarschen
Typ {h(x)} (n=1,2,...). Seien h,(x)=signsin2"nx (n=1,2). Es sei s (1) eine
beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daBl die Treppenfunktionen h,(x)
(n=1,2, ...,2% schon definiert sind, derart, daB sie ein System vom Haarschen

Typ bilden, ferner mit z(k, /5 m, p; X) =hy 4 (X) ham .y ,(x)

1 .
@.1) [2k,mp;xdx =1 (k<ms=s)
0 . .
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" und fiir (k, [, m, p)£ (K, U, m', p)

1

2.2) . ' fz'(k, Lim,p, x)z(k’, Uy m’, p's Xydx =0
4]
gelten.
Dann kann das Intervall (0, 1) in endlich viele Teilintervalle J,(s) (1 =¢=g,)
derart zerlegt werden, dall in jedem J,(s) die Funktionen 5 (x) n=12...,29

konstant sind. Ohne Beschrinkung der Allgememhelt konnen wir annehmen daB
, fur jedes n von O verschieden ist.
Wir setzen
k 2
azmyn

0o(m) =0 und o.(m) = > ;12 k=1,2,....2"; m=1,2,..).

n=1

Fiir ein endliches Intervall 7 =(u, v) wird ‘
I(m; 1) = (4 p(D) = (M), u+ () g (m))  k=12,...2"m=1,2,..)

éesetzt. »
Wir teilen jedes J,(s) =(u,,v,) in 2° Teilintervalle ein:

A 6) = (1 RO 001 1+ RO 06) h=1,2,...,29)
mi

2
u(li(s; J,(9)) = aj;; SICAC)
und setzen

2/,1@ W60 (k=1,2, 2.

2‘+k o=1

hys i (x) =

Die Funktionen /,(x) (2°<n=2°*!) sind Treppenfunktionen. Sie sind normiert:
1

/h§s+k(.x) dx = Z, h 1 (x5 I (55 J,(5))) dx =
S aZS+L o=t S )
A2 05 a2 +A ’
2 #(1(s; 1,(9))) / R dx = —"— 2 u(J,(5)) =1
tlzs+k o= . [125+k p= l s

6} Ist I=(u, v) ein endliches Intervall und /(x) eine in (0, 1) definierte Funktion, so wird

Xx—u .
h fir u<x<n,

v—U

o h(x Iy =
0 sonst
gesetzt. Offensichtlich ist '

v 1
fh(x; I)n'.\’=,u(l)fh(x)dx.
u 0
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Nach der Definition ist es klar, daB3 das Funktionenéystem ()} (n=1,2, ..., 25+ 1)
auch orthogonal ist und fiir jedes x€(0, 1) sogar

B h(x) =0  Q=nm=2*"nzm; 0=/=5s)

ist, also bilden die A,(x) (n=1,2, ..., 25*1) ein System von Haarschem Typ.
Durch eine einfache Rechnung kann man einsehen, daB3 (2. 1) auch mit s+ 1
gilt. Sei k<m=s+1, dann ist

1

fzz(k, Lym,p; X)dx =
0o '
A;% A,':', 0k om ‘ ) .
=k > / Z R3(x; 1,(m; I, (m)) dx =
Azert amep o=t Ly int ! ' ‘
Ai An 3 azn Al $5 adea
= w1 (ks J,(0))) =5 = 5 272 u(J, (k) = L.
Qokyy Qymap o=t n Ark g 0=1 Ak

Das Erfiilltsein von (2. 2) ist nach der Definition der Funktionen /,(x) klar.
Durch vollstindige Induktion ergibt sich sodann ein unendliches System von
Haarschem Typ mit den Eigenschaften (2. 1) und (2. 2).
Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis des Satzes I. Wir nehmen an, daB
die Reihe ' :

2, auh, (x)
n=1

auf einer Menge von positivem MaB konvergiert. Nach dem Egoroffschen Satz
gibt es dann eine Menge- £ vom MaB u(£)=>0, auf welcher die Partialsummen
s,(x) die Eigenschaft ~

[$2m(x) =520 (¥)| =K, (m=n)

haben, wobei K, eine Konstante ist. Deswegen besteht nach der Definition der
- Funktionen A,{x)

2m 2
.3) w(E)YK2 ;/[_2 aklzk(x)) dx =

am=—1 Coam

> a2 a / o (%) 1, (x) dx

m—1

= u(E) 2 Az -2
i

=

k=2"4+1 I=k+

Da das System vom Haarschen Typ ist, ist die rechts stehende Doppelsummg mit

2m-1 2m -

a 2> q / By (x) By (%) dx

k=2741 . llogk— D]+1 4y
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gleich. Diese Summe kann man nach der Cauchyschen Ungleichung folgenderweise:
abschitzen:

. ’ 2m-1 am 1/2
Q. 4) {2 a? 2 a%} .

k=2"+1 §=2llogk— D]+ 1

’ gm~1 ' am 2 1/2
{ > D) [ / T () By () dx] } .
k=27+1 ;- pllogk—1]+1 4 "

Nach (2. 1) und (2. 2) ist das System {/1k(x)/1,(x)} [>QUogk=DI+1 f— 1, 2 .. ortho--
normiert. Das Integral

[ Gy, dx

ist ein Entwicklungskoeffizient der charakterlstlschen Funktion E(x) der Menge:
E. Nach der Besselschen Ungleichung erglbt sich -

1

o 2
A [/l1k(x) 1,(x) dx] §/E2(x) dx = u(E).
K2 pogllog =11+ 14y L)) - .

]

M

Wenn n geniigend groB ist, besteht

. o o0 ' 2 2
@.5 > > [ / hk(x)lz,(x)dx] = “(IE) .

k=2n41 - plloglk-1)1+1 1
. E

[,

Nach (2. 4) und 2. 5) gilt,

2m-1 ’ 2'".-

2| D a > a,/hk(x)/z,(x)dx

k=2"+1  _,llogtk— D)+1 4y
E

= L(g_). S 2
=" '

somit ergibt sich aus (2. 3)

m—1 m—1 m—1
W(E)K2 ;u(E)kZ a2 - H(E) > 4i = H(E) > 4z

~ Da m beliebig groB sein kann, so konvergiert > a?.
k=1

Damit haben wir den Satz Il bewiesen.

§ 3. Beweis von Satz III

Den Satz 111 brauchen wir jetzt nur 1m Falle »=0(1) zu beweisen. Ist 2, =0(1),.
so folgt aus w,=0(4,), daB} die Folge {n } gegen Null strebt. Es ist klar, daB eine-
monoton abnehmende Kocflizientenfolge {c,} mit Zc2=o0 und Zc2w,<oo ange--
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geben werden kann. Es sei f,(x)=y,(/; x) mit /=(a, b). Die Reihe X¢,f(x) diver-
- giert nach dem Satz | fast tiberall. Ferner besteht

b

/

a

n

2/,.(1 Vs 0|di = 0y (m=0,1,..)

n=0

nach dem bekannten Ergebnis von A. HaAR [3], also sind die Lebesqueschen Funk-
tionen von {f(x)} beschrénkt. .
Damit ist der Satz 1l vollstindig bewiesen.

§ 4. Beweis von Satz IV

Die Hinldnglichkeit der Bedingungen (3) und (4) folgt aus Satz V in [4].
Zum Beweis der Notwendigkeit ben6tigen wir den folgenden Hilfssatz aus [4]:

Hilfssatz 1. Es sei {R,(x)}] einim Intervall (0, 1) definiertes Treppenfunk tionen-
system. Wir bezeichnen mit J(n) (n=1,2,...;5=1,2,...,s,) die Konstanzinter-
valle von R, (x). Gilt fiir jedes m=>n die Beziehung

fsign R,(x)dx =0 s=1,2,...,s,),
J4(m)

so gibt es zu jeder reellen Zahlenfolge d,,...,dy einfache Mengen’) E,
{k=0,1, ..., N=1) derart, daf fiir jedes x€E,

N «
,Z, d,R,(x)

Z |dy_x Ry (X)|

.besteht und

WENTN—k=1) = LEDZEZD) oo @=01)

gilt.
(@

m

Bekanntlich ist ¢,(o) =

=c,(x) (m=0,a> —1), wobei ¢;(2) und ¢,(=)

m*
nur von o abhingige positive Zahlen sind, ferner gilt fiir
L(a) —_ Al(l‘:)-l—-\' Aflalv _ AI(:‘-)-\ Vo

Yy = Ty T T oy T

AT AD 4D 1=V (1 +a)

-die Abschitzung
(n+ | —v)yx-ty

71+1

’ + 11—ty . (]
@ @ T 21 = 4w

7) D. h. Ei ist die Summe endlich vieler Intervalle.
8) Mit u(H) wird das Lebesguesche MalB der Menge H bezeichnet.
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(n=1,2,...;v=0,1, ..., n; a>—1, 0 £0), wobei d,(«) und d,() nur von o abhéngige
positive Zahlen sind. '

Wir nehmen an, daf} die Reihe (1) fast liberall |C, a|-summierbar ist. Es sei
g =2-24+29 g2(5)d - 2(a), wo dy(x) und dp(x) die unter (4. 1) angefiihrten Konstan-
ten sind. Nach dem Egoroffschen Satz gibt es dann eine meBbare Menge E mit
H(E) = 1 —¢ und eine posntlve Konstante K derart, dal3 fiir die (C o)-Mitteln der
Reihe (1)

2 62 () =0 () <K (xECE)
n=1

ist. Hieraus folgt:

“.2) Z / 68 1 (x) — a“’(x)l dx = Ku(E).

Seien m und » natiirliche Zahlen mit 2" <n=2"+! Wir setzen

2041

RGsmmy= 2 Lian®) (=1,2,..,m=1),
0 ' v=20141

R, (x;m,n) = Z LPa, 1, (%),

y=2m4q

und '

1
-Rm+l(x; m, n) = Tan+11n+1(x)'
n41

Die Funktionen R(x;m,n) (/I=1,2,...,m+1) erfiillen offensichtlich die Bedin-
gungen des Hilfssatzes 1.

Wenn «=0 ist, dann wenden wir auf die Funktionen R,(x; m, n)
{{=1,2,...,m+1) den Hilfssatz T mit N = m+1, k=3 an; die entsprechende
Menge sei mit E; = F(m, n) bezeichnet. So ergibt sich

oo 2m+t
2 6, () —oP @ dx = > > /

n=p m=3 n=2m41

oo 2m+1
= > > /

Z Lf, vay v (X) +

2m-—1

2 L,, 7 (X)

Quyt fnt1 (X)

A(“) = dx =
n+1 m=3 n=2"+1 v=2
Es3
oo 2m+1 . . am-1
i (@)
= Z 2 [/— / ) L, vayy(x)|dx = 2.
m=3 n=2"m41 y=2m-241

Ej3 E;—E3NE
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Mit Anwendung der Schwarzschen Ungleichung bekommt man nach 4.1

co am+1 .
= Z 2 (/ Z LE! VaVXV(A)
m=3 n=2Mm4+| .

y=2m=241
\1 “
! _ 2 1/2
—l/s{/ dx} ] =
0 A

oo om+d am-1
=2 2 [2“‘ > Ik Vadz(a)z*ﬂw,,,_z]z

2m-1

dx —

2m-1

LPa,xy(x)

ve=2m-241

m=3 n=2"41 v=2m=-241
oo gm—1 am+1
n+1—vp-t
= > |2-7d,(x a KUkl
n;:lS [ 1( ) 2"'/2 znnZ;+1 l vl a=2m41 n*

—Védz(a)z-um-.z] = 3,.

Nach der Definition von ¢ beéteht

. oo m 2m=1 m
I, = 2[2 ®+20d (2)2 2 2 [a|—2 U1+29) g ()22 |agm- z|]

m=3 p=2m—

= Z (2 (o+20g (oz)2'"/2|a2m =2 (12+2a)d (0)2™2 aym- 2|) =

m=

= 2 2—(11+zlz)dl(O()Zm/zlézm_ll__2—(11+2a:)dl (2)2%2|ay| =

m=3

oo

= D 2-01429¢, () 4,,— O(1).
m=2

Nach obigen folgt das Erfiilltsein der Bedingung (3) wegen (4. 2).

Es sei —1 <a<0. Bei Beniitzung der vorigen Bezeichnungen nehmen wir an,
daB3 die Reihe (1) in (0, 1) fast {iberall |C, a|-summierbar ist. Dann gibt es auch
jetzt nach dem Egoroffschen Satz zu £=2-12 d%(a)d; ?(«) eine mefbare Menge F
mit u(F) = 1—¢ und eine Konstante M derart, dal

Zlofi’ll(x) o ()| <M  (x€E)

n=0

ist, woraus

(1.3) Z’ |0n+1(l) o (x)| dx = Mu(E)
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folgt. Wir wenden den Hilfssatz I fiir die R(x; m, n) mit N = m+1 und k=1 an;
die entsprechende Menge bezeichnen wir mit E, =E (m, n). .
Ahnlich wie vorher ergibt sich . ' N

2 |16 () - o@(x)z dx =
n=4
E

oo 2m+1

dx =

1
2 Ln vayv i (X)+ A(a) an+1Xn+1(x)

n+1

m=1n=2"+1
E
oo 2m+1
=2 >
m=1n=2m+1
Ey
Ey

-E:NE
Die Abschitzung kann man durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung

fortsetzen : _
oo 2m+1
—
= [/
n% n= 2;-:» 1
E

1

n

2 Lf, vy xv(X) |dx =

v=2"+1

dx =%

Ln a1 ()
v= 2 "4 1

2 Lf, vy Xy (X) | dx —
v=2"+¢1

-

2
i Lf,avavyv(x) dx

v=2my41

co 2m+1 n m N
= 2 21[2—2 Z |L§la)v| |av|2 Z_V\dz(a)z am 4 ]

V=241

oo m 2m+ 1 gma1 .
= > [2-3[11(“)2‘7 @) 5 ﬂi——"gdz(“)z'wm] =

m=1 " . v=2m+1 n=v

m=

= [2‘3511(a)2'"(lf_a)|azm+;l—l/_ztrdz(a)2'"(%_a)]a2n,l] _ 5

Nach der Definition von ¢ gilt -

2= —24d @) ay + > [ —6d1<oc)2"'(%"“)|a-2m|] =-0()+0(l) > 2-™4,,

m=

woraus die Bedmgung ) auf Grund von (4. 3) folgt.
Damlt haben wir den Satz IV vollstindig bewiesen.
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