Uber ein Problem von S. B. Stetschkin

Von K. TANDORI in Szeged

Herrn Professor Ladislaus Kalmdr zum 60. Geburtstag gewidmet

~In dieser Note werden wir den folgenden Satz beweisen, der ein Problem von
S. B. STETsCHKIN!) im positiven Sinne beantwortet.

Satz. Es gibt eine trigonometrische Reihe

70 Z (a, cos kx + b, sin kx)
=1

mit a,—~0, b,~0 (k — o) derart, daf fiir ihre Partialsummen s)(x) iberall gilt:
: 1_1_11 5,(x) <lim s,(x) (1 — ).

Hilfssitze

Im folgenden bezeichnen wir mit ¢, ¢;, ... positive, absolute Konstanten.

Hilfssatz 1. Es seien a und N gegebene natmlzche Zahlen: Dann gibt es ein
trigonometrisches Polynom :

n(a.N) ' ’
P(x) = P(a, N; x) = k_ZN) (a, cos kx + b, sin kx) (N<v(a,N)=<pu(a, N))

mit den folgenden Eigenschaften: la|=c,, b =c¢,,

[P(x)] = c;,_max{1 { ! ﬁ],a} (= o0 < x = ),

und es gibt fiir jedes x € [—n[128a, n/128a] Indizes p =p(x), g =q(x) derart, daf}
s(x)=cia, und s (x) =-—cya (c;=1),
wobel s5,(x) die n-te Partialsumme von P(x) bezeichnet.

1) Siehe II. JI. Vnsinos, Pewenusie H HepeLIeHHBIE NPOQIEMbl TEOPHH TPHIOHOMETPH-
YeCKHX M OPTOrOHAJILHLIX DPSIAOB, Vcenexu mamem. nayk, 19:1 (115) (1964), 3—69.
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Beweis. Es sei N = 96-N-a. Da fir k=1,2,3,4

77: bid 7 N
g [W—(N'+3ka)J ~ 8(N'+3ka) ({—O,il,...,i%a_)

gil't, so ergibt sich fir k=1,2,3,4

sin (N’ + 3ka)x 2 sin %

|2 - n QI+ D=n nl. N _ N
( E[Vﬂw“ﬁv‘f—w}v’]"m=2’<2’+1§mjr

M |
sin (N" + 3ka)x = —sin _783

2/-Hr 7 2n | N _ . N’
("6[ Nt W v T = Y F o

Fiir die a-te Fejérsche Kernfunktion
: 2

sin (a@-+1) %

5 1 &k
K,,(x)— E'f' Z[I—mJCOSkx— 2((I+1)

k=1 X
2
gelten die Abschitzungen
: ‘ . . n2| 1 1
(2 = : = — — —co<< X< oo
() . _OéKn(x)—_a> Ka(x)—za [x2+(2n—x)2] ( =X=< )’

2 7 n
Ka(X) %Fa (—2—(1 =X :2_0)

Aus (1) und (2) folgt offensichtlich, daBl das trigonometrische Polynom

n2

P(x) = sin (V' +3a)x-K,(x)—2 sin (N + 6a)x-K,,(x) +

7
2sin &
sm.8

2 ' , n
+4 -1 sin (N +9a) | x ~——|-K,(x)—
. ( )( 2N,] )

2 Fid
sin(N' 4+ 12a) fx — —1|-K,(x
( )( szj )

. It
) 2sm—8—

allen Bedingungen des Hilfssatzes I geniigt.
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Hilfssatz LI Es seien a(z=c,) und M natiirliche Zahlen. Dann gibt es ein
trigonometrisches Polynom

mia, M) N -
O) = Q(a, M;x) = 2 (aycoskx+b,sinkx) (M <n(a, M)<m(a, M))
: k=n(a,M) . :
mit den folgenden Eigenschaften: fiir jedes k sind |a|=cs, |b|=c5, es gilt die Ab-
schdtzung |Q(x)| = cea; und fiir jedes x gibt es Indizes r =r(x), bzw. s =s(x) derart,
daf .
S,(x)=c.a bzw. Sx)=—cia

gelten, wobei S,(x) die n-te Partialsumme von Q(x) bezeichnet.

Beweis. Es sei o eine natiirliche Zahl mit

32¢2 =
- QZ — L3>

3)
wobei ¢, und c; die im Hilfssatz 1 erwihnten Konstanten bedeuten. Wir setzen

Ql(x):‘ 2 P(a:Ni,x"'iQ%J’

1=i=2afo

wobei die Indizes N, derart gewdhlt sind, daB M<v(a, N0)< .<ula, N)<
<v(a, Niyg)=<... gllt .

T T T '
Ist X€ |ig0 = — oo, g0 =+ | (1=ip= i
st x¢€ zog PR T TR Y + 128a] (1=iy=2af9), dfmn gilt auf »Gn‘md des
Hilfssatzes I und (3) .
io—1 )
Z P(a, N,-;x—igf—J’é
i=1 a
-1 ( v ,
=2 L+ 1662 =24
) 2
) xX—ig— 2n—.\+19
. a .
D 1 i [ T__ ] =
araus folgt, daB fir x¢€|ig o 128a’ io — +128a l=i= 2a/0) Ind1zes
F=F(x) und §=35(x) existieren mit
@ S®=2e S@=-Fa

wobei S,(x) die n-te Partialsumme von Q, (x) bezelchnet Nach dem Hilfssatz 1
ergibt sich leicht mit ¢z =1

—

= cga.

® o= 2

1=i=2afo

P(a,Ni;_x—iQ g]’ = 2¢, a+%2

=1 . 7;2
ig —
a
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Wir setzen endlich

_682"’71[408Ji ( o n ]
0(x) = —| Q1 |X— lm .

i=0 C3

Auf Grund von (4) und (5) ist offensichtlich, daB Q(x) allen Bedingungen des Hilfs-
satzes I1 geniigt.

Beweis des Satzes

Es set (¢, =)a, <...<a;<... eine Folge von natiirlichen Zahlen, fiir die die
Ungleichung

. . .
(6) ce(ay+ ... +a) 57%1,.“ (i=1,2,..)

besteht und es sei Mi=m(af_1,Mi_1) (i=1,2,...; M,=0). Wir setzen

< 1
Z;Q(aiz, mai_, M;_s); x).

Auf Grund des Hilfssaizes IT vnd (6) ist es klar, daBl die Koeffizienten dieser tri-
gonometrischs:: Reine nach O streben und iiberall gilt:

.]i_msn(x) = -li_I;)—S,,(X) = oo

Damit haben wir unseren Satz bewiesen.

(Eingegangen am 11. Mirz 1964)




