Surv_ les contractions de ’espace de Hilbert. X
Contl_factions similaires & des transformations unitaires

Par BELA SZ.-NAGY a Szeged et CIPRIAN FOIAS a Bucarest

Hommage a Monsieur L. Kalmdr a son 60iéme. anniversaire

Le but de cette Note est de caractériser-les contractions T de I’espace de Hilbert’
qui sont similaires a des transformations unitaires, et cela en termes de la fonction
caractéristique dé 7. Grice aux modéles fonctionnels des contractions basés sur
la fonction caractéristique, on obtient de cette fagcon les modeles fonctionnels de:
toutes les contractions qui sont complétement non-unitaires, mais similaires a des.
transivamaticns unilaires. '

Rappelons que deux transformations, 4 et B, dans les espaces de Hilbert
et B, bornées ou non, sont similaires lorsqu’il existc une transformation linéaire
S de 9 sur Y, biunivoque et bicontinue, telle qué 4=S-1BS.

A titre d’exemple, ncus donnons une condition suf’ﬁsante et nécessaiie pour’
que la transformation -

A = a@f e +1 [ ) e

dans Vespace LZ(0, 1), ot a(x) est une fonctlon reelle et mesurable soit similaire:
a une transformatlon autoad_]omte

1. Préliminaires

Soient T une contraction de ’espace de Hilbert § et U la dilatation unitaire:
minimum de 7, opérant dans un espace fR29. Soient

\+:\({U"®,- . U+=U|.@+,

e=(U-1)9, L.=(- ur)"ﬁ

<
~

MO =@UE, M. (Q=®UL ME)=® UL, M, =aUg,.
s 0 —co 0 .
On a

(.1 Sty = M, (@)®R = M, (9O,
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‘R, étant un sous-espace de &, qui réduit U et par conséquent aussi U, ; soit

- . UOZUIQO-
‘On a ) :
(1. 2) ' T* = U%[D.

Les projections orthogonales de & sur les sous-espaces

';); ﬂo: M(g)z M(g*)
-soient désignées par _
-P-\;\r -P.‘lo: PQ; PQ*:

selon les cas. Les derniéres trois projections permutent & U. Pour toutes ces notions
-et relations, c¢f. [VII], n® 3 et [IX], n° 1. -
On a la relation

«(1.3) ' Py = im U"T*"h pour tout heH.!)

n— oo

Dans le cas oi T n’a pas la valeur propre 0, on a aussi
'(1 4) ) Rﬂ'n‘g’ = ﬁO'

En effet, en cas contraire il existe un k€&, tel que k LD et k0. Puisque
keR,09H = M (), k admet un développement orthogonal

k=3 U, (zngs, PATAES ukw].

‘Comme k#0, il y a des coefficients /, qui sont différents de 0: soit /, le premier
-d’entre eux. On a alors

(1.5) U e = Ul lyy 4 Us by s ¥ U s+ ...

Puisque UXLeULL=U% (U, —DHESU-T*THSH (voir (1.2)) le développe-
ment (1. 5) correspond a la décomposition orthogonale

R, = DOLOULBULD ...,

-d’ou
TUE* )P = BOEIN Wy 02+ 1) s+ e

D’autre part, puisque k€8R,, on a U **hk=U; "%k, d'ol
' WL ) = 1K1 = 1007+ 1 P+ o+

1)y C¢f. [VII], n°1. La convergencé UrT*"h~ hy s’ensuit de la relation
_ U T* h—UT*H =T* " = |T* 0 (he$; m<n)
-et de ce que les valeurs |[T*"A* forment une suite non-croissante, donc convergente. On a

n—1

h—hy=lim{I—-U'"T*Yi=lim z U"J—UTHT*he M (L)
. " n k=0 .

D’autre part, hod M.(2,) pérce que, pour tout v fixé, UT*"h LU I—UT*)T*"l (h, I € D) dés
' .que nzv+1, conséquence de ce que _LU*L, pour p =—1, —2,.... Donc ho=Pg,h.
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Tl en résulte |UxL, ||2—-||/ 12, donc

(1. 6) (e, — U, U*)lv,/)-—O
Or, ]“+ U, U¥ étant égal A la projection de R, sur R, OU, &, = &, (cf la

premlere des relatlons (1 1)), (1. 6) veut dire que /, 1 & En vertu de la relation -

HBL = U@G—)E* (cf [v], formule (17))
cela entraine que o
1, = Uh (hEM, h#0), Pgl,= Py Uh = Th.

Pu1sque QJ_M on & Pgl,=0, donc Th=0. Cela contredit notre hypothese que
. T'n’a pas la valeur propre 0.- Donc (1. 4) subsiste.

Nous aurons besoin aussydu suivant simple
Lemme. Soient o .
: : R=ADYB, R=XBY -

deux décompositions d’un espace de Hilbert . Désignons par Py et Py les projections
orthogonales ‘dans N sur W et B. Supposons que Py apphque X sur N de maniére
biunivogue et bicontinue. Py applique alors %) sur B de la méme manlere Plus pré-
cisément: lorsqu’on a .

(1.7 PaX=9 e |Puxl =clx| . pour tour x€X
avec une’ constante positiue" é, on a aussi ) ' .
© (1. 8) Py =B et [Pyl =clyl pour tout €Y.

Démonstration. Puisque HPn[xH'2 =c2||x[]2 = c?[||Pux||> + ||Pux}?], on a

~ C?||Pyx|?=||Pyx|* avec C = 1/1 —c?/e. Donc les hypothéses (1. 7) assurent que
la formule
A(PQ[X) PBX ();E?C)

~ définit une transformation linéaire 4.de A dans 9B, bornée par C. A* sera alors une
“transformation linéaire de B dans 9, -bornée aus_si par C. Puisque le graphique

{a®Aa:acU} de A dans N = ADYB est égale a {Pa[x@P%x x€X}, donc a %,

son complément orthogonal {— A*b@b: b€ B} sera égal 4 ). Cela veut dlre que
Pg) =3 et que Po(y = —A*Pyy pour tout y€9). Il s’ensuit que

||Pwy|| = CllPuyll, 1yl = ”PMJ’HZ‘I‘”PQSJ’”Z = (1+CZ) 1Puyl* = —lIstyH ,

ce qui acheve la démonstration des relatlons (1. 8)

2 Crltere général de 51m111tude 2 une transformation unitaire

1. Soit la contraction 7 de £ similaire 3 une transformatlon unitaire V donc
T=S-VS. Dans ce cas 7-! et T~ existent au sens strict et on a

Tror = S prse=t, T = SIS =

1 .
- donc " [T*"A]| = cllA]
pour tout A€H. '

6 A
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En vertu de (1.3) on é- . o .
[Pgo 2l = lim I U"T*"lzll = nm VT*" k| 2_c||'h|| (heD)

et par Consequent Py, est un ensemble fermé. Vu aussi (1. 4) on aura donc
2.1 Py H = @0 et |[Pghll = cllhl. pour tout -h€H.

Cela nous permet d’appliquer le lemme de ci-déssus aux decomposmons (1. I)
de & En vertu de ce lemme, les relatlons (2. 1) entrainent

(2.2) PH“M, (Q) Q) et [P = ||| pour tout leM . (9).

Puisque P~* permute a U, les relations (2. 2) subsistent aussi pour U- vM P

au lieu de M, (v=0,1,...), et comme ces sous-espaces vont en croissant et déter-
minent I’espace M en. question, on aura, par raison de continuité, :

2.3)  PEM(® = M) et. P&l = clll pour tout I€M(Q).
" Posons ' ’
2. 4) Q= PHIME), W=UM®S, Wi=UMES).
Nous avons, en vertu de (2.2) et (2.3), . o S -
gl =1, QM@ =M@, OM. (D) =M.(L), OW=WyQ,

10 =2, QUIME) = MO, QML) = M (@), O W.=WQ

t

Dans I'hypothése additionnelle que I'espace § (et par conséquent l’espace )
sont séparables, ces relations nous permettent d’appliquer le lemme du n°2 de
[IX] et nous obtenons qu’il existe dans Do = {A: || <1} deux fonctlons analytiques
bornées-

. : {8, 8*, @(;)} et {8*, s Q(/'{)}
telles que _ . '
. . ’ - 1
leMil=1" et el = —,
et que, en considérant les représentations unitaires’

o S Wwel,= Seml, (L9,

o S’ wol, - jeivrrln (I,e2,)
de M(®) sur L (Q) et de M2, sur L3(L,), 2)‘ on a
2.5 % Qf = O(edf pour fEM(SE)

2) 11 sagit des espaces des fonctions /(f) (0=¢=27), & valeurs vecteurs dans € ou- L., selon
les cas, mesurables et telles que l/()]* est mtegrable Le signe o veut mdlquer que l’mtegrat]on
doit étre prise par rapport a la mesure normée dt/(2m). .
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et : N , .

@.6) .+ #°Q-lg=Q(eNB%g pour gE€M(Ly).?)
1l s'ensuit que - S R
' @(e“)fz(e")q>~*g— deg pour gEM(Ly)

“ ()OS = 8 pour . fEME);

vu 'que ¢ et L, sont séparables, :cela entraine |
' O()Qet) =T, Qe*)O(e") = I

poug-preéqqe tous les 16(0:2n) et par conséquent )

| oW Q) =k, Q@)O@)=Is .pour tout- 1€D;,

donc QW) =0()~L. , .
Or, la fonction {v, é*, @()»).} coincide avec la fonction caractéristique
'{®T» DT*, T(}')} de T ou ' — .

 Dp=DrD, Dpe = DT*Q DT—(I T*T)12, Dy = (I-TT*)!72,

r.9)

0:() = fT‘_-+ 2 A"DT*T%f-—lpT] D

' “Ainsi ‘il résulte que si la contraction T de I'espace- (séparable) § est similaire .
a une' transformation unitaire, @(1)~! existe au sens strict pour tout ) €D, et est
bornée par une constante indépendante de 2. :

2. Montrons que la condition que nous venons d’ obtemr est au551 sui’ﬁsante'.
pour que T soit similaire a une transformation unitaire.

En effet, on sait que la relation (2. 5) est vérifiée pour toute contractlon T, avec
une fonction analytique contractive {&, 24,0 ()} qui’ coincide " avec la fonctlon
_caracterlsthue de T; cf [VITI), formule (3 16) Les hypothéses

1 .
, @T(/»)@T = @T*, || T(}‘) 1” = e (AEDO)
~ entrainent ‘ : 4 "

OML = L, _n@"(A)—{u =

o |

(2€ Do),
donc on aura - S _ o e
@) IPfls = 19% Poflizey = 10 0% iz, = o iz = clifla

pour tout £€ M(L). De plus, {8* , 8, ©(1)~1} étant une fonction analytique bornee,v
pour toute fonction u*(l)EHg(ﬂ*) on aura ,u(l) O)- lu*())EHZ(Q),G) d’ou il

" 3) Egalités dans les espaces L} correspondams Cest-a-dire pour presque tous les tE(O 27).
"4 ¢ [IX), p. 292, note 14.
“5) Cf. [VIII], n°3, et {IX], p. 292. -
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s’ensuit que A T o
o OHE(®) = {Ou: uc H3(Q)} = HE(Ly).

Grice 2 la relation (2. 5) ce résultat entraine que

@9 | CPRML (@) = ML ().

- Eu égard aux decomposmons (1. 1) de &, les relations (2. 7) et (2. 8) entrament
en vertu du lemme du n° 1, que .

(.9) - : pnogg =R et |[[Pahl = clihl (he D).
Cela veut dire que la transformation linéaire/
| S = Pyl §

apphque D sur K de maniere blumvoque et blcontmue De la relation (1. 3) nous
obtenons que-
UP_“OT* h = lim U"“T*”“h = Py h (he®),
d’ou . o
UpST* = S, TS*Us= S%, = S* U S*-1,

U, étant la transformatlon Uo—Ulfo, qui est unitaire dans K-
-3. Ainsi, nous avons demontre le suivant

Théoreme 1. Pour que la contraction T d’un espace de Hilbert (séparable)
soit similaire @ une transformation unitaire, il faut et il suffit que la fonction carac-
téristique {Dy, Dpx, Or(A)} satisfasse @ la condition que O(A)~! existe au sens
Strict pour tout A€ Dy et est bornée par une constante indépendante de A. Dans cette

.condition, T est notamment similaire a la partie Uy =U|R, de sa dilatation unitaire
minimum. :

Ajoutons le fait, démontré'dans [VJJ[]; n®3, que dans le cas ou T est
completement non-unitaire, la transformation U, est unitairement équivalente 4 la
multiplication par la fonction e dans I’espace fonctionnel

(2.10) A7 L3(@y) ou Ar(t) = [I— Or(eN*Or(€)]V2 . (0=1=2n).

Par conséquent, si la contraction 7 est similaire & une transformation unitaire,
la. partie complétement non-unitaire de T est similaire 4 la multlphcatlon par la
fonction et dans l’espace (2 10).

1‘; Une application

1. Env1sageons une transformatlon hnealre dans l’espace (separable) 9, de la
forme suivante:

Gy - . A'=R+iQ
6) HY®) est le sous-espace de L3 (0), constltue des fonctlons u(e"), valeurs Ilmltes p. p. des

fonctlons ()= Zl"l.,, analythues dans Dy, telles que Leg, g []I,.[I <o, De méme pour ‘g,.
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ol R et' O sont des transformations autoadjointes dont Q est positive et bornée.
Cherchons des conditions dans lesquelles A est similaire & une transformation auto-
adjointe. I ne restreint évidemment pas la généralité de supposer que ||Q]<1.
Dans ce cas (4 +il)~1 existent au sens strict, conséquence de ce que (R=%il)~*
existent au sens strict et sont bornées par 1, et de ce que, dans la relation

A+il = REiI+i0 = (REMI+i(REiT)1Q]

on a l]z(R+11) 1Ol = (R~} ||@]| <1. Puisque '0=0, la transformée cay-
leyenne de 4,

‘3.2 T = (A=il)(A+il)"t = I—2i(d+il)"!
est une contraction dans . Vu aussi la relation réciproque
(3.3) ' A =il+T)UI-T)1,

il s’ensuit aussitdt que la décomposition de T en ses parties unitaire et complétement
non-unitaire, T' = T, @ T,, fournit une décomposition 4= A, & A4, en somme
orthogonale d’une transformation autoadjointe A, et d’une transformation 4, qui
est, dans un sens évident, completement non- autoadjomte’”) pareﬂle décomposition
de A étant déterminée de maniére umvoque

Il s’ensuit aussi que si 7 est similaire 4 une transformatlon unitaire, 4 est simi-
laire (par la méme transformation biunivoque et bicontinue S) a une transformation
autoadjointe. Pour que ce soit le cas, il faut et il suffit, en vertu du théoréme 1, que
la fonction caractéristique {Dy, Dp+, @1(A)} vérifie les conditions -

(3.9 . O:(N)Dr =Dy« pour tout . 1€D,
et ‘ , ' , :
(3. 5) - lor(Dgll=clgll pour tout g€Dy et A€D,,

‘avec une constante ¢=>0. : ,
" Or, dans notre cas, (3. 4) est une ‘conséquence des autres conditions. En eﬁet
puisque 7-! = (A4 il)(A—il)~! existe au sens strict, il s’ensuit de la relation

TDy =Dy T¥)

“que TD7=Drx; vu que @1(0) =— T|Dy, cela fournit (3. 4) pour 1=0. Vu aussi
(3. 5) pour 21=0, il résulte que @(0)~! existe au sens strict. Donc 1’ensemble A
-des points 1€.Dg pour lesquels O (1)~ existe au sens strict®), n’est pas vide. Puisque
I'ensemble A est évidemment ouvert, on aura démontré que A =D, dés qu’on
montre que les hypothéses '
: An€A, A,—~2lo€ED,

entrainent : ' '

L : Ag€A. ' '

7) Ou ‘“‘simple”, dans la termmo]ogle employee dans [1]

8) Cf. [VII], notel )

) Remarquons, sans en faire usage, que A est, d’apres [VHI] théoreme 4, la partie delensemble
résolvant de T située dans Ds. .
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,Of, cela s’ensuit'de ce que ||@1(4,)~ || =1/c en vertu de (3. 5), et que dans la relation
O1(ko) = O1(2)[I+O1(2,)" (O2(A) — O+(1,))]

on a I[(@T(AO) O1(4,))| <c.pour 4, suffisamment proche de )0 Donc nous avons
A =D, ce qui prouve que (3.4) est une conséquence de (3. 5). .
Vu que D19 est dense dans Dy, la condition (3. 5) est equlvalente ala sulvante

G.6) ' le (l)DrhIIECHDth (he, 1€ D).
' Calculons ces operateurs' En posant

(3. 7) ' o =4+t .

on arrive pér un calcul é_irriple aux relations

(3.8 - ) . Di= - 4701, Dk = 4JQJ*.
Gréce a la relation | |

01Dy = DI~ ;T*) WAI—T) (cf [VIII] n° 2),
on a donc

ll@ (A)Dlel2 = 4(QU*(I - AT*)- 1(}I T)h, J*([—AT*)" 1(,11 T)h)
Soit z 11e de A par

(3.9) e o

lorsque MI <1 on a Im z>0. Nous -avons
JE(I -2 T*)()I T)=

= J* [I_:%(A*—il)‘ _. j[)(A_'|_i1)-1] -

= [(Z+l)(A*—lI) C—iA*+iD]- L. [(Z—l)(A+lI) z+i)(A—iDlJ = -

= (4* —zI)(zI— A)J.
De cette mamere, .

(3.10) [©7()Drh|? —4(Q(A*—z]) 1(zI— A)Jh, (A*—zI) (el A)JR).

2 Apphquons ces formules au -cas de la transformatlon
C Ah(x) = a(x)h(x)+‘iflz(t) dt

de Pespace D=L, 1) ou a(x) est ‘une fonction donnee, mesurable, a valeurs
réelles et finies p- p. On a alors A = R+iQ avec

(3.11) Rh(x) = a()h() + = (f f)h(t)dt Qh(x) ;fh(z)dz':%(h,eo)ea
Y .

- ou eo(x)—l donc 0=0, ||Q|l=
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L‘e‘se‘cond membre de (3. ‘10) sera égal a _
2\((A* = zD)= 1 (2T — A)Jh, e0)? = 2|(Jh, (ZT— A¥) (A~ ZI)~ ' eg).

or (51— A¥)(A—21)~1 ey = — eg+20Q(A—ZI)" Ve, =
N = —eo+i((A—EI)“‘e0‘_, eo)eo = 0(z)e, '
- ob _ S .
(3. 12) ) . 0= —1+/((A—zl) eo,eo) (Imz > 0).
Par . suite (3. 10) prend la forme i ‘ o
G113 10+ () Drhi* = 2i(Jh, P DR
tandls que (3 8) donne S : \ }
Q. 14) . ||DT/1||2—4(QJ/1 .lh) 2|(Jh, eo)l2
Ainsi la condition (3. 6) se réduit a la suivante:
3.15 = - 0(2)] = c>0 pour Imz=>0.

Calculons 0(z) de maniére explicite! Dans ce but posons

~ . =(A+z)"te, pour Imz#0. -
- On a alors 4

G 16) » . (a(x)+Z)u (v)+1fu (t)dr_l “(Oéxél),.
ou, en posant (a(x)-i—z)u (x) = v,(x), ' '

uz(,.\’)—i-‘i/ (t)(2~dt = 1.
F .

Cette équation' a la seule soiution
- L At
3.17) . : =e
e v(x) xp[ /a(t)h]
En vertu de (3:12), (3. 16) et (3.17) ona donc pour Im z>0: |

1

0(z) = — 1 +.i.(z'1_5, eo)v; —u_‘;(l) = exp[ /

o)

87

-ou, en introduisant la fonctlon de répartition de a(x), Clest-a- dlre la fonctlon '

a(a) mes{x O=x=l1, a(x)fa} (— e <a<e),
ona - ' : . ‘ o

oo

(G.18) - '0,(z)=—exp'("f/(:0_(—a-)],
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.(.3».19) o |0(z)|=e>«p[ /@ﬂ_;)‘g%] (z = a+if, f>0).

Ainsi, la condition (3. 15) est €quivalente a la suivante:

(3.20) F(a,/j)s_/(anzm—zd&(a)gM (M:log—l—; —c<a<os, /;>0J-.

Lorsque (3.-20) est vérifiée, on a pour tout intervalle fini (2, «,) et pour tout
az : oo, az

Moy —a,) = /F(a,ﬁ)da:/[ ((I——%?Tﬁi}da(a)=

ay — oo

/ [arc tg—— - arc tg / ]da(a)

Si «;, a, sont des points de continuité de AO’([I),'I] en résulte, en faisant §—0 et en
appliquant le lemme de Fatou, que .

My, ~o) =n _/ do(a) = n[&(“z)"g(“l)],

donc o (a) vérifie la condition de Lipschitz avec ‘la constante Min.
Réciproquement, pour a(a) vérifiant la condltlon de Lipschitz avec, la constante
Mn, on a .

a=+oco

M [ pda M a—a]"tT
F(a’/j)z_n_'/(_‘_lw_—n»[drctg ﬁ ]u=_w——M:

donc (3 20) subsiste. .
- De -cette facon, nous avons démontré la partxe a) du théoréme suivant:
Théoreme 2. Soit A la transformation de £ = L0, 1), définie par

ARG = aWh@+i [h()dt - O=x=1)
. X 0 .
oit a(x) est une fonction donnée, mesurable, & valeurs réelles finies p. p. '

a) Pour que A soit similaire a une transformation autoadjointe, il faut et il suffit
que a(a), la fonctlon de répartition de a(x), soit Llpschlt21enne

b) Lorsque O'(a) est Lipschitzienne, la partie complétement non- autoaa'jomte de
A est similaire a opérateur de multiplication par la fonction £ dans Iespace des
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- fonctions ‘(p(é)ELZ(Q) ol
- Q={a: a(a)>0}

Reste a démontrer la partie b).
De (3 13) et (3. 14) il résulte.

1o (el = 10()]- IIgH

d abord pour gEDTﬁ puis par continuité pour tout gE.‘DT Donc on a pour tout
point e 1 ou la I|m1te radiale @ (e't) existe,

(321 -_ o 1@ (el = hml0(2)l flgll

P

ou ¢ est 1’|mage, située sur Iaxe reelle, du ‘point ) =eft par lhomographle (3. 9) ‘
c’est-a- dlre .

s b
&= cotg2

la limite au point & étant du c6té du demi- -plan superleur non- tangentlelle Or si la. :
fonction o(a) est Lipschitzienne, on a .

oo

G2 tim [ L@ Q)

e ) @2+
pour presque tous les 56(—00 oo) limite non- tangentlelle a ldxe réelle; of. (2],
p.. 123. Ainsi, il resu]te de (3.19),"(3. 21) et (3. 22) que ;
6 el* = exp(—no’(©)- gl (g€Dv)
pdur presque tous les points el ‘du cercle uvn'ité, et par éonséquent E
(4308, ) = (1 =exp (- 20 D)-(:8) (€D,
pour presque tous les rE(O 2n). Cela entramc, pour ces t,
(3.23) . - Ay(g = (lA-exp (—2no’ ‘(f)))'./zg (g€Dy).
.'_O-bservons encore que (3. 8).et (3. 11 entrainent
L DI=4J*QIh=2(Jh ep) Sy (HED)
et que, . en vertu de (3. 14) on a | '

IDrholP=2l(es, €2 =2 - pour ko = (A+iD)eo.

Puisque LT—DT%—DZW il s’ensuit de ces résultats que Dy est constltue de tous
les multiples numériques de J*e4, donc dim D, =1.

De cette fagon, Pespace A4L3 ("\T) ] ldentlﬁe a Iespace 0L3(0,2n) ou

5() =1 [—cotg 5], n(¢).= [l —exp (—Zna’(g))]llz.
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~Ainsi, il s’ensuit que T, la parfie complétement non-unitaire de 7, est similaire
4 la multiplication par la fonction e dans I'espace 6L3(0, 211). Par conséquent
Ay = i(I+To)(/—-Tp)~ ', la partie complétement non-autoadjointe de A, sera

et ! ST200.30)
= —cotg 5 dans 6L3(0, 2n).

:similaire a 'opérateur de multiplication par iI——”

Envisageons la transformation suivante:

— it __, 1 i_i | == : —oo<' << oo
f(t) = F(e) me(é“] (O=r1=21; —w=<&<o).

Elle applique L3(0, 2n) unitairement sur L2(— ~, oo) de sorte que le sous-espace
0L3(0, 2n) sera appliqué sur le sous-espace nL2(— =, =) et que de plus & Popérateur
de multiplication par — cotg t/2 dans le premier sous-espace il correspond I'opé-

rateur de multlphcatlon par ¢ dans le second sous- espace. Or, 'espace ;7L2(_oo =)
s’identifie de mamere évidente A I'espace L2(Q) ou

Q={£:n(0) %0} ={¢: (&) %0}, .
.ce qui acheéve la démonstration du théoréme.

3. Dans le cas ot la transformation A4 elle-méme est complétement non-auto-
-adjointe, donc A =4,, notre théoréme fournit (dans la condition, bien entendu,
que o(a) soit Lipschitzienne) une transformatlon autoadjointe similaire a 4. Tel
est le cas par exemple lorsque '

L _ 10 pour a=0
a(x) = x, donc o(a)=ya pour 0=a=1,

1 pour 1 =g <oco.

y

En effet, supposons qu’il existe un sous- -espace ég de L%(0, 1), qui réduisse 4 a
une transformation autoadjointe. Puisque A est bornee on a alors pour tout A€8’

= (A'—A*h = (A;——A*)h = 2iQh = i(h,/ey)e,,
donc (h, e) =0. Par conséquent, on a aussi

(h, A7ep) =(A"h, eg) =0 pour = he€Y et n=1,2,....
Or’ : ’ ) v . .
Aey = x+ix = (1+i)x,

i i
A2e0=(l+1)(1+2] ‘ s s A€y = (l+1)(l+—2—] (l-l-;)x",...,

donc £ 1 x" (n=0,1,...) ce qui entraine #=0. Ainsi, § ={0}, ce qui prouve que
A est complétement non-autoadjointe. : . ’ .
Nous obtenons donc que /a transformation

AhG) = xh()+i [h(eyde
o .




