Uber die Approximation im starken Sinne |

Von G. ALEXITS und D. KRALIK in Budapest

1. Einieitung

Vor elnlgen Jahren hat einer von uns?) das Problem det Approx1mat10n im
starken Sinne aufgeworfen und teilweise gelost. Dieses Problem besteht im folgen-
den: Bezeichne ||o,,|| eine unendliche Zahlenmatrix und s,(f, x) die n:te Partial-
summe der Entwicklung einer Funktion f(x) nach einem in [a, b] deﬁnlerten Ortho-
gonalsystem {(p,,(x)} Wissen wir, dal3 die Mittel

(%) = Z sl x)

die F unktlon f(x) im gewohnhchen Smne mit der Geschwmdlgkelt w, —~0 approxi-
_ mieren, daB3 also’

Z ol -0 0} = 0@

gilt, so wird gefragt, mit welcher Geschwindigkeit die starken Mittel

2 1l L) = si(f, )]

.

gegen Null, und ob sie z'jberhbupt gegen Null streben? Diese Fragestellung verschirft
- das bekannte Problem der starken Summierbarkeit. -
Der Unterschled zwischen Approx1mat10n im gewohnhchen und im starken

Sinne ist wesentlich. Man betrachte. z. B. die (C, 1)- Summen der Reihe 2’( 1)" :
n=0
~welche bekannthch zu % streben. Da die Partialsummen s, dieser Reihe den Wert

1 oder 0 haben, wird dle Zah! 1 durch die - gewohnhchen (C, 1) Mittel mit der
Anndherungsgeschwindigkeit -

_1_2[1 all=o 1
n+1 S22 7* .=2(n+1) - '

1 G. ALEXITS Une contrlbutlon a Ia theorle constructlve des fonctlons Acra Sci. Math.,
19 (1958), 149-—-157.
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approximiert, wihrend fiir die starken (C, 1)-Mittel
1 5| 1
. n+1 k=0

2—Sk

gilt; d.h. die Approximation im gewohnlichen Sinn ergibt die Annidherungsge .
schwindigkeit O(n~"), wihrend fir die im starken Sinne nur O(1) folgt. .

Wir wollen’ uns im folgenden mit der starken Approximation gewisser Mittel
der ,Fourierrethe und der Orthogonalpolynom-Entwicklungen, wie auch einiger
anderer Orthogonalentwicklungen beschiftigen.. Um diese alle einheitlich behan- .
deln zu kénnen, bedienen wir uns des Begriffes der polynomartigen Orthonormal-
systeme {p,(x)}, welcher auf die einheitliche Behandlung &hnlicher Fragen schon
mit Erfolg angewendet wurde.?) Darunter verstehen wir ein Orthonormalsystem,
dessen Kern von folgender Beschaffenheit ist:

K, (t, x) = Z P () pi(x) = ZF(z x) Z’ Y P (1) P s 00,

i,j=-p

wo die Konstanten Iy(") ul eine von n unabhingige gemeinsame Schranke C; haben,

die natiirlichen Zahlen p und rvonn mcht abhingen, und die meBbaren F unktionen
F,(t,x) die Relation

|F, (t X)) = ItCZI (¢ x)

fiir alle x € [a, b] mit absoluten ' Konstanten C; und C, erfiillen. Die polynomartigen

Orthonormalsysteme 'umfassen das trigonometrische System, die orthogonalen

. Polynomsysteme, wie auch das Haarsche und das Walshsche Orthonormalsystem.’
Wir werden das Problem der starken Approximation in dem Fall untersuchen,

wo s,(f, x) die n-te Partialsumme der Entwicklung einer LZ,;-integrierbaren Funk-

tion f(x) nach einem polynomartigen, Orthonormalsystem bedeutet; und als starke

Mlttel die Summen
Nn

Zk

mit einem g=0 gewihlt werden. Es wird sich herau‘sstellen, daBl diese mit einem
" N,=0(m) (N,=n) gebildeten starken Summen bis auf einen konstanten Faktor
" dieselbe Anniherungsgeschwindigkeit haben wie die im gewohnlichen Sinn erreich-
bare beste Approximation mit dem System {@a(x)}. Darunter verstehen wir fol-
gendes: Bezeichne

— s (f5 %)

T, ('x)‘ = g @ pe(x)

eine Linearform hochstens n-ter Ordnung, welche mit den ersten n+1 Funktionen
des geordneten Systems {g,(x)} gebildet wurde. Die nicht negative Zahl

E(f) inf sup lf(X) T (Y)l

n”"

2) Vel.G. ALEXITS Convergence problems of orthogonal series (Oxford London—New York—
Paris, 1961),-295—300. .
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heiBt die mit den aus {p,(x)} gebildeten Linearformén héchstens n-ter Ordnung’
erreichbare beste Approximation im Intervall [, b]. Unser Hauptresultat ist aus--
gedriickt im folgenden .

Satz 1. Bezeichne {¢,(x)} ein im Inter vall [a, b] a’eﬁmel tes, konsranrenrreues,3)
. polynomartiges Orthonormalsystem beziiglich der Gewichtsfunktion 2(x)=0. Geltenv

- im T ezlmteruall [e. d] von [a, b] die Beziehungen

Sotw=om 0=em=K,

so gilt in jedem inneren Teilintervall von (c, d) die Beziehung
1 N

— Z ke~ 1lf<\>—sk(f, X)) = KZE f)

nty
. gleichmdBig, wenn nur- ,,=0(n) ist.

Von den Kon'sequenzen dieses Satzes mochten” wir eine hefvbrheben Es ist: -
bekannt, daf} die beste polynomiale Annédherung E,(f) fiir die Klasse der Funktionen,.
die eine stetige r-te Ableitung f®X(x) haben (f(o)(x) —f(x)) von der GroBenordnung:

nrw ( f(’)) ist, wo
' w(5 ) = sup_ f")(\) f(”(k)l
: \'xx €la, b]
also den Stetlgkeltsmodul von f(’)(x) bedeutet Danach folgt aus Satz 1 ummtte]bar
der :
" Satz 2. Gilr 0<m<o(x)<Mfii1 x E[c, d), und ist f(x) eine r-mal stetig diffe-- -
renzierbare Funktion, so besteht be1 N,= O(n) in jedem inneren Teilintervall von:

(c, d) die Beziehung - , o
. " Ko (l,f(’)'] |
qu A = 5efy ) = e

gleichmdpig, wenn die si(fs x) die Partialsummien del Entwicklung von f(x) nach’
dem Orthogonalpolynomsystem, welches durch g(x) besnmmt ist, bedeuten.

nl‘

"Ein Vorteil unseres - starken Summatlonsverfahrens besteht darin, daB wir-
daraus auf die Approximationseigenschaften der starken Riesz-Summation (R, n" 1)
schlieBen konnen. Bezeichne ndmlich

ha(fy %, ) = — qu ‘lf(x)—sk(f x)|

das n-te starke (R, nq 1)- Mittel, so folgl wie wir es sehen werden, aus Satz 2 lelcht- :
der .

L V 3). Das System {w,,(x)} heiBt konstantentreu, wenn fur alle konstanten Funktionen f(x)=¢-
die Bezxehung sa(f, x) c gilt (n=0,1,..).
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Satz 3. Gilt O<m=o(X)=M in [c,d), und hat f€L%, eine r-te Ableitung,
welche der Lipschitzbedingung ,
. vy — £ (v

wp )=S0

xxelab X —x]?

=K, O<a=l)
geniigt, so approximieren die starken (R, nf, 1)-Mittel der durch die GewchtsfunA tion

o(x) bestimmten Orthonormalpolynomentw lck/ung von f(x) in jedem inneren Teil-
intervall von (c, d) g/elchmaﬁlg mit der Anndherungsgeschwindigkeit

|
ha(f, %, 4) = O []

wenn nur q=>r-+ao ist.

Fiir die (trigonometrische) Fourierentwicklung gelten die entsprechenden Be-
‘hauptungen im ganzen Grundintervall [0, 27).

Wir wollen endlich noch bemerken, daB der Satz | auch uber das Approxi-
mationsvermdgen der Partialsummen s,,(f x) einer Entw1ck|ung nach einem konstan-
tentreuen polynomartigen Orthonormalsystem einen gewissen Aufschiuf gibt. Es zeigt
sich ndmlich, daB die Indizes der ,,schlecht” approximierenden Partialsummen
ziemlich gleichverteilt von der Dichte Null sind, welche Tatsache wir in unserem
Satz 4 genauer beschreiben werden.

2. Beweis der Sitze 1—3

Beim Beweis der Sdtze 1—3 stiitzen wir uns auf das

Fundamentallemma: Sei {¢,(x)} ein konstantentreues polynomartiges Ortho-
_normalsystem beziiglich der Gewichtsfunktion () =0 und f(x) im Grundintervall
[a, b] beschrdnkt: |f(x)| =M. Bestehen im Teilintervall [c, d] die Voraussetzungen
.des Satzes 1, so gilt in einem Jeden inneren Teilintervall [c +h, d—h] mit h=0 die
Ungleichung . :

: — Zk« Use(f, X = KM,
wwobei die Konstante K von- c, d, h und q, nicht aber von n und x abhdingt.
‘ Zum'Beweis zerlegen wir die obige Summe in drei Teile:

Nn Nn

:—ZM1mq@pnjzﬂl/hmm%§%@%®m

cffl g - s /l

=&+&+&,' ‘
-wo die naturlxche Zahl n so groB sein, soll daB die Punkte x —% x + ! im Intervall

Nn
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Nn

2 2 ,,Zk“ 1[)’ﬁ,u[|‘]”f+j(x)|

(c, d) liegen. ‘Da das System {¢,(x)} polynomartig ist, erhalten wir fiir S,
¢ b .
(/+/)f(r)l?,‘(z, X)prri(t)o(t)dr|.
cu=1ij=~p N Jo
Sei (¢) die folgende Funktion:

V(o) = {f(t)ﬁ”(" x)_ fir r€fa, Ud, b

0 sonst.

Das letzte Integral bedeutet dann den k + i-ten Fourierkoeﬂiiienten b,y ; in der
" Entwicklung der Funktion ¥ (t) nach dem System {¢,(x)}. Nach der Cauchyschen
bzw. Besselschen Ungleichung ergibt sich die folgende Abschitzung:

. < , ] Y" 2¢—-2, (k) & 12
Si=2 2 { 2l qu+,(x)._2bk+.} =.

n= 11]——pnq k=n

= 2 Z G {Z"’kzq z(pk'ﬂ(x)([/ /)f (t)F,,(r x)Q(f)dz)}

H= llj——pn k=n

I1A

Der Wert des letzten Integrals ist wegen [t —x| = i und f2(¢) = M?2 nicht gréBer, als
b ,

202 .
Mh c: / (t)dr = K2 M?,

a

und da N,,stn ist, erhalten wir auf Grund der Voraussetzungen des Satzes
1 fur S,

p=1j=—p k=n u=1j=—p

Z Z C KM N {j¢k+J(X)} 2 2 K7M” ZéKsM-

Zur Abschitzung des Ausdrucks
1

[+ [0 R me0 @

1
X+
n

S, = Z = Z Kl mﬂ(x)w.,ut

"= 1'J——P

verfahren wir ganz analog. Wir erhalten wie oben:

12
2 Z K n=4nt" z{(/ /]f QYA A)Q(t)dt} =

u= 1!1——n

é,Zrh,Z,,’@"‘fM’““ {(/ /](r—x)z}
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Der Klammerausdruck ist nicht groBer, als (2n) /" so daB sich endlich fiir S, dlel
Beznehung _ .
S, =K, oM
erglbt. -
i Zur Abschatzung von S; machen wir von der speziellen Struktur der Kern-
funktion K,(#, x) keinen, Gebrauch Auf -Grund unserer Voraussetzungen ergibt sich
ndmlich unmittelbar

1
Xb— b

N.. 1/2 1/2
=—2kq { / fZ(r)e(r)dr} { / (Z qam(r)(p,,.(v)] o(r)dr} =

m m=

a
X——
n

Nn

& 1/2
= Ko™ Skt Pt 3 o] =
. =0

Nn

= Ky,n —4-%M2kq ¥ < K13Mn -yt = K”M

Durch Addition der’ Abschatzungen bengllch Ay 52 und S3 erhalten wir
,,—,,Z k=t se(fs )1 = (Ko + Kio + Kig) M,
womit unsere Behauptung mit K = Kg+ K, o+ K,; bewiesen -ist.
Der Beweis des Satzes 1 ist nun recht einfach. Sei ndmlich Th(X)EZak(pk(X)
: : K=0

die aus den ersten n+ 1 Funktionen des Systems {¢,(x)} gebildete Linearform, welche
die Funktion f(x) im Intervall [a, 5] am besten approximiert. Dann haben wir:

1 &
= 2R —f)] =
k=n
| M . K .
= n—qg kq—l {Isl\(.f: X)—Sk(T,,, X)l + Isk(Tn: '\‘)‘_Tn(x)] + ]T,,(.\') _f(x)l}
Auf Grund der evidenten ‘Beziehungen ‘ ' S
s )= 5(To, %) = 5(f = T, X), 5T, %) = T,(x) fiir kz=n,
1T —f(0)l = E(f),

ergibt sich dann aus unserem Fundamentallemma die Behauptung des Satzes 1.
Was den Beweis des Satzes 2 anbetrifft, folgt aus der Bedingung 0 <m=go(x)=M

bekannthch‘*) die Beziehung Yq) (x)=0(n) in jedem inneren Teilintervall von

[c, d], daher ist der Satz 2 auf Grund klassischer Approximationssitze eine Folge
des Satzes 1. :

- 4) G. Freup, Uber die starke (C, 1)- Summlerbarken orthogonaler Po]ynomrelhen Acta Math.
Acad. Sci. Hung ‘3 (1952), 83 88. -
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Es seien nun d1e Voraussetzungen des Satzes 3 erfullt Schrelben wir dann
die GroBe h,,(f x, g) in der Form - :

. 1 ) m 7 1 2J+1 1,.

RAENE —Zkﬂ N =l = g 2 205 22 ka3 f() =5/, %),
i=

wo die natiirliche Zahl m durch die Unglelchung 2m-= I=n <2m deﬁmert ist. Aus

dem Satz 2 folgt

” 2 Ko 1If(\) s(f, )] = [2,(,1“)]

Bei ‘Beachtung von q>r+a erhalten'..w1r also »fiir-h,, , X, q) die Abschéitiung

¢
] e

h(f,30) = 00~ 3 Y- = O(n-q)z"'@ -9 = Oumsyi-r- = = 009,

Womlt auch der Satz 3 bew1esen 1st.

3 Das Approxnmatlonsvermogen der Partlalsummen .

Unsere Satze 1-3 legen es nahe, dal} schon -die .einzelnén Partialsummen
5,(f, ) im allgemeinen die Approx1mat1onsgeschwmdlgkelt der starken. Mittel
erreichen, d. h. daB die Partialsummen s, (f, x), welche die Funktion f(x) schlechter
approximieren als die starken Mittel, nur selten vorkommen konnen. Die genaue
_ Formulierung dieser Tatsache befindet sich im folgenden

Satz 4. Sei f(x) eine r-mal stetig dlffeienZIerbale Funktlon mit- f*’)éLlp o
(O <a=1). Bezeichne A(x)=0. eine beliebige monoton gegen Unendlich strebende
Funktion und v(n) bzw. %(n) die Anzahl jener Indizes n,=n bzw n<nk§2n Sfiir
.welche im Punkt x¢(c,d) die Ungleichung '

s () ~f0] = & f’ii)

L oL

" besteht. Dann gilt - ' .
- lim —‘(L)—O “bzw. lim \;n)

0,
) ne co . n-co -
wobei die Menge {n,} im allgemeinen mit_ x variiert.
Nach Satz 3 ist nidmiich '

_K14- \1 5 _ L
i B g ke s )=/ =

IIV

iq 25' s, (f; Y) f(x)] ézs:‘g(nk)nzfl-r‘_a'

- Wir wihlen g =r+a derart, daB r+a=g—1, dann ist n;\{’l""“;nk‘” mit ﬁ>'0.‘
Da A(x) nach’ Annahme beliebig langsam wichst, diirfen wir ohne Beschrinkung
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der Allgemeinheit {A(n)} so wihlen, daB {A(n)n-*} monoton abnimmt, und daher
statt der letzten Summe v(n)A(n)n?=1-"-= geschrieben werden darf. Dann ist

Kis _ v(n) . A(n)

, e e T g oprte
oder mit anderen Worten _

. v (n) - Kl 4 =0 ( l)

n T An) ’

Der Beweis unsefer zweiten Behauptung verlduft ganz auf dieselbe Weise:

I ‘ ) 2 2n o
prval 2> ni 1[s,.,(f X)- f(\)[ (’) n('H) —l-rsa
also gilt . | | ,

. * _‘ ' . ] ;(ﬂ) - 2r+a . 3K2 — 3
‘ o Tn T et i@ny o(1).

Der soeben ‘bewiesene Satz driickt jene Eigenschaft der Partialsummenfolge
{s.f, x)} aus; von welcher wir in der Einleitung gesprochen haben, nidmlich da8
die ,,schlechten” Indizes n, in der Menge aller natiirlichen Zahlen von der Dichte

. NuH sind (M—»O) ferrier daB sie ;,ziemlich gleichverteilt” sind also sich nicht

an einzelnen Stellen verdlchten da sie ja auch zwischen » und 211 nur ,,selten” auf-

treten( () .O]. .

4. Der Annaherungsgrad der Rneszschen Mittel allgememer Orthogonalrelhen

In einer fruheren Arbe1t5) haben w1r einen Approx1mat10nssatz beziiglich der .
starken de la Vallée—Poussinschen Mittel allgemeiner Orthogonalreihen verdffent-
licht, welcher einen Satz von TANDORI®) verschirft. er wollen .nun unseren in. %)
bewiesenen Satz welter verschérfen:

Satz 5. Sei {(p,,(x)} ein beliebiges, in [a, b] deﬁnrertes Orrhogonalsystem und
A(x) eine positive, fiir x — - monoton gegen Unendlich strebende, von unten AonAave
“Funktion. Sei feiner Eczlz(n)<oo und :

S (x) ;;ckz(k)wk(x), 82 = 2 e,

. Sind die starken Mlttel

" Na

— Z ke~ llsk(x)l (N,, = 0(n))

. G, ALEXITS D. KRALIK, Uber die Approximation mit starken de la Vallée — Poussinschen
Mitteln, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 16 (1965)," 43—49.
6) K. Tanpori, Uber Approximationen mit allgememen Orthogonalrelhen Annales Univ.
Sei. Budapest 3—4 (1960/61), 351 —356. .

'
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auf der Menge EC{a, b] besc/u ankr so gilt fur die sta:Aen (R n4, 1)-Mittel der Or tho-
" gonalreihe.
-z, fpn(x) :

auf E fast iiberall die Bezlehung

—,Zk ‘ISA(X)—-f(X)I = [T(er)J

wobei f(x) die als Limes im Mztrel bis auf eine Nullmenge emdeut:g bestimmte Funk-
non bedeutet.
* Unser Satz folgt leicht aus dem’ folgenden relhentheoretlschen

Hilfssatz. Die Teilsummen S, der Reihe- E_a,, sollen der Bedingung

Na |

—ka« S =K

genugen bezeichne ferner 2(x) die .Funktion im Satz 5 Gibt es eine Indexfolge {/1,,,}
derart, daf} S, wie auch

Hm

= DNk
=) )(k) |
. gegen die Grenzwerte S bzw s konuergzeren, s0 gl/t dIe Uﬂglelclnmg

il o CK.S)
Fé’k 56—l = i

Der Beweis des Hilfssatzes verlduft analog zu dem des entsprechenden Hilfs-
satzes in unserer NoteS), von dessen Beweis wir somit absehen. k®nnen.

Aus diesem Hiifssatz erhalten wir den Satz 5 leicht. Wegen des .Riesz—
Fischerschen Satzes konvergieren: die- Partialsummen s,(x) bzw. S,(x) in L2[a; b]
gegen Funktionen f(x) bzw. f*(x). Wir kénnen dann eine Indexfolge {u,} derart
auswiéhlen, daB die Partialsummen s,,(x) und S, (x) auch punktweise fast iiberall
gegen f(x) bzw. f*(x) konvergieren. Nach unserem Hllfssatz besteht also auf der
Menge E f’zst iiberall die behauptete Relation

_Zk'l sy~ (I = (z( )]

nt i

womit der Satz 5 bew1esen ist.

(Eingegangen am 4. September 1964)




