-Uber eine Verallgémeinerung der Distributivitiits_gleichung'

Von M. HOSSZU in Miskolc (Ungarn) '

‘ 31' Die Funktiénalgleichung _ o
(1) : FIG(x, y), ul = HIK(x, u), L(p, )]

ist eine Verallgememerung der sogenannten Dlstrlbuthtatsglexchung wo  wir
speziell G'=H, F=K=L haben:

) . B - F[G(x, »), 4] =G[F(A‘, u), F(y, )].
Eine weitere Verallgemeinerung ist . ‘
) . FolG(xy, x5, vees X)), 1] =']-{[1:1(x1 s Wy Fa(xy, u), oo, Flx,, 0]

Hier konnen alle Veréinderlichen x;, # und die Werte der unbekannten Funktionen -

F;, G, H aus verschledenen Mengen gewihlt werden. Im Spezialfall, daB G,x;,
bzw. H, F; Elemente ciner Menge Q bzw. Q’ sind und u ein Parameter ist, gibt die
Gleichung (3) die Definition des Homotopiebegriffes.

Nimlich bilden dann die Abbildungen x - F(x, u) fiir irgendwelches festes-
‘u einen Homotopismus, undzwar zwischen den Gruppoiden, die durch Q bzw. O’
- definiert sind und welche die Funktionen G bzw H als Grupp01doperat10nen
- besitzen [2]. : :

2. Man kann die 'folgenden Fragen stéllen:
. I. Was sind" die “allgemeinsten - (umkehrbaren, stetigen, usw) Losungen F;
~der Funktlonalglelchung (3) fiir gegebene Funktlonen G, H?

2. Was sind die Losungen, wenn — umgekehrt — die F; gegeben sind?

- Vom algebralschen Standpunkt aus bedeutet'die erste Frage, daB wir die
'Homotopismusrela‘tionen zwischen zwet -gegebenen Gruppdiden suchen. Die zweite
Frage bedeutet, daB wir solche Gruppoiden suchen, dle ein gegebenes System von
Homotopismusrelationen haben. [1, 3]

Die Umkehrbarkeitsbedingungen als Nebenbedmgungen fir die Losungen

bedeuten, dali die gesuchten Homotopismusrelationen bzw. Gruppoiden als Iso- =

toplsmusrelatlonen bzw. Quasigruppen auftreten. » hat die Rolle, zu zeigen, dal3.
wir ein System der Homotopismen betrachten, die irgendwelche Bedmgungen wie
die der Transivtiitit, befrledlgen [4].

. Die Losung fiir H ist eine ganz beliebige Funktlon und im Falle der gegebenen
F; haben wir. fiir G die Gestalt

G(xXy, X2y ees X,) = Fg | {H[F, (\1) F(\,) oo E)L
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wo Fg! die inverse Funktion von Fy bedeutet. Folglich beschéftigen wir uns im
Spatelen nur mit der ersten Frage, d. h. wir suchen die Ldsung F; der Funktional-
glcnchung fiir gegebene G, H.

3. Wir zeigen, dal} die Vcrallgememerung (3) der Dlstrlbutlwtatsglelchung 2
sich mit Hilfe der eindeutigen Umkehrbarkeitsbedingungen iiber die Funktionen
auf den Spezialfall- F;=F, H=G reduzieren 1aBt.

-Zuerst beschranken wir uns auf den Fall, dal} die Funktlonen G H umkehrbar
sind.

Definition: I. Eine Funkllon G heilit um/\e/ubm oder eine- Quasigruppen-
operation, wenn die Gleichung

) : . y=0G(a,, ..., a- X, P |

fiir irgendein & (k=1, 2, ..., n) und fir lrgendwelche fixierte Werte von «; und y,
eine eindeutige Losung X hdt

" Wir fixieren ein System von Elementen «,,a,, ..., a, und bezelchnen dann
die Umkehrfunktionen mit x=G,(y). Offenbar befrledlgen die Funktionen G, die
Zusammenhiénge

3y  Glay, sty Gilt), Gyys -y @] = , .
= GGy, ooy Uy, 1 gy s ey ad) =1 (K=1,2, ..., 1),

Definition 2. G, heiBt eine Isotope von G, wenn die Bedingung

WO[GO(XI » X2 ens xn)] = G[q)l(xl?’ (I)Z(XZ)’ e (pn(xn)]

fir irgendwelche eindeutig umkehrbare Abbildungen x;—g(x;) giltig ist. G, ist

eine Hauptisotope von G, wenn.p, die identische Abbildung ist.

" Der Begriff des -Isotopismus ist eine Verallgemeinerung des Begriffes des Iso-

morphismus, wo wir speziell p,=¢ (i=0, 1, ..., n) haben. ,
Es ist offensichtlich, daB jede Isotope einer Funktion G isomorph zu einer

Hauptisotopen ist. Es sei ndmlich G eine Isotope der G, d. h.
. G_(”\‘l » XZ' AR 'xn) = (/)0_1 {G[(pl(”\’l).’ ;pZ(XZ)! (R (/711('\'5:)]}:

wo @5 ! die inverse Abbildung von ¢, ist. Dann ist G isomorph zu der Hauptisotopen

GO(XI » X2y ey ‘\'n):G{(pi[(pgl(-’\‘l)]a (/)2[‘/’51(«\'2)], rees (I)I:[(/’JI(X,:)]}
der G, und die Abbildung x — py(x) erzeugt den Isomorphismus:

PolG(xy, X2, ooy )] =Golgo(x1)s Polxa)s -5 Polx,)].

Im Falle, daB die Abbildungen ¢; nicht notwendig umkehrbar sind, sprechen wir
iiber Homotopismus statt Isotopismus bzw. lber Homomorphismus statt Iso-
morphismus. Es fiihrt zu keinem MiBverstdndnis, wenn wir tiber den Homotopismus-
usw. der Funktionen statt des Homotopismus der Quasigruppen sprechen.

Definition 3. Die Quasigruppenoperation. G, heilit eine Loop- operanon,
wenn ein Emheltselement e existiert, so daB

Golxy, Xz, ooy Xp) =X
fiir alle x, und x;=e (i#k) gilt.
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Hilfssatz. Jede. Loop haupnsompe einer Qu‘asigruppez10[)erafi0n ‘G hat die
-Gestalt ‘ )

NOR o lGo(\'pxz: x,) =G[G, (\‘1) Gz(Xz) 50 tx,;)

“wo die Funktionen G, die mit Hllfe der Gleichung (5) mit 1/gendwelcl1en E/ementen
a; deﬁmeiten Umbkehrfunktionen sind. .

Beweis. Es sei »
(\1 4 x2) . Yll)_G[Wl(x]) ([72(X2) . rpn(\‘n)]

‘eine  Loop- operatmn mit Emheltselement e.. Dann Zelgt die Substltutlon x;=e

G -,«-k) daB
Pi(xi) = Gk[Go(ea s xk: ey e)] = Glg(xk)

ist, wo Gy eine laut (5) mit «;=gp,(e) definierte Umkehrfunktion - bezeichnet:
Umgekehrt, (5) und (6) zeigen, dafl wir ' :

GolG(x,,a,, ..., a), G{ay, x5, a3, ..., a4,), ..]=G(x{, X5, ..., x,) -
haben Mit den Bezelchnungen ) - ‘
X;=a; (l#I\) : eiG((tl,clz., ey ),
[=Gdy, oo, Uoeqs Xey Qi gs ey )

haben wir also - o .

< B S Gole, -ty ey ., @) =15 _ . ’
~d.h. Gy hat wirklich ein Einheitselement e.: ' '
4. Wir beweisen den folgenden

~ Satz 1. Es seien G, H gegebene Quasigruppenoperationen. Die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Ldsbarkeit der Funktionalgleichung

(3’) ' - - _FO[G(X.I y X2, eens Xn)]‘: H[Fltxl)! EZ(XZ)Q "." E,(X,,)]

ist, dafy H eine solche Loop-isotope habe, die homomorph zu einer Loop-isotope von
G ist. Man kann die allgemeinste Losung fiir F; folgendermafen konstruieren: Mit
Hilfe von beliebigen Konstanten a;, b; bildet man_die Umkehlfunknonen -G, H,-~
. welche dle Bedmgungen (5) und

(5)  Hlby, ..., by- “Hm)mﬂ,m,] muam“.bphamﬂLmﬁmer

Dejrzedzgen Dann konstr uiert man dze Loop—hauptzsoropeu € ulzd

' (6) _ HO(J’]:J"z» “‘5yn)_H[H1(y1)’ Hy(y2), - Hn(yn)]

Die la/lgemeinste Losung Fo ist ein beliebiger Hohmmo;phlsn_ws der GO zul HO
©)  FolGoxys X2, s X = HolFo(x)), Fo(x), -oos Fo()]

Ferner, die allgemeinsten Losungen fw F; (1>O) mit den Anfcmgsbedmgungen

(3 o Fa)=b, (i=1,2,...n) -
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sind . '
©) T FW)=H{FGT (),
wo G; ' die inverse Funktion der G, bezeichnet, d. h. -
(a0 G ) =G @y ooy sy % g o ).
‘Beweis. Fixieren wir x;=a; (i#k)in (3'), so bekommen wir wegen (10) und (8)
FO[G;‘(_y\-A.>1=H[F,<a|)  Fea(@- 1), Filx, Fee (@), 1=
=H[by, .. bk 1 Flx), bis s oo
folglich haben wir (9). Damlt (9 die Funktxonalglelchung 3. befrledlgt ist
es notwendig und hinreichend, daB
FolG(xy, X3, ...,,\) = H(H {Fo[GT ' (x )1} o) = Ho{ FolGT ' (x )1, ..

. .gilt. Das ist aber eben (7), wenn wir G,(x,). statt x, schreiben und (6) beachten.
Endlich, da alle Loop-isotopen der G bzw. H zu einer Hauptisotopen von der
‘Gestalt (6) bzw. (6") mit-geeigneten Konstanten a;, b; isomorph sind (sieche den
Hilfssatz), haben wir die oben ausgesprochene Bedingung fiir die Losbarkeit.

5. Bis jetzt reduzierten wir die Funktio’halgleichung (3) zu dem Spezialfall
F;=F, d. h. zu (7). Wenn (7) eine eindeutig umkehrbare Losung hat, dann konnen
"wir eine weitere Reduktion machen.

Satz 2. Es sei E(x) eine eindeutig umkehrbare partikulire Losung del' Funictio-
snalgleiclnmg (7) fiir Fy. Dann ist
(1 n - Fo(a\‘) = E[Fe(x)) = FylE(x)] -
die allgemeinste Ldsung von (7), wo Fg die a//gememsre Losung der Funktional-
“gleichung ) _
(12) FolG(xi, X2,y x)] =G LFo(xy), Fo(x), -..s Fo(x,)]
und Fy die allgememste Lésung der analogen Gleichung (mit H statt G) ist.
Beweis. Setzen wir (11) in (7) ein, so bekommen wir z. B.
E{FG[Gxy, xg, s x)]} = H{ETF(x )] -} = E{G[Fe(x1), -]},

"woraus (12) folgt. Wir bemerken, daB ein #dhnliches Ergebnis gilt, wenn die pdl‘tl- .
kuldre Losune E nur eine einseitige Inverse hat.
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