‘Uber verschiedene Konvergénzarten der trigonometrischen Reihen. II
(Die Entwicklung der Ableitungen)

Von LASZLO LEINDLER in Szeged

‘Finleitung .

Sei f(x) eine 2n-periodische, auf (0, 27) quadratlsch mtegrlerbare Funktion mit
der Fourler-EntWJCklung '

€)) A f(x)~7+ 7(a,,cosnx+b,, sin nx) = S[f]

Bezeichne E,=FE?(f) den besten Annaherungsgrad von f(x), im Sinne der
Metrik von L2(0, 27), mit trlgonometrlschen Polynomen' (n—1)-ter Ordnung; nach
dem Satz von GRAM [2] ist

oo

-E,, —n’(A,(ak—kbk)—nZQk

Wenn wir im Folgenden iiber die Existenz der p-ten Ableitung einer Funk-
tion f(x) sprechen (p eine natiirliche Zahl), so verstehen wir, dass f(x) fast {iberall
gleich der p-fach iterierten Integralfunktion einer integrierbaren Funktion g(x)
~ ist, und dann nennen wir g(x) die p-te Ableitung von f(x), in Formel: g(x) =fP)(x).

Satz I. Unter der Bedmgung =

. . 1 ’ - .
@ . / ey [/ [f(x—|—2[)+f(x 2t) 2f(x)]2dx] dt<e
' : 0. .
. gilt . o
2kl + b <=
Satz I'1.. Unter der Bedingung .

‘ o ‘ 1/2
3 ‘ii%f'[ [+ 20)+fx=20) - 2f(x)]2dx] i o

ewsnert f(")(\) und konvergiert zhre Fomzer-Entmcklung fast uberal/ unbedmgt
d. h. bei jeder Anordnung zhrer Glieder.
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Satz III. Unter der Bedmgung

1/2 I 1/2
4) . —(u(;%i—ll)/‘ [ [f(x +2t) +f(x 2t) = 2f(x)]2 dx] dt<eo
0 .

existiert fX(x) und konvergzeren die Reihen

/io+ Zﬂ:(A Cosnx+B smnx) : [ /f( )(x)COSnv )

sin nx

bei fast allen Vorzezchenvertetlungen glelchmaﬂzg
Satz IV Ist

1 2n

. (5 / ltlzongri,l (fGe+20) +f(x—26) = 2f (x))? dx dt < <=,

00

so existiert f®)X(x) und konvergiert ilre Fourier-Entwicklung fast iiberall.

Satz. V. Unter der Bedinguhg

1 2= | .
©) ' // t2:+2 (f(x+2t)+f(x—2t)—2f(x))2 dx dt < oo
' . 00 , R

. existiert fW(x) und wenn sie eine 2m-periodische, stetige Funktion ist, so ist die
Fourier-Entwicklung von fW(x) gleichmdpig konvergent.

Man konnte noch weitere dhnliche Sitze, z. B. fiir die Summatlon und fir
verschiedene Arten von Approximationen und Summationen (51ehe die entsprechen-
den Sitze mit p=0 in [4], 5]) leicht bewelsen

Wir setzen -

. . 1/2
: wz)(é f)= {; /[ /[f(x+2t)+f(x-—2t)—2f(x)]2dedt} -
0 -1 ) o ’
Satz VI. Unter der Bedingung
S b oft )
. ’mzl'n w2 [E,f]<oo

existiert ftp)(x) und hat eine- absolut konvergente Fourier-Entwicklung.
~ Satz VIL Ist o o

2 (log n) w(z) {’1 f] < oo,

so existiert f (")(x) und konvergiert ihre Fourier-Entwicklung fast iiberall unbedingt.
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"§ 1. Hilfssiitze
Hilfssatz 1. Ist f(x)€L2(0, 2n), so gilt
. Y | . o
“E, = u“)(n , f] (s. [4], Hilfssatz I1). -

Hilfssatz TI. Es.sel )(x)‘eme pésmve, monoton nichtwachsende Funktion_nfib
AT 1(n) O(n”) (f=0). Dann folgt aus der ‘Bedingung :

, (1.1) /—————(/[f(x+21)+f(x 2t) 2f(x)]2de d:<oo}
B r)[ ] .
t

die Ung/ezchung

I |
an 27 B
und aus der Bedingung
N o 1 o ’ ° S
(1.3) / /[f(v+2t)+f(x 2r) 2f(x)]2 dx dt < o
' 22 7] . _ ,

die Ungleichung

o

(1.4 : X . Z/(n)E"

) Beweis. D1e Impllkatlon (1. 3)=(1. 4) haben wir schon in [5] (s den Hilfs-
satz I1I) bewiesen. Die Jmpllkatlon (1. )=(1. 2) beweisen wir dhnlich zum Beweis
des Satzes I.von [4]. Ist f(x) in (0, 2n) fast iiberall konstant, so ist die Behauptung

‘klar. Wir nehmen an, daB f(x) nicht fast tiberall konstant ist. Nach der Parseval-
schen Glelchung gllt . . :

.5 F(r) = /[f(x+2r)+f(,\—zf) 2f(x)]2d,\ = 161 ng sin® kt.

Nach 'den. Oblaen ist die Funktion

a(t) = (rZJ ( ] V;_({)} |

fast tiberall endhch Aus der Bedingung (] l) und aus der Deﬁmtlon von oc(t) erglbt
sich, daB3. _ .

1

. 0 %A BN

—,' .(Z(l)
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~und.

Ln : f;fa(t)[f(x'+2r)+_f(x—2z)~zf(x)]2dxdz;;o
0 0

sind. Aus (1. 5) und (i. 7) folgt, auf Grund des Satzes von FUBINI,
(1.8) o > or | a(t)sin* ke dt < oo,
k=1
. =1 .

ler bezeichnen mit Ik die Menge derjemgen Punkte t von [0, 1], fur die sin k1= i
ist, - Bezeichne

(k) = fa(r)dt.‘

I

Nach (1. 8) besteht -

(1.9

Mx

or /(k) < oo,

k=

'Es set {p,} (po=0) eine Folge von natﬁrlichen Zahlen, fiir die

R ' '
: 1
(1.10) , W= Z s S K (K =)
. n=Pm-1

(m=1,2,.) erfullt ISt Die Existenz einer solchen Folge {p.} ist auf Grund der
“ beziiglich )(x) getroﬁ'ehen ‘Bedingungen klar. Wir definieren nun die Folge {k,}
folgenderweise: es sei 4, die Kleinste unter den natiirlichen Zahlen n, fiir die

"l——”<pm+1 Und
: /(n) = min {/(k)}

PmSK<Pmst

gelten. Wir zéigen, daB .

. . “ . hind 2ZBIH
(. 11y . . ; =
ist. Zuerst beweisen wir, dafB '
. 1
' Pm-=3 )
, 1, 1 : -1
(1.12) : I(k,) = 22pm —_ !t
28+4/} l .
‘ vt a()
Pm-2 . t o

. ist. Es sei A.n“[p] b . ] Durch ;AnWendung der". Cauchyschen Ungleichung
. m—2 m—3 ’
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erhdlt man

13 | f-‘,—l——dx ‘s '/a(z)dz- '/';.—'i;-dr'é
: ) m() ot ; vt“l?(%}d(t)

1
AT, 7 ANy, anNl,,

= l(k,,,) / S S—
v 4)2[ ]oc(t)

“Das Integral links kann man wegen. der Monotomtat von )(V) und A~ 1(n) oy
folgenderweise abschitzen:

(1. 14) /.——l—l——-dt z."z%/;——ll——dz— : /)(1)‘ X,
- : : x '
. . '. 'Amm[!"m IZ/I[—{] ' - dm t2)~ [7J L A-

Am

wobei Z,,; das Intervall {Pm=3s Pm>] bezeiéhnet. Nach (1. 10) ist

! . : Pm-2—1
(w3l o Lo
A(X) n=pm-s A1) _22” S
S Am :

-Daraus und aus (I. 13) und (1. 14) folgt die UngIelchung (l 12) Die Unglelchung:
(1. 11) bekommen wir aus (1. 12) auf Grund von (l 6) sofort. Um den Beweis der
Implikation (1.-1)=(1. 2) zu beweisen, miissen- wir noch zeigen, daB (1 2) aus.
(1.9) und (l. 11) folgt Durch’ einfache Rechnung ergibt sich: .

e I’m+l—1

o 2
v = 2 -

m=0 n=pm
’ © Pmyr1—1 ] o (pyr—1 5 1/2
= > 2 or] =
3 "m=0 n=p, A(n) w=m \_k=p, .
) co_ﬂ oo.Pv'-;.l.—l 5 1/2 5 . Pms1—1 v2_ 1/,2'
m, m .
=K 22" 2| Qk <2K122 2 | -
3 m=0 . v=m\ k=p, ) . m=0 k=pm

Daraus bekommen wir weiter durch Anwéndung» der Cauch‘yschen Ung!eichuhg:

L zwk (3 a)" 2
E é m 0 . - =
K,V 2 2m = V) VT

woraus das Erfiilltsein der Bedmgung (1.2) auf Grund der Deﬁmtlon von l(k,,,)*
und der Unglelchungen (1.9)-und (1. 11) folgt.
Damit haben wir den Hilfssatz I1 bewiesen.
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§ 2. Beweis der Sitze

Beweis von Satz 1. Aus der Bedlngung @) auf Grund des Hilfssatzes I
-mit A(x) =x"~7 ergibt sich

2 n("_%)E,, < oo,
. n=1
Hieraus folgt '

oo

ey o Skeal+lb) <o

wegen

) oo 2m+1 . am+1 ) 1/7_"
kszp(\akmbu)ﬂZ {A > kv D ef} =

m 2mp 1 k=2m+1
. e o 2m . .
= 2”‘"1 > D, = 2%0%? 2’ S niE <o
3 m=1 . m=1n=2m-141 .
Beweis von Satz 1L
xt-»
* Aus (3) nach dem Hilfssatz Il mit )(\)_ I”?ng' folgt

Z nP=1 (logn)E, < o=.
n=2
.Daraus

1(22) . Zni Zk" kazz 2 k2P 2_

k=n . m= Ml

oo 2v+1 !
=2 Z‘/zzz(wl)n . 2 o 52”"‘1 2 22‘FFZV_
>

v=m k= 2"+1 m=1 v=m

2v

V2P E,. <22r+32 > -t (logn)E, =

v=1 v=1n=2v-14+1

T= Qpt

= 2203 3 =1 (log n) By < .
n=2 .

Dies ergibt insbesondere

\F

252
K Ql\k p<°°:
k=

-

L

folglich existiert f®(x) und gehdrt zu L2(0,2n). Somit gilt nach einem bekann:
ten Satz (s.z B. [8] S. 40): S®[f]=S[f®]. Nach emem Satz des Verfassers [3]
konverglert S[f(f’)] fast iiberall unbedingt, wenn

-.(2. 3) " 5’ E,fz’(f("’)

ist. Um den Satz 11 zu bewelsen geniigt es also (2.3) zu zelgen
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Aus (2.2). folgf -aber (2. 3), weil -
2)(f(n) (Z’ kzp 2) H
ist. o

Beweis von Satz IIT Nach einem Satz von SALEM und ZYGMUND [7] geniigt: -
es zu zeigen, daB

(2.4)_ Z.o___l____ (2)(f(p))<°°

=3 n[logn}'/?

Cist. Da S@[f]=S[f®] auch jetzt gilt, so ist E{2( f('p)) {Zk“’g } - Nach dem_
Hilfssatz 11 mit 2(x) X o
- Hilfssatz II -mit A(x) =—————=; ist
» , [llog x|]*

. Z nI;‘l [log n]lléE <o

wegen (4) Daraus kann man (2. 4) durch eine emfache, zu (2.2) analoge Rech-
nung- herlexten

- Beweis von Satz IV. Aus (5) folgt

2, n*" 7 (log ) E;f < o=,
. . n=1

woraus wir die Ungleichung '

2. 5) Zk”g loghk<oo -

folgenderweise erhalten kOnnen:

“ S
K%} ot togk = o Skt 3k =00) 21 2kl =
k= . k

n=3 n=3 k=n
’ . oo 2m+1 1 oo 2v+1 .Z 2- oo oo 2 2
=O(1)_Z,11 iZ'i1;Z +1k?Qk:0(1)222pE2"=

2v

= 0() Z PER =0(1) S D (logmn®' Bl <o,

v=1n=2v-141

Aus (2 5)rund S(P)[ fl1=S [f“’)] folgt dle Behauptung des Satzes v nach dem wohl-
bekannten KoImogoroﬁ——SehverstoiT—Plessnerschen Satz.

Beweis von Satz V. Aus (6) ergibt snch nach dem Hllfssatz 11 m1t )(x)-

=x"2F, dal}
anp_E"z<oo R

 on=1

Zk““ iP= O(I)an”E <o

ist. Daraus -folgt
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Also gibt es eine monotone ins Unendliche strebende {y} derart, daB auch

2 k! g < oo
| k=1
besteht. Daraus erhalten wir

- 1/2
@ 6) Zk[k”(lad-i-lbd)] Zkllk[k”(lak]-i-lbkl)]] [ ——] =o(n).

Da S@[f]= S[f(”)] ist, so folgt aus (2. 6) und aus der Stetigkeit von f¥)(x) nach
einem bekannten Satz (s z. B. [11 S. 177), daB die Fourier-Entwicklung von f"’)(x)
gleichmaBig- konvergiert, was zu beweisen war.

Auf Grund des Hilfssatzes 1 und der Beweise der Sitze I und v kann man
~ die Sdtze VI—VII leicht: bewelsen
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