
Über die zulässigen Ideale in Szepschen Ringerweiterungen 
Von L. C. A. VAN LEEUWEN in Delft (Holland) 

Einleitung 

In seiner Arbeit [4] hat J. SZÉP den Begriff der allgemeinen Zerlegung eines 
Ringes R eingeführt, d. h.' R ist ein Ring mit zwei Unterririgen A und B so beschaffen, 
daß die Beziehungen R+ = A+®B+, AHB = 0 gelten, wobei durch R+,A+ und 
B+ der Modul des Ringes R, A und B bezeichnet wird und © das Zeichen der direkten 
Summe (des Moduls) ist. Ein solcher Ring R wird bezeichnet mit R = A + B. Um-
gekehrt sind zu beliebigen Ringen A, B diejenige Ringe R zu bestimmen, für die 
R = A' + B',A'C\B' = 0, Á SÍA, B' s e g e l t e n , wobei ss die Isomorphie bezeichnet. 
Dér Ring R entsteht also aus den Ringen A und B durch allgemeine Zusammen-
setzung und wir werden R eine Szépsche Erweiterung von A und B nennen. 

Um die Struktur der Szépschen Erweiterungen kennen zu lernen, werden wir 
in dieser Arbeit eine Klasse von Idealen in solchen Ringen untersuchen. Ist R eine 
Szépsche Erweiterung von A und B, so entstehen in A bzw. B die von J. SZENDREI 
eingeführte zulässige Ideale in A bzw. B [3].. Es zeigt sich, daß es spezielle zulässige 
Ideale T(a) bzw. T'(b) in B bzw. A gibt, mit denen man eine Klasse von Idealen 
(a, r (a) ) bzw. (T'(b); f>) in R bestimmen kann. Dabei sind a bzw. 6 zulässige Ideale 
in A bzw. B. Wir werden zeigen, daß man mit Hilfe der zulässigen Idealen T(a) 
bzw. T'(6) in B bzw. A ein Kriterium dafür gewinnen kann, daß die Zusammen-
setzung a + B in R ein Ideal in R ist. Dabei sind « bzw. b beliebige zulässige Ideale 
in A bzw. B (Satz 2 und 2a). Wenn A noch B ein Ideal in R = A + B ist und A 
noch B zulässige Unterringe enthalten, so existieren in R nur echte Ideale I, für die 
/+ subdirekte Summe von A+ und B+ ist (Satz 3). Unter gewissen Voraussetzungen 
bezüglich der Idealen 7*(a) bzw. T'(b) in B bzw. A ist es möglich einen Verbands-
isomorphismus zwischen den Verband der zulässigen Idealen in A und denselben 
Verband in B anzugeben. Auch besteht dann ein Isomorphismus des Verbandes 
der zulässigen Idealen in A (oder in B) auf den Verband der Ideale der Form 
(n, T(a)) in R, wo a zulässig in ist (Sätze 4 und 5). Endlich werden wir den Rest-
klassenring R/(a, 6) untersuchen, wo a bzw. 6 zulässige Ideale in A bzw. B sind und 
(a, i>) ein Ideal in R ist. Man kann zeigen^ daß R/(a, A/a + B/b (Satz 6), was 
eine Verallgemeinerung meines Satzes 1 in [1] ist. Umgekehrt, wenn A/a bzw. B/b 
zerfallende Everettsche Ringerweiterungen von «, bzw. 6 sind [2], dann gibt es eine 
Szépsche Erweiterung R von A und B, in der a + © 6+ Ideal ist derart, daß R/(a, 6) = 
s A/a + B/b (Satz 7). ' . • 
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1. Es seien A und B zwei gegebene (assoziative) Ringe. Das Szepsche Erweite-
rungsproblem besteht darin, aus den Ringen A und B alle Ringe R mit 

' . = @i"©@2, ©i =A, ©2 = B, ©rne2 = o 

zu bestimmen, wobei S 1 , © 2 Unterringe von R sind. Hierbei bezeichnet © die 
direkte Summe von Moduln, durch R+ wird der Modul des Ringes R bezeichnet 
und ^ ist das Zeichen, des Isomorphismus. 

Die Lösung dieses Problems gewinnt man folgenderweise: In der Menge 
R = A-B der (geordneten) Paare (a, b) mit a£A und b£B definieren wir die Gleich-
heit, die Addition und die Multiplikation durch die folgenden Relationen: 

(a, b) = (a', b') «=• a = a', b=b', 

• ( A ) (a,b) + (a',b') = (a + a',b + b'), 

(B) (a , b) (a\ b') = Xaa'+bfl' + ab',, a,b' + ba'r + bb'), 

wobei die Funktionen 

( C ) bfi, abr(€A), atb, bar(£B) 

den „Anfangsbedingungen" 

( D ) b,0 = 0 br=0, a = a 0r=0, . a,0 = 0 a, =0,b =b 0r = 0 , 

unterworfen sind. Die. Struktur R ist dann und nur dann ein Ring, wenn 

(1) (b + b'),a = b,a+-b'fi, a(b + b')r = abr + ab'r, . 
(a + a')^ = afi + a'fi, b{a + a')r • — bar + ba'r, 

( 2 ) ' (bb'),a = b ß ' f i ) , a(bb')r = \abr)b'r, 
(aa'),b — a,{a\b). b(aa')r = (bar)a'r, 

(3) ' b,(a + a') = b,a+.b,a', (a + a')br = abr + a'br, 
a^b+b') = afi + afi', (b + b')ar = bar + b'ar, 

(4) bi{aa') = (b,a)a'+(bar),a', (aa')br = a{a'br) a(a',b)r, 

a,(bb') = (afiyb' + C W , (bb')ar = b(b'ar) + b(b',a) 

(5 ) a(b,a')+a(ba'r)r =(abr)a'+{a,b)la', 

b(alb') + b(ab'r)r = (bar)b'+{bflW, 

, (6) ' (b,a)b'r = b,{ab'r), 
(atb)a'r = a,(ba'r), 

für alle a, a'£A und b, b'^ B erfüllt sind. Diese Ringe sind bis auf Isomorphic die 
sämtlichen Szepschen Erweiterungen R von A und B. ([3], [4], [5]). Die Elemente 
(a,Ö),a'£A bilden einen Ring (A,0)^A, und ebenso ist ( 0 , B ) ^ B . (A, 0) und 
(0, B) sind Unterringe von R und R+ = (A, 0) + ©(0, B) + . 

2. D e f i n i t i o n 1. Ein Unterring Tvon B wird zulässig genannt, wenn atb, bar£ T 
für alle b£T, a£A erfüllt ist. Ein Unterring S von A wird zulässig genannt, wenn 
b,a, abreS für alle S. b£B erfüllt ist. 
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Es sei R eine Szepsche Erweiterung von A und B, bezeichnet mit R = Ä + B 
. und a ein gegebenes zulässiges Ideal in A. (Das Wort „Ideal" hat immer die Bedeutung: 
..zweiseitiges Ideal"). Wir betrachten die Menge T(a) von Elementen b£B, für die 

für alle a,a'€A erfüllt ist. 
Wir beweisen, daß 7"(a) ein Ideal in B ist. Sind bi, b2 6 7~(a), so folgt '.{by— b2)ia = 

= bua — b 2 l f ü r alle a£A; a(bl—b2)r = ablr—ab2t.£a für alle a-€A; 
^{(bi—b2)a'r)r=a(bla'r--b2a'r)r = a(bia'r)^ — a(b2a'r)r£a f ü r alle a,a'£A. A l s o 
b 1 —b2£T(a). Ist c£B, dann ist cb£T(a) für jedes Element b£ T(a). Denn (cb),a = 
= cl(bla)^a für alle a£A, weil a zulässig ist in A; a(cb)r = (acr)brda für alle a£A, 
weil acr£A f ü r alle a£A; u n d a((cb)a'r)r = a(c(ba'r) + c(bia')r)r = (acr) (ba'r)r + 
+ fl(c(A/a')r)r wobei (ac,) {ba'r)r £ a für alle a,a £A. nach (7) und a(c(b,a,)r)r = 
= —a{ci{bla')) + {acr) (6,a') + (a,c),(6,a') 6 a für alle a, a' £ A da jeder der Summanden 
zu a gehört, also a((cb)a'r)r£a für alle a, a'£A. Hieraus folgt cb£T(a) für jedes 
Element b£T(a). Ganz ähnlich sieht man ein, daß.6c£7X«) für jedes Element 
b 6 T(a). Da c ein beliebiges Element aus B ist, ist damit gezeigt, daß r (a ) ein Ideal 
in B ist. 

T(a) ist auch ein zulässiges Ideal in B nach Definition 1. Dies bedeutet, daß 
atb, bar£T(a) für alle b£T(n), a£A. Nach (7) haben wir zu zeigen, daß 
a'(aib)ria, a'((a,b)a")r^a für alle a', a"£A erfüllt ist, und ähnlich für das Element 
bar. F ü r d a s E l e m e n t a,b g i l t : = a(bia') + a(ba'r)r — (abr)a'weil b,a'Za, 
ü(ba'r)r£a u n d abr£a; a(a,b)r = {a'a)br — a'(abr)^a, weil a'adA u n d abr£a; 
fl'((i),fc)ii")r = (a'(aib)r)a" + (a',(alb))la" — a'((aib)ia") £ « , d a a\atb)rGa u n d 
{atb)ta" ia (soeben bewiesen); daraus folgt a,b 6 T(a). Für das Element bar hat 
m a n : (bar),a' = b,(aa') — ( 6 ( ö ) ö ' C a ; a\bar)r = (a'br)a-\-{a'lb)la — a'(b,a)£w, weil 
•a',b£T(a); a'((bar)a?)r = a'(b(aa")r)r£ai daraus folgt bar£T(a). Damit ist bewiesen, 
daß T(a) ein zulässiges Ideal in B ist. -

Ebenso läßt sich zeigen, daß die Menge T'(b) von Elementen. aiA für die 

für alle b,b'£B erfüllt ist, ein zulässiges Ideal in A bildet, wenn 6 ein derartiges 
Ideal in B ist. Wir behaupten: a,b£T(a), bar£T($), b(ab'r)r£T(a) für alle flg« 
b, b'€JB o d e r a^T'(T(a)). 

Um die Richtigkeit der Behauptung zu beweisen, genügt es zu zeigen, daß 
a,bZT(a), bar£T(<\) für alle a£a,b£B: Wenn dies der Fall ist, so hat man: 
b(ab'r)r = {ba~)b' + {bla)lb'-b(alb'), wobe i bare'T(a), a l so (bar)b'eT(a), weil T(n) 
zulässig ist. Aus Z),ßr6a (a ist zulässig) folgt (bia),b' £T(a) wegen der Annahme 
•a,b£T(ti) für alle a£a, b£B. Und da a,b'£T(a) hat man auch b(a,b')£T(a). Damit 
ist gezeigt, daß b(ab'r)r£T(d).für alle a£a,b,b'eB. 

Sei jetzt o£n und b£B. Wir betrachten erst das Element atb. Man hat (0,6)^ ' .= 
= a{bla') + a{ba'r)r — {ab^a'\ a(b,a')£a, d a n Idea l in A ist, a(ba'r)rda, weil a 
zulässig ist in A und (abr)a'£a, .da n ein zulässiges Ideal in A ist. Also hat man 
(aib),a'£a für alle.a'£A. U n d a'(aib)r = ( a ' a ) b r — a'(abr)(La für alle a'£A, d a a 
ein zulässiges Ideal in Ä ist. Wegen a"((af'ja',.),. — a"{at(ba'r))r und a"(a,(ba'r))rda 
(soeben bewiesen), hat man auch a"((a,b)a'r)r^.a für alle a", a' GA. Nach (7) folgt 
hieraus a,b £ 7"(u). • , 

( 7 ) bta€a, abr£a, a(ba'r)r£a 

<8) ciibG b, bar £ 6. b(ab'r)r£b 
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Für das Element bcir beweist man analog, daß es zu 7"(«) gehört nach der Defi-
nition von T(a) in (7). Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Wir fassen die 
Ergebnisse zusammen in 

S a t z 1. Ist R = A + B eine Szepsche Erweiterung von A und B, dann kann man 
zu jedem zulässigen Ideal u in A ein Ideal T(a) in B konstruieren nach (7), und T(a) 
ist ein zulässiges Ideal in B. Umgekehrt gehört zu jedem zulässigen Ideal 6 in B ein 
zulässiges Ideal T'(b) in A nach (8). Dabei hat man: aQT'(T(a)) und bQT(T'(b)). 

B e m e r k u n g . Anfangend mit einem zulässigen Ideal rt in A kann man also 
eine nicht absteigende Kette von zulässigen Idealen in A bilden: 

n g r ( r ( n ) ) g r ( r ( 7 " ( 7 - ( n ) ) ) ) g . . . . 

In B hat man dann die nicht absteigende Kette: 

T(a) g r ( r ( 7 X a ) ) ) g T(T'(T{T'(F(a))))) g - . . . . 

Es scheint uns eine interessante. Untersuchung zu sein, wenn, man den zulässigen 
Idealen z. B. in A eine Endlichkeitsbedingung auflegt, in der Art, daß die soeben 
betrachtete Kette von zulässigen Idealen in A im Endlichen abbricht. Dies hat zur 
Folge, daß auch die korrespondierende Kette von zulässigen Idealen in B im End-
lichen abbricht. Gibt es vielleicht Szepsche Erweiterungsringe R = A+B wofür 
dies für jedes zulässige Ideal in A der Fall ist? 

3. Die zulässigen Ideale in A bzw. B der Struktur 7"'(6) bzw. T(a), wo a bzw. 6 
zulässige Ideale in A bzw. ß sind, kann man benutzen bei den Untersuchungen 
über die Ideale in R = A + B. • 

Es sei wieder R eine Szepsche Erweiterung von A und B und « ein gegebenes 
ideal in A, das zulässig ist. Wir betrachten die Menge K(a) von Elementen 6 6 5 , 
für die 

(9) 6,cr€«, ab r £a 
für alle a€A erfüllt ist. 

Es ist klar, daß r(n) QA'(N). Aus dem Beweis, daß 7"(a) ein Ideal in B ist, ergibt 
sich unmittelbar, daß auch /T(a') ein Ideal in B ist. K(ci) ist aber im allgemeinen nicht 
zulässig, wie SZENDREI mit einem Beispiel für A = 0 gezeigt hat. Man kann K(a) 
auch als den Kern eines Homomorphismus von B auf einen Ring B* bekommen 
wie folgt: Man kann die Funktionen bta, abr als Operatorprodukte aufTassen. In 
diesem Sinne ist A gleichzeitig ein Links- und Rechtsoperatorenbereich von B. Da 
u ein Ideal in A ist, kann man den Restkiassenring Aja bilden und Aja als Links-
und Rechtsoperatorenbereich sehen nach der Definition: 

(10) Ä/ö + a) = + (a + a)br = abr + a. 

Diese Definition ist unabhängig von der speziellen Wahl der Representanten in 
fl + n. Ist a' = a(a), dann gilt b,(a' + a) = b,a' + a, aber bt{a'—a) = bß' — bßdü, weil 
a'—also b^a'+a = bta + i\, und ebenso a'6P + a = abr + a. Aus (10) folgt, 
daß jedes Element b von iieine Doppelabbildung: a '+a b,(a + a), a + a — (a + a)br 
von, A/a in sich induziert. Diese durch ,b induzierte Doppelabbildung von A/a in 
sich bezeichnen wir mit b* und die Menge von b* mit B*. Aus (3) folgt, daß jede 
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Doppelabbildung b* ein Doppelendomorphismus von Aja ist. Für die Addition 
und Multiplikation dieser Doppelabbildungen definieren wir: 

(11) b* + b'* =-(b + b')*, b*b'* = (bb')*-

Man kann nun beweisen, daß B* mit dieser Addition und Multiplikation einen zu 
В homomorphen Ring bildet: d. h. B~B*(b —6*). Also- besteht die homomorphe 
Abbildung einfach darin, daß man jedem Ringelement die durch b induzierte 
Doppelabbildung b* zuordnet. Der Kern dieses Homomorphismus ist die Menge 
der b mit 6,(а + а) = а, (а + а)6г = а für alle а £ А oder bta£a,abr£ а für alle 
a£.Ä, d .h . der Kern ist AT(a), nach der Definition in (9). 

Ebenso ist die Menge K\b) der Elemente а£A, für. die atb£b, bar£b für alle 
b£B erfüllt ist, ein Ideal in A, wenn b ein zulässiges Ideal in В ist. Man hat: 
7"(b) Ä"(b). . 

Sind S bzw. T Teilmengen von A bzw. B, dann verstehen wir unter (S, T) 
die Gesamtheit derjenigen Elemente (a, b) aus R, für die a£S,b£T gelten. Wir 
beweisen den 

S a t z 2. R = A + В sei eine Szepsche Erweiterung, von. A und В; а bzw. 6 sind 
zulässige Ideale in A bzw. B. Dann ist (n, 6) ein Ideal in R dann und nur dann wenn: 
bQK(n) und a^K'(b). ' 

Beweis. Sei a£A und b£B und {ait bj) 6 (а, 16). Offenbar gilt in R: (at, bj) — 
— (ö-, b'j) = — a[, bj— bj)£(a, b), wenn (a •, b'j) £ (а, b) da а bzw. 6 Ideale in 
A bzw. В sind. Weiter hat man: (a, 0) (o ;, bj) = (aa/+ö6 jV , albJ)£(a, b) dann und 
nur dann wenn abJr£a, weil aai bzw. a{bj zu а bzw. b gehören; ( 0 , b ) ( a l , b j ) = 

(bfli, bair + bbj) 6(a, b) dann und nur dann wenn bair£b, weil blai bzw. bbj zu. 
et bzw. b gehören; ebenso (а,-, bj) (а, 0)£(а, b) « bna£a, und (aiß bj)\0, b)£(a, b),«— 

aub£b. Die notwendige und hinreichende Bedingung damit für (a^bj) beliebig; 
in (а, b) auch (a, b) (q^.bj) ünd (а ;, bj) (a, b) zu (а, b) gehören ist also: bha, abJr£a 
für alle a£A,bj£b und aub,ba\r£b für alle b£B,ai£a. Man kann auch sagen: 
(а, b) ist ein Ideal in R dann und nur dann, falls bj£K(a) für alle bj£b oder 
bEÄ(rt) und tf;€Ä"(b) für alle а¡£a, öder а д ^ ' ( Ь ) - Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir behaupten nun: aus ag.Ä"'(b) folgt «дГ ' (Ь) . Denn, wenn b, b' £B, a£a^ 
<=zK'(b), so brauchen wir nur noch zu zeigen, daß b{ab'r)r£b. Man hat aber: 

b{ab'r)r = (ba^b'Jr{bla)lb'—b{alb'). D a bar£b so f o l g t ( b a r ) b ' £ b ; d a SO' 
ist auch b(aib')£b; und wegen bfl£ü hat man (bla)lb' £ (i. Hieraus folgt b(ab'r)r£b 
für alle b,b'£B, a£a, weshalb a.£T'(b). Damit ist gezeigt: Wenn а ein zulässiges. 
Ideal in A ist und аС^ ' (Ь ) , so gilt auch n Q T'(b). Ebenso: b^K{ü) impliziert 
b i T(a). • . . . 

Da T'(b)QK'(b) auch ein zulässiges Ideal in A ist, so kann man sagen: T'(b)< 
ist das größte, in Ä' ' (b) enthaltene zulässige Ideal in A, und ebenso ist T(a) das größte, 
in K(a) enthaltene zulässige Ideal in B. v ? 

Man hat auch: Г'(Ь)(Т(а)) und /Г(Ь)(АГ(«)) enthalten dieselbe zulässige Ideale 
von A (B). Den Satz 2 kann man nun ersetzen durch: 

S a t z 2 a . R = A + В ist eine Szepsche Erweiterung von A und В; а bzw. b sind' 
zulässige Ideale in A bzw. B. Dann ist (rt, b) dann und nür dann ein Ideal in R wenn: 
а.дГ(Ь). und b T(a). 
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Einige Spezialfälle des Satzes 2a sind: 

a.) (rt, T(a)) ist ein Ideal in R dann und nur dann wenn rt£7"(7'(a)) und 
T(a) g7 ' (a ) . Da a i T'(T(a)) immer gilt, so ist («, T(a)) ein Ideal in R. Ebenso ist 

'(r(i>), B) ein ideal in R. 
Wenn (a*, Ii*) ein Ideal in R ist mit rt* g a , so hat man B* £ T(a). Aus der 

Definition von 7'(rt) in (7) ist unmittelbar klar, daß aus rt* Qu folgt r ( a * ) g T(a). 
' Also B* g T(a*) g T(a). Bei festem zulässigen Ideal a in A gilt also für jedes Ideal 

(rt, B*) in R, daß 5* g T(a). Ebenso hal man bei festem zulässigen Ideal Í) in B für 
jedes Ideal («*,B) in R, daß rt*g7'(B). 

b.) (7'(B), T(a)) ist ein Ideal in R dann und nur dann wenn T'(6) g T'(T(a)), 
T(a)QT(T'(b)). Dies ist immer der Fall wenn («, B) Ideal in R ist, denn aus 
B g 7(rt) folgt r ( B ) g r ( r ( a ) ) und aus tt g T\h) folgt r ( a ) g 7'(7"(6)). 

c.) (a, 0) ist ein Ideal in R dann und nur dann wenn a g 7"(0). Da (7n,(0), 0) 
• ein Ideal in R ist (sieh a), so folgt, daß jedes Ideal (rt, 0) in R eine Teilmenge des 
Ideals ( r ( 0 ) , 0) ist oder (7'(0), 0) ist das größte in (A, 0) enthaltene Ideal von R. 
Ebenso ist (0, T(0)) das größte in (0, B) enthaltene Ideal von R. Weiter ist ( r ( 0 ) , T(0)) 
ein Ideal in R, da (0, 0) ein Ideal (das Nullideal) in R ist (sieh b).) Wir bemerken, 
•daß SZENDREI [3] das in c.) gefundene schon in seinem Satz 2 bewiesen hat. 

d.) (0, T(rt)) ist ein Ideal in R dann und nur dann wenn T(a) g 7(0) oder 
T(RT) = T(0), da T(0) g T(A) für jedes zulässige Ideal rt in A. Ebenso ist (T'(B), 0) 

•ein Ideal in R dann und nur dann wenn T'(B) = T'(0). 

D e f i n i t i o n 2. Unter einem echten Ideal S im Ring R verstehen wir ein Ideal 
S V 0 und ^ R . 

Es sei R = A 4- B eine Szépsche Erweiterung von A und B. Ist (n, 6) ein echtes 
Ideal in R, wobei rt bzw. B Ideale in A bzw. B sind, dann sind' rt bzw. B auch zulässig 
in A bzw. B. Dabei ist rt ^ A oder B ^ B oder beide und rt ^ 0 oder B ^ 0 oder beide. 
Also enthält wenigstens der eine von A und B ein echtes zulässiges Ideal. Umge-
kehrt, sei a ein echtes zulässiges Ideal in A. Dann ist (rt, 7\rt)) ein Ideal in R und 

.(rt, 7(n)) 5¿(0,0) denn rt^O, (rt, 7 ( « ) ) / ( / / , B) denn a f A. Also ist (rt, 7(«)) ein 
echtes Ideal in R. 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß R ein echtes Ideal 
der Form (rt, B) enthält, wo rt bzw. B Ideale in A bzw. B sind, ist, daß wenigstens 

• der eine von A und B ein echtes zulässiges Ideal enthält. 

S a t z 3. R = A 4- B ist eine Szépsche Erweiterung von A und B, in der weder 
A noch B ein Ideal ist uncl weder A noch B zulässige Unterringe enthalten. Ist I ein 

• echtes Ideal in R, dann ist 7+ subdirekte Summe von A+ und tí.1 

Beweis . Ist / ein Ideal von R = A + B bestehend aus den Elementen aí-\-bí, 
a2 + b2, ... (a^A, bi£B, i= 1,2, ...), so bilden die a¡ bzw. bl Unterringe A' bzw. 
B' von R. ([4], Satz 7). Wenn a ein beliebiges Element von A ist und (a¡, b¡) Gl, dann 

•(a, 0) (ö f, bt) = (aaj + ab^, atb,)GI, und es folgt, daß afiiGB'. Ähnlich folgt aus 
(a,, bt)(a, 0) = (a¡a + bua, bta,) 6 I d a ß btarGB'. A u f d e m s e l b e n W e g k ö n n e n w i r 
a-by, bfi-, G A' (b G tí) zeigen. Also sind A' bzw. B' zulässige Unterringe von A 
bzw. B nach Definition 1. Da A noch B einen echten zulässigen Unterring enthalten, 
hat man: A'=0 oder A'—A und ebenso B'= 0 oder tí' B. Man hat also 4 Fälle 
zu unterscheiden: 
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a.) A'=0 und B' = 0, In diesem Falle ist 1=0, also kein echtes Tdeal in Ii. 
'Widerspruch. 

b.) A' = 0 und B' = B. Dann ist / g ( 0 , B) und / ist ein Ideal in (0, B). Wegen 
(a, 0) (0, b,) = (äbir, afiD^I für jedes a£A hat man abir~0 und (0, «¡¿,)67 für 
jedes a£A. Ebenso ist (0, ¿¡a,.) £ / für jedes a£A. / ist also ein zulässiges Ideal in B 
(oder (0,B)). Da nun B keine zulässige Ideale enthält hat man / = ( 0 , 0 ) oder 
/ = ( 0 , B). Wegen / ist ein echtes Ideal in R und B ist kein Ideal in R, hat man wieder 
.eineil Widerspruch. 

c.) A' = A und B' = 0. Dann ist IQ(A, 0) und auf dieselbe Weise wie unter b. 
zeigt man, daß / ein zulässiges Ideal in A ist. Daraus folgt dann, daß / = ( 0 , 0) oder 
I=(A,0), was nicht der Fall ist, also ist auch diese Möglichkeit ausgeschlossen. 

d.) A'=A und B'=B.'Dann ist /+ ein Untermodul von R+ = (A, 0)+©(0, B)+ 
und durch die Zuordnung (a^ ¿¡)-»(af, 0) bzw. (ai: b,) wird ein Homo-
morphismus v o n / + auf (A',0) bzw. (0 ,B ' ) definiert. Da aber Ä = A und B' = B, 
,so ist / + subdirekte Summe der Untermoduln (A, 0) und (0, B). Damit ist der Satz 
bewiesen. 

4. Wir beschäftigen uns nun mit denjenigen Ringen R = A^\-B, für welche 

(12) a = r ( T ( « ) ) 

für jedes zulässige Ideal a in A erfüllt ist und wobei jedes zulässige Ideal B von B 
in der Form B = 7'(n) geschrieben werden kann. 

Wir betrachten die Abbildung T: et -»- T(ci), die jedem zulässigen Ideal in A 
•ein zulässiges Ideal in B zuordnet. Diese Abbildung ist eineindeutig. Es ist klar, 
daß wenn a = a ' , dann auch T(ci) = T(a/) ist nach der Definition in (7). Umgekehrt, 
wenn B = T(a) = T(a'), dann folgt a = r ( r ( a ) ) = r ( B ) und a' = r ( r ( a ' ) ) = I"(ß), 
also a = a". Für jedes zulässige Ideal B in B gilt: aus B = T(a) folgt T'(b) = T\T(a)) = a, 
also ist B = r(7v(6)) für jedes zulässige Ideal B in B. Die Abbildung T'\ B 
•die jedem zulässigen Ideal in B ein Zulässiges Ideal in A zuordnet, ist also die inverse 
von T: r ( B ) - T ( r ( B ) ) = B . 

Da aus a ^ r t ' die Relation T(a) [] T(if) folgt, ist die Abbildung T ordnung-
behaltend. Der Durchschnitt a PI a' von zwei zulässigen Idealen u, a' in A ist wieder 

•ein zulässiges Ideal in A. Man kann also T(a H ft') bilden. Aus der Definition in 
<(7) folgt, daß T ( a n a ' ) = T(a)n T(a'). Auch die Summe a + a' von zwei zulässigen 
Idealen a, tt' in A ist wieder ein derartiges Ideal in A. Aus a ^ f t + a' und ct 'Ea + a' 
folgt T ( a ) g r ( a + a ' ) und r (a ' ) £ r ( a + a'), also r (a ) + 7Xa')g:r(a + a'). Aus 
T(a) £ 7'(a) + T(a') folgt 7 v ( r ( a ) ) g r ( 7 ' ( a ) + 7'(a')) oder a g T'(T(a) + T(a')). 
Ebenso n ' g r ( r ( r t ) + r(aO). Wegen T(a) + !T(a') g T(a + a') hat man T'(T(a) + 
+ T(a'))^a+a'. Setzen wir r (a) + r (a ' ) = T(B), so ist T'(T(b)) = a + a' oder 
B = a + a ' , und T(B) = T(a) + T(a') = T(a + a'). 

Wir betrachten die Menge aller zulässigen Ideale a in A. Mit der Relation der 
Inklusion ist diese Menge eine teilweise geordnete Menge. Es ist ein Verband in 
bezug auf die Operationen f! und + wobei tt1na2 der Durchschnitt xtnd i i i + a 2 

•die Summe der Idealen tti und a2 bedeutet. Dieser Verband wird bezeichnet mit 
L(A). Das Nullideal ist das kleinste und A das größte Element von L(A). Aits unseren 
Betrachtungen folgt nun: 
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S a t z 4. Wenn die Ideale von L(A) der Bedingung (12) genügen und jedes zulässige 
Ideal ft in B das Bild eines zulässigen Ideals n in A unier die Abbildung T: a ->- T(a) 
von L(A) auf L(B) ist, dünn ist die Abbildung T: a - |-r(a) ein Verbanclsisomorphismus 
von L(A) auf L{B). 

Man kann auch jedem zulässigen Ideal a in A das eindeutig bestimmte Ideal 
(o, r ( a ) ) von R zuordnen. Aus a g a ' folgt T(a) g T(a'), also (o, T(«)) g (u ' , T(a')). 
Sind a und «' Elemente von L(A) so ist («, r (a ) )D(a ' , T(a')) = ( a f l« ' , T(a) fl 
n T(n')) = (aDa ' , 7X«n«')) und (a, r (o)) U(V, T(a')) = (a, r ( a ) ) + ( a ' , T(a')) = 
= (a + a', T(a) + T(a')) = («H-a', r ( a + aO). Es folgt: 

S a t z 5. Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 4 ist die Abbildung 
tt-v((1, 7\u)) ein Verbandsisomorphismus von L (A) auf den Verband aller Ideale der 
Form (a, 7Xa)) in R. 

5. Es sei R = A -i- B eine Szépsche Erweiterung von A und B. (Die Bedingung 
(12) setzen wir nicht voraus.) Die Ideale a bzw. 16 sind zulässige Ideale in A bzw. 
B, und (a, 6) ein Ideal in R. Wir wollen nun den Restlclassenring R/(a, í>) unter-
suchen. Wir können eine Szépsche Erweiterung von /i/o. und Bfb konstruieren, wenn 
wir definieren: 

(ßi + tt, ¿>i + 6) + (í?2 + a, ¿2 + B) = (a1-\-a2+<x,bí+b2 + h), 

(a1 + n ,¿ 1 + B)(a2 + «> ¿2 + B) = 

- (a ia 2 + (by + b)i(a2 + a)+(«i +a)(b2+í>),., (a±+a),(b2+6)+(¿!+b)(a2+a),+bíb2\ 

wobei 

( ¿ i + b), (a2 + a) = bu a2+a, (a y + a) (b2 + b)r = at b2v + a, 

(«i + a), (Z>2 + B) = aub2 + b, (bt + B) (a2 + a),. = b1a2¡ + B. 
Aus der Tatsache, daß a bzw. B zulässige Ideale in A bzw. B sind, kann man 

leicht beweisen, daß diese Definitionen der Funktionen unabhängig von der speziellen 
Wahl der Representanten von A/a bzw. B/b sind. Da R = A + B eine Szépsche 
Erweiterung von A und B ist, so folgt daß die Funktionen b¡a, ab,.( 6 Ä) und atb, 
ba r (^B) den Bedingungen (1)—(6) unterworfen sind. Deswegen genügen auch die 
oben eingeführten Funktionen in A/a und Bfb den Bedingungen (1)—(6). Damit 
haben wir eine Szépsche Erweiterung R* von A/a und B/b gefunden und es ist klar, 
daß die Abbildung (a, b) — ( a + a , ¿ + B) ein Homomorphismus von R = A + B 
auf R* ist. Der Kern dieses Homomorphismus ist das Ideal (n, B). Wir haben bewiesen 
den 

S a t z 6. Ist R = A + B eine Szépsche Erweiterung von A und B und (tt, B) ein 
Ideal in R, wobei a bzw. B zulässige Ideale in A bzw. B sind, dann ist R/(a, B) = 
- A/a + B/B. 

B e m e r k u n g . Im spezialen Fall tt — T'(0) und B = 71(0), hat man Satz 1 meiner 
Arbeit [1] gefunden. 

Ist insbesondere A=K'(B) und B=K(a) für das Ideal (a, B) in R, dann gilt: 
R/(a, B) = A/a®B/b (direkte Summe). Denn A=K'(B) bedeutet, daß bta, abr(-a 
für alle a£A und b 6 B erfüllt ist, und das hat zur Folge, daß (b I b)t(a + tt) = a, 
(a + B) (b + B),. = a, für alle b 6 B und aiA gilt. Ebenso folgt aus B=K(a), daß-
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<ö + a)((Ä + ]6) = B und (b + 6) (a + a), = B für alle ct£A und b£B erfüllt ist. Für 
•die Multiplikation in R* — R/(a, B) hat man dann: (ffi + et, bt + B) (a2 + ft, b2 + B) = 
= (a1a2+a,b1b2 + B), woraus die Behauptung unmittelbar vorgeht. 

Umgekehrt entsteht nun das Problem: Es seien A und B gegebene Ringe und 
A/a-VB/b ist eine gegebene Szepsche Erweiterung von A/a und B\B. Dabei sind « 
bzw. B Ideale in A bzw. B. Kann man eine Szepsche Erweiterung R = A 4- B von 
A und B konstruieren, derart, daß tt+©B+ Ideal in R ist und R/(a+®B+) — 
ss A/a + B/b ist? 

Eine teilweise Lösung dieses Problems wird gegeben in 

S a t z 7. A und B sind gegebene Ringe und R' — A/aA-B/b ist eine Szepsche 
Erweiterung von A/a und B/b, Ct bzw. B sind Ideale-in A bzw. B. Eine hinreichende 
Bedingung, damit es eine Szepsche Erweiterung R von A und B gibt, in der n+©B + 

•ein Ideal ist und derart, daß i?/a+ffiB + = A/a + B/b ist, daß die Restklassenringe 
A/a bzw. B/b je einen Repräsentantensystem enthalten, das einen Ring bildet. 

Beweis . Die Elemente von R' = A/a + B/b sind die Paare (a + a, b + B) 
{a + aGA/a, b + bdB/b) mit der Addition 

(ß + tt, ¿ + B) + (ö '+a , b'+b) = (a + a'+b, b + b'+b) 

und der Multiplikation 
{a + a,b+b){a'+a,b'+b) = 

= {aa'+ib + b)i(a'+a) + (a + a)(6 '+ n),., (a + «),(£'+B) + (b + B){a'+a),. + bb'), 

wobei die Funktionen (¿ + B) ((a'+a), (a + a) (b'+b)r (GA/a) und (a + cO^ '+B) , 
(b + B) (a'+a),. (G-S/B) den Bedingungen (D), (1)—(6) unterworfen sind. Es sei nun 
f(a + a) (6fl + rt) bzw. g(Z> + B) (£Z> + B) ein Repräsentantensystem in A/a bzw. 
B/b, clas einen Ring bildet; d. h. 

f(a + a)+f(a'+a) = f(a + a'+a); / ( n ) = 0 ; 

f(a + a)f(a'+a)=f(aa'+a) und ähnlich für g(Z> + B). Die Restklassen mod a 
lassen sich also mit den sämtlichen Elementen eines Unterringes von A repfäsentieren, 
d. h. A „zerfällt" in eine schlichte Summe des Ideals a und des Unterringes der 
f(a + a). Ebenso zerfällt B in die Summe des Ideals B und des Unterringes der 

, g(Z> + B). Die „Funktionenvierer" bta, ab,(£A), atb, bar(CB) für die Szepsche Erwei-
terung R = A-\-B definieren wir wie folgt: 

bta =f((b + bUa + a)),abr =f((a + a))(b + B)„), 

a,b = gda + aMb + b^ba, = g((b+b) (a + «),.). 

Ist b* =b (mod B) und a* = a (mod a), dann ist bfa* = f((b*+b)ia*+ a)) = 
= /((Z> + b),(a + a)) = b,a und ähnlich für ab^afi und bat. Wegen / ( f t ) = 0 und 
g(B)=0 genügen die Funktionen der Bedingung (D). Man hat nun (b + b'),a = 
= / ( ( ¿ + Z/+B)((« + a)) = A(b + B),(« + a) + (b'+b),(a + a)) = / ( ( ¿ + B M « + a)) + 
+ / ( (^ '+B) i (ö + a)) = bfi + b'fl und wenn man benutzt, daß' die Repräsentanten 

f{ci + a) bzw. g(b + B) einen Ring in A bzw. B bilden, beweist man die übrigen For-
meln von (1) und auch (2)—(6) auf dieselbe Weise. Damit hat man eine Szepsche 
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Erweiterung R —- A-\-B von A und Ii konstruiert. Es ist klar, daß die Abbildung 
(a, b) (aa, b B) ein Homomorphismus von R auf R' ist, dessen Kern das 
Icleal («, B) in R ist. Also ist R/(a, B) = R' und cler Satz bewiesen. 

Man kann noch bemerken, daß das Ideal (tt, B) liier clic direkte Summe der 
Idcale (rt, 0) und (0, B) in (A, 0) und (0, B) ist. 
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