Uber die zuliissigen Ideale in Szépschen Ringerweiterungen:

Von L. C. A. van LEEUWEN in Delft (Holland)

Einleitung

Tn seiner Arbeit [4] hat J. SzEp den Begriff der allgemeirien Zerlegung eines
Ringes R eingefiihrt, d. h. R ist ein Ring mit zwei Unterringen A und B so beschaffen,
daB die Bezichungen R+ = A* @ B*, AN B = 0 gelten, wobei durch R+, 4* und
B+ der Modul des Ringes R, 4 und B bezeichnet wird und @ .das Zeichen der direkten
Summe (des. Moduls) ist. Ein solcher Ring R wird bezeichnet mit R = 4+ B. Um-
gekehrt sind zu beliebigen Ringen A, B digjenige Ringe R zu bestimmen, fiir die
R=A+B,ANB =0,A4 =A, B =B gelten, wobei = die Isomorphie bezeichnet.

- Der Ring R entsteht also aus. den Ringen 4 und B durch’ allgemeine Zusammen-
setzung und wir werden R eine Szépsche Erweiterung von A und B nennen.

Um die Struktur der Szépschen Erweiterungen kennen zu lernen, werden wir

in dieser Arbeit eine Klasse von Idealen in solchen Ringen untersuchen. Ist R eine’ =~ . -

Szépsche Erweiterung von A und B, so entstehen in 4 bzw. B die von J. SZENDREI
eingefithrte zuldssige 1deale in A bzw. B [3]. Es zeigt sich, dal} es spezielle Zuldssige
Ideale T(a) bzw. T'(b) in B bzw. A gibt, mit denen man eine Klasse von Idealen
(0, T(a)) bzw. (7(0); b) in R bestimmen kann. Dabei sind a bzw. b zulassige Ideale
in A bzw. B. Wir werden zeigen, daB man mit Hilfe der zuldssigen Idealen 7'(a)
bzw. T’(0) in B bzw. A ein Kriterium dafiir gewinnen kann, daf3 die Zusammen-
setzung a4 b in R ein Ideal in R ist. Dabei sind a bzw. b belicbige zuldssige Ideale
in A bzw. B (Satz 2 und 2a). Wenn 4 noch B ein Ideal in R = A+ B ist und 4
noch B zuldssige Unterringe enthalten, so existieren in R nur ecite Ideale I, fir die
I* subdirekte Summe von A* und B* ist (Satz 3). Unter gewissen Voraussetzungen
beziiglich der ldealen T'(a) bzw. 77(b) in B bzw. A4 ist es moglich einen Verbands-
isomorphismus zwischen den Verband der zulissigen Idealen in 4 und denselben .
Verband in B anzugeben. Auch besteht- dann ein Isomorphismus des Verbandes.
der zu]assigen Idealen in A .(oder in B) auf den Verband der Ideale der Form
(0, T()) in R, wo a zuliissig in A ist (Sitze 4 und 5). Endlich werden wir den Rest-
klassenring R/(u 0) untersuchen, wo a bzw. b zulissige Ideale in 4 bzw. B sind und
(a, b) ein 1deal in R ist. Man kann zeigen, daB8 R/(a, )= A/a+ B/b (Satz 6), was
eine Verallgemeinerung meines Satzes 1 in [1] ist. Umgekehrt, wenn 4/a bzw. B/b
zerfallende Everettsche Ringerwelterungen von @, bzw. b sind [2], dann gibt es eine
Szépsche Erweiterung R von 4 und B, in der a* 65 b+ Ideéal ist derart, daB R/(a, b) =

= A/u+B/f) (Satz 7).
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1. Es seien A und B zwei gegebene (assoziative) Ringe. Das Szépsche Erweite-
rungsproblem besteht darin, aus den Ringen A4 und B alle Ringe R mit

—CI@B!, G =4 C,=B ©NE,=0

“zu bestimmen, wobei ©;, &, Unterringe von R sind. Hierbei bezéichnet & die
* direkte Summe von Moduln, durch. R* wird der Modul des Ringes R bezeichnet
~und = ist das Zeichen. des Isomorphismus.

Die Losung dieses Problems gewinnt man folgenderwelse In der Menge
R = A- B der (geordneten) Paare (a, b)) mit a€ 4 und b € B definieren wir die Gleich- -
heit, die Addition und- die Multiplikation durch die folgenden Relationen:

S o (a,b)—(a’ b)yea=d, b=V,
- (A) ' (a, by+(a’, b)) = (a+a’, b+ b),

B) - (a,b) (@, b) = (aa +bia’+aby, ab’+ ba, + bb'),
wobei die Funktlonen o '
© b, ab(€A), " apb, ba, (€ B)
den ,,Anfangsbedingungen”
(D) - b0=0b,=0,a=a0,=0, . a0=0a,=0b=b0,=0,
unterworfen sind. Die Struktur R ist dann und nur dann ein Ring, wenn
@®» (b+b)a = ba+ba, a(b+?t’), = ab,+ab;,
' . (a+a)b = ab+apb, b(au+a"), = ba,+ba,,
@ G = bba), a(bb?), = (ab)b;,
o (ad’)b = afab), . b(aa’), = (ba,)a;,
3) © bfla+d) = ba+ba, " (a+d)b, = ab,+d'b,,
‘ cafb+b) =ab+ab’, (b+b)a, = ba,+ba,,
C)) bad’) = (baya'+(ba)a’, (aa’)b, = a(a’b,)+a(aib),,
o a(bb’) = (ap)b’+(ab)b’, . (bb)a, = b(b'a,)+b(bia).,
&) - aba)+a(bay), = (ab)a’ +(ab)a’,
S ' b(ab) +b(aby), = (ba)b'+(ba) b,
© (bia)b; = bfaby),

(ab)a, = a,(bdl),

fur alle a,a’ €A und b, b’ € B erfiillt sind. DICSC nge sind bis auf Isomorphic die
samtlichen Szepschen Erweiterungen R von A und B. ([3] [4], [5)). Die Elemente
(a,0), a€ A bilden einen Ring (4,0)= A4, und ebenso ist (0, B)=B. (4,0) und
(0, B) sind Unterringe von R und R* = (4,0)*&(0, B)™*.

2. Definition 1. Ein Unterring 7 von B wird zuldssig genannt, wenn a,b, ba, € T
- fiir alle b€ T, a€ A erfiillt ist. Ein Unterring S von A4 w1rd zuldssig genannt, wenn
A b,a ab, €S fur alle a€ S, b¢ B erfiillt ist. .
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Es sei R eine Szépsche Erweiterung von 4 und B, bezeichnet mit R = A—f—B
.und a ein gegebenes zuldssiges Ideal in 4. (Das Wort ,,ldeal” hat immer die Bedeutung:
..zweiseitiges Ideal””). Wir betrachten die Menge 7(a) von Elementen b€ B, fur die

. baca, ab,Ea, a(bal), €a

fur alle a, a EA erfiillt - ist.-

Wir beweisen, dall 7(a) ein Ideal in B ist. Sind b1 , b, €T(0), so folgt b, — bz),a =
= by a—byacq fir alle a€Ad; a(b;—b,), = ab, —ab, €a fir alle a€A;
a((by —by)a)), = a(b,a, —b,a;), = a(bya)), —a(b,a;), €a fiir alle a,a’€A4. Also-

“b, —b,€T(). Ist c€B, dann ist ch € T(a) fiir. jedes Element 6.€ T(x). Denn (cb),a =
~c,(b,a)€u fiir alle a€ 4, weil o zuldssig ist in A; a(cb), =(ac,)b,€n fir alle a€ 4,
weil ac,€4 fir alle a€A; und a((ch)a)), = a(c(ba)—f-c(b,a)) = (ac,) (ba)), +
+a(c(b,a)) wobei (ac,) (ba)),€a fir alle a,a’€A4 nach (7) und a{c(ba),), =
=—a(c/(b’ )) +(ac,) (b,a’) +(asc),(ba’) €a fiir alle a, @’ € A da jeder der Summanden
zu o gehért, also u((cb)a;), €a fir alle d, d € A. Hieraus folgt cb € T(a) fiir jedes
Element bET(a) Ganz dhnlich sieht man ein, daB3- bc€ T(a) fir jedes Element
bET(a) Da c ein beliebiges Element aus B ist, ist damit gezeigt, daBl 7(a) ein Ideal

~in B ist.

T() ist auch ein 7u/ass1ges Ideal in B nach Deﬁnmon 1. Dles bedeutet, daf
ab, ba, € T(a) fiir alle b€ T(a), a€ A. Nach (7) haben wir zu zeigen, daB (a,b)a’ €a,
a’(a,b);éa, a'((ab)a;), €a fir alle o', a” € 4 erfiillt ist, und dhnlich fiir das Element
ba,. Fiir das Element ab gilt: (a,p),0’ = a(ba’)+a(ba)), —(ab,)a’ €a, weil ba’ €q,
a(bal).€a und ab,ca; d'(ab), = (@a)b,—a'(ab,)Ea, weil d'acA und ab,€q;

((a,b)a D = (@ (a,b) )a +(ajab))a” —a((apya’)€a, da  da(ab),€a und -
{ab),a” €a (soeben bewiesen); daraus folgt a,b€ T{a). Fiir das Element ba, hat
‘man: (ba)@’ = blaa’)—(ba)a €u; a'(ba,), = (a'b)ya+(ab)a—da'(ba)ca, weil
abeT@); d((ba)a)), =a'(b(aa”),), €a; daraus folgt ba, € T(n). Damit ist bewiesen,
daB T(a) ein zulédssiges Ideal in B ist. - .
" Ebenso ldBt.sich zeigen, dall die Menge T’(B) von Elementen. a€ 4 fiir die

fiir alle_ b, b’ € B erfiillt .ist, ein zulaSSIges ldeal in A bildet, wenn b ein derartiges
Ideal in B ist. Wir behaupten: a,bGT(a)’ba ET(Q),b(ab’),ET(a) fur alle a€a
b, b’ €B oder a S T'(T(0)).
© Um die Richtigkeit der Behauptung zu beweisen, genugt es zu zeigen, dal
abeT@), ba, € T(a) fir alle aca, b€B. Wenn dies der Fall ist, so hat. man:
bub)), = (ba,)b + (ba) b’ —b(ab’), wobel ba, ET(a) also (ba,)b’ € T(n), weil T(n)
zuldssig ist. ‘Aus- baca (a ist zuldssig) folgt (b,a)b" € T(a) wegen der Annahme
abe T(a) fur alle a€a, b€ B. Und da a,b’ € T(a) hat man auch b(a,b )€ T(a). Damit
" ist gezeigt, dall b(ab)), € T(a).flir alle a€aq, b, b’ €B.
' Sei jetzt a €a und b € B. Wir.betrachten erst-das Element a,5. Man hat-(a,b),a’ .=
.= a(ba’)+d(bay), —(abya’; aba’)€n, da a Ideal in A ist, a(bal),.€a, weil w
zuldssig ist in A4 und (ab, )a €q,.da a ein zuldssiges Tdeal in 4 ist. Also hat man
(a,b),a €a fiir alle.a €A4. Und a(a,b)r (a’a)b, —a’'(ab,)€a fiir alle a €A, daa
ein zuldssiges Ideal in A ist. Wegen a ((a,b)a,),—a "(a(ba;)), und a”(a,(ba ). €a
(soeben bewiesen), hat man auch d “((ap)ay), €a fiir alle a”, a’ € A.-Nach (7) folgt
hieraus a;b€ T(a). S
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Fiir das Element ba, beweist man analog, daB.es zu T(a) gehort nach der Defi-
nition von 7(a) in (7) Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Wir fassen die
Ergebnisse zusammen in

Satz 1. Ist R=A +B eine Szépsche Erweiterung von A und B, dann kann man
zu jedem zuldssigen Ideal o in A-ein Ideal T(a) in B konstruieren nach (7), und T(a)
ist ein zuldissiges Ideal in B. Umgekehrt gehirt zu jedem zulissigen Ideal b in B ein
zuldssiges Ideal T'(b) in A nach (8). Dabei hat man: a S T/(T(a)) und b S T(T'(6)).

Bemerkung. Anfangend mit einem zuldssigen Ideal o in 4 kann man also
eine nicht absteigende Kette von zuldssigen Idealen in- A bilden:

WS T(TW)ET(TT(T@N)E ...
In B hat man dann-die nicht absteigende Ketté‘
TS T(T’(T(a))) c T(T’(T(T (T(u))))) c.

Es schemt uns eine interessante. Untersuchung zu sein, wenn. man den zuldssigen
Idealen z. B..in A eine Endhchkeltsbedmgung auflegt, in der Art, daBl die soeben
betrachtete Kette von zuldssigen Idealen in 4 im Endlichen abbricht. Dies hat zur
Folge, daB auch die korrespondierende Kette von zuldssigen Idealen in B im End-
lichen abbricht. Gibt es vielleicht Szépsche Erweiterungsringe R =A+B wofur
dies fiir jedes zulassnge Ideal in 4 der Fall ist?

3. Die zulaSSIgen Ideale in 4 bzw. B der Struktur I7(b) bzw. T(a), wo a bzw. b
zuldssige Ideale in 4 bzw. B sind, kann man benutzen bei den Untersuchungen
tiber die ldeale in R = A4 B.

Es sei.wieder R eine Szépsche Erwelterung von A und B und a ein gegebenes
Ideal in A, das zulissig ist. Wir betrachten die Menge K(a) von Elementen beB,
fur die

) ‘ baca, ab,€q

fir alle a€A erfiillt ist. .
Es ist klar, daf T(a)CK(u) Aus dem Bewels daB T(u) ein Ideal in B ist, ergibt

sich unmittelbar, dal3 auch K(q) ein Ideal i in Bist. K(a) ist aber im allgememen nicht -

zuldssig, wie SZENDREI mit einem Bcispiel fiir a =0 gezeigt hat. Man kann K(1)
auch als den Kern einncs Homomorphismus von B auf einen Ring B* bekommen
wie folgt: Man kann die Funktionen b,a, ab, als Operatorprodukte auffassen. In
diesem Sinne ist A gleichzeitig ein Links- und Rechtsoperatorenbereich von B. Da
a ein Ideal in A ist, kann man den Restkiassenring A/a biiden und A/a als Links-
und Rechtsoperatorenbereich sehen nach der Definition:

(10) ' ba+a) = ba+a, (a+a)b, = ab,+a.

Diese Definition ist unabhingig von der speziellen Wahl der Representanten in
a+a. Ist ¢’ =a(q), dann gilt (¢’ +a) = ba’+aq, aber ba’—a) = ba’—bacu, weil
a’—a€a, also b'+a = ba+a, und ebenso a’b,+a = ab,+a. Aus (10) folgt,
daB jedes Element b von B eine Doppelabbildung: ¢ +a — b(a+a), a+a — (¢ +a)b,
von. A/a in sich induziert. Diese durch & induzierte Doppelabbildung von A4/a in
sich bezeichnen wir mit b* und die Menge von b* mit B*. Aus (3) folgt, daB jede
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und Multlphkatlon dleser Doppe]abblldungen deﬁmeren er
ay L brrb = By, b — ()

Man kann nun beweisen, dafl B* mit dieser Addition und Multiplikation einen zu.
-B homomorphen Ring bildet: d. h. B~ B*(b—b*).- Also: besteht die homomorphe
‘Abbildung einfach darin, daB man jedem Ringelement 5 die durch & induzierte:
- Doppelabbildung 6* zuordnet. Der Kern dieses Homomorphismus ist die Menge
der & mit bfata) = q, (a+n)b = qa fiir alle a€A4 oder baca,ab,ca fir alle
" a€ A, d. h. der Kern ist K(a), nach der Definition ‘in (9).
_ Ebenso ist die Menge K’(0) der Elemente a € A4, fiir. die aleD ba,cb fir alle
beR erfiillt ist, ein Ideal in A4, wenn b ein zulaSSIges Ideal in B 1st Man hat:
T'(0) E K'(b).
- 'Sind S bzw. T Teilmengen von A bzw. B, dann Verstehen wir ‘unter (S, T)-
die Gesamtheit derjenigen Elemente (4, b) aus R, fiir die a€ S, bET gelten er
beWelsen den

Satz 2. R = A+B sei eine Szepsclze Erweiterung. von. A und B; a bzw b sznd :
zuliissige Ideale in A bzw. B. Dann ist (a, [J) ein Idea] in R dann und nur. dann wenn:
bEK(a) und a S K’ ().

Beweis. Sei aEA und b€B und (a,,bj)E(a B) Offenbar gllt in R: (a;, J)
—(a;, %) = (a;—aj, b; — b)) c(a, b), wenn (a,b})€(a,b) da ‘o bzw. b Ideale in:
A bzw. B sind. Weiter hat man: (a, 0) (a;, b;) = (aa;+ab;,, a;b; )€(a, b) dann und.
~nur dann wenn ab; <a, weil aa; bzw. a;b; zu a bzw. b gehoren ©,b) (a;, b)) =
.= (bya;, ba, +bbj)C(a b) dann und nur dann wenn ba; €b, weil ba; bzw. bb; zu.
a bzw b. gehoren ebenso (a;, b)) (a, 0) €(a, by — bjacaq, und (a;, b)) (0, b) €(a, 6) -~
a;beb. Die notwendige und hinreichende Bedingung damit fur (a;, bj) beliebig: -
in (u b) auch (a, b) (a;, b)) und (a;, b;) (a,b) zu (a, b) gehoren ist also: bja, ab; €a
fir alle a€A4, b;€b und a;b, ba; cE fir alle b€B, a;ca. Man kann auch sagen o
(a, b) ist éin Ideal in R dann und nur dann, falls b €K(o) fur alle b;€b oder -
DS K(a) und a;€ K'(b) fiir alle a;€q, oder aCK (0). Damit ist der Satz ‘bewiesen.
’ Wir behaupten nun: aus aCK (b) folgt « S T7(b). Denn, wenn b, b’ € B, aca &
SK’(0), so brauchen wir nur noch zu zeigen, daB b(ab}),€b. Man hat aber: ’
b(aby), = (ba )b’ + (ba)b'—b(ab’). Da -ba, €b so folgt (ba,)b' €b;. da a,b’€bh, so
ist auch b(a,p")€b; und wegen b,aca hat man (ba)b’ €b. Hieraus folgt b(aby), €b
fur alle b, b’ ¢B, aca, weshalb ac T’ (b). Damit ist gezeigt: Wenn a ein zuléssiges: -
Ideal in A ist und (ICK (b) so gilt auch-a & T7(b). Ebenso: bCK(a) 1mp1121ert
bET(@).
:  Da T’(6) S K’(b) auch ein 2u13551ges Ideal in A ist, so kann man sagen: 7 (6):
ist das grofite, in K'(0) enthaltene zuldssige Ideal in A, und ebenso ist T(a) das gl oﬁte -
in K{(0) enthaltene zulissige Ideal in B.
Man hat auch: 77(6)(Z(a)) und K'(0)(K (a)) enthalten dieselbe zu]a551ge Ideale
von A(B). Den Satz 2 kann man nun ersetzen durch:

Satz 2a. R = - A B ist eine SzepS(he Erweiter ung von A und B; a bzw. b sind
- zuldssige Ideale in A bzw. B. Dann ist (a,0) dann und nir. dann ein Ideal in R wenn: .
ICT(ﬁ) und b < T(a).’ :
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Ginige Spczialfille des Satzes 2a sind:

a.) (a, T(a)) ist ein Ideal in R dann und nur dann wenn a E77(7(a)) und
T(0) & T(0). Da a & 77(T(a)) immer gilt, so ist (a, T'(a)) ein Ideal in R. Ebenso ist
(T7(0), b) ein ideal in R.

Wenn (a*, 0*) ein Tdeal in R ist mit o* Sa, so hat man b+ S T(a). Aus der
Definition von 7'(a) in (7) ist unmittelbar klar, dall aus a* Sa folgt 7'(a*) S T'(0).
*Also 0% € T(a*) & T'(a). Bei festem zuldssigen Ideal o in 4 gilt also [iir jedes Ideal
“(a, 6*) in R, daB b* & T'(n). Bbenso hal man bei festem zuldssigen Ieeal b in B fiir
jedes Tdeal (a*,0) in R, daB o* & T7(D).

b.) (T7(b), T(0)) ist ein Ideal in R dann und nur dann wenn 7(0) E77(7 (),
T()ES T(T'(b)). Dics ist immer der Fall wenn (0, b) Idcal in R ist, denn aus
0 ET() folgt T'(B)S 7(7T'(0)) und aus a £ 77(b) folgt 7'(a) S T(T"(D)).

c.) (a,0) ist cin Tdeal in R dann und nur dann wenn a E77(0). Da (77(0), 0)
«ein Ideal in R ist (sich a), so folgt, daB jedes Ideal (a, 0) in R eine Teilmenge des
Ideals (77(0), 0) ist oder (77(0), 0) ist das groBte in (4, 0) enthaltene Ideal von R.
Ebenso ist (0, 7(0)) das groBte in (0. B) enthaltene Ideal von R. Weiter ist (77(0), 7(0))
ein ldeal in R, da (0, 0) ein Ideal (das Nullideal) in R ist (sich b).) Wir bemerken,
.dafl SzeNDREI [3] das in c.) gefundene schon in seinem Satz 2 bewiesen hat.

d.) (0, T(a)) ist ein Ideal in R dann und nur dann wenn T'(a) S 7'(0) oder
T(a)=T(0), da T(0)<S T(a) fiir jedes zuldssige Ideal a in 4. Ebenso ist (77(b), 0)
«ein Ideal in R dann und nur dann wenn 77(b) =T77(0).

Decfinition 2. Unter emem echfen Ideal S im Ring R versiehen wir ein ldeal
S#0 und #R. 3

Es sei R = A+ B eine Szépsche Erweiterung von 4 und B. Ist (a, ) ein echtes
Ideal in R, wobei a bzw.  Ideale in 4 bzw. B sind, dann sind a bzw. b auch zulissig
in A bzw. B. Dabei ist a # A oder b B oder beide und a 20 oder b £0 oder beide.
Also enthill wenigstens der eine von 4 und B ein echtes zuldssiges Ideal. Umge-
kehrt, sei a ein echtes zuldssiges Ideal in A. Dann ist (a, 7(a)) ein Ideal in R und
(0, T(2)) #(0, 0) denn a0, (0, T(a))#(4, B) denn a#A4. Also ist (a, T(a)) ein
echtes Ideal in R.

Eine nolwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB R ein echtes Ideal
der Form (a, b) enthilt, wo a bzw. b Ideale in 4 bzw. B sind, ist, daB wenigstens
-der eine von 4 und B ein echtes zuldssiges Ideal enthélt.

Satz 3. R = A+ B ist eine Szépsche Erweiterung von A und B, in der weder
A noch B ein Ideal ist und weder A noch B zuldssige Unterringe enthalten. Ist I ein
.echtes Ideal in R, dann ist I+ subdirekte Summe von A* und B.*

Beweis. Ist I ein Ideal von R = A+ B bestehend aus den Elementen a, +b,,
ay+b,, ... (@;€A4,b;€B,i=1,2,...), so bilden die a; bzw. b, Unterringe A’ bzw.
B’ von R. ([4], Satz 7). Wenn a ein beliebiges Element von 4 ist und (a;, b;) €, dann
(a, 0) (a;, b;) = (aa;+ab, , a)b,) €1, und es folgt, daB a,b,€ B’. Ahnlich folgt aus
(a;, b)) (a,0) = (a;a+Dbya,ba,)€l daB ba, € B'. Auf demselben Weg konnen wir
ab,, ba, €A’ (b€B) zeigen. Also sind A" bzw. B’ zuldssige Unterringe von A4
bzw. B nach Definition 1. Da 4 noch B einen echten zuldssigen Unterring enthalten,
hat man: 4’=0 oder 4’=4 und ebenso B’=0 oder B’=B. Man hat also 4 Fille
zu unterscheiden:
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a) A’=0und B’=0, In diesem Falle ist /=0, also kein echtes Tdeal in R.
‘Widerspruch.

b.) 4’=0 und B’=B. Dann ist 7£(0, B) und I ist ein Ideal in (0, B). Wegen
{(a,0) (0,b) = (ab;,, aib;) €1 fir jedes a€A hal man ab; =0 und (0, a;p;) €1 fiir
jedes a € A. Ebenso ist (0, b;a,) €1 fiir jedes a€ A. I ist also ein zuldssiges Idcal in B
(oder (0, B)). Da nun B keine zuldssige Ideale enthdlt hat man I=(0,0) oder
{=(0, B). Wegen I ist ein echies Ideal in R und B ist kein Ideal in R, hat man wieder
einen Widerspruch.

c.) A’=4 und B’=0, Dann ist IS(4, 0) und auf dieselbe Weise wie unter b.
zeigt man, daB 7 ein zuldssiges Ideal in A ist. Daraus folgt dann, daBl 7=(0, 0) oder
1=(4,0), was nicht der Fall ist, also ist auch diese Moglichkeit ausgeschlossen.

d.) A’=4 und B'=B.'Dann ist I+ ein Untermodul von R* = (4, 0)* & (0, B)*
und durch die Zuordnung (a;, b;) - (a;, 0) bzw. (a;, b))~ (0, b;) wird ein Homo-
morphismus von I auf (4’, 0) bzw. (0, B) definiert. Da aber A’=A und B'=B,
so ist I+ subdirekte Summe der Untermoduln (4, 0) und (0, B). Damit ist der Satz
bewiesen.

4, Wir beschiftigen uns nun mit denjenigen Ringen R = A1 B, fiir welche
(12) a=T"(T(a))

fiir jedes zuldssige Ideal a in A erfullt ist und wobei jedes zuléssige Ideal b von B
in der Form b =7T(x) geschrieben werden kann.

Wir betrachten die Abbildung 7T a—T(a), die jedem zuldssigen Ideal in A4
«ein zuldssiges Ideal in B zuordnet, Diese Abbildung ist eineindeutig. Es ist klar,
daB wenn a=q’, dann auch T'(a)=7(a’) ist nach der Definition in (7). Umgekehrt,
wenn 0 =T(a)=T(«), dann folgt a=T"(T(0))=7"()) und o' =T"(T(x"))=1"(0),
also a =0q’. Fiir jedes zulissige Ideal b in B gilt: aus b = T'(a) folgt 7"(6) = T"(T(n)) =a,
also ist b =T(7"(b)) fiir jedes zuldssige Ideal b in B. Die Abbildung 77: b —T1"(f),
.die jedem zuléssigen Ideal in B ein zuléssiges Ideal in A zuordnet, ist also die inverse
von T 1”(0) ~T(T'(5)) =D.

Da aus oS« die Relation T'(a) S T'(«) folgl, ist die Abbildung T ordnung-
behaltend. Der Durchschnitt a N o’ von zwei zulédssigen Idealen a, a” in A4 ist wieder
ein zulissiges Ideal in A. Man kann also T'(aNa’) bilden. Aus der Definilion in
«(7) folgt, daB T'(aNa) = T(@)NT(W). Auch die Summe o+’ von zwei zuldssigen
1dealen a, o’ in 4 ist wieder ein derartiges Ideal in 4. Aus aSa-+a und o’ Sa+a’
folgt T@)ETw+a) und T@)EST(@+a), also T()+TWO)ET(w+0a"). Aus
T()ET()+ () folgt T(T(W))ST(T@)+T@)) oder ST/ (T()+ TW)).
Ebenso o/ S T(T(0)+ T(")). Wegen T'(a)+T()E T(a+q’) hat man T(T(0)+
+T@))ESa+a’. Setzen wir T(a)+T(0") = T(b), so ist 7°(T(6)) = a+qa’ oder
b =a+a, und TO) = T(@)+TW) = T(a+).

Wir betrachten die Menge aller zuldssigen Ideale a in 4. Mit der Relation der
Inklusion ist diese Menge eine teilweise geordnete Menge. Es ist ein Verband in
bezug auf die Operationen (\ und + wobei o, a, der Durchschnitt und a, +a,
die Summe der Idealen a; und o, bedeutet. Dieser Verband wird bezeichnet mit
L(4). Das Nullideal ist das kleinste und 4 das groBte Element von L(4). Aus unseren
Betrachtungen folgt nun:

N
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Satz 4. Wenn die Ideale von L(A) der Bedingung (12) gentigen und jedes zuliissige
Ideal O in B das Bild eines zuliissigen Ideals o in A unter die Abbildung T o~ T()
von L(A) auf L(B) ist, dann ist die Abbildung T: o -~ T(a) ein Verbandsisomorphismus
von L(A4) auf L(B).

Man kann auch jedem zuldssigen Idcal a in 4 das cindeutig bestimmie Ideal
(a, T(@)) von R zuordnen. Aus a Sa’ folgl T(0) ET(1), also (0, T(a)) S(v', T()).
Sind a und o Elementc von L(A4) so ist (a, (@) N (¢, 7(@)) = (aNa’, T7@)N
NT@W)) = (aNa’, 7(@Na)) und (o, T@)U (', 7)) = (1, T(0)) +(, T@)) =
= (a+0a’, T() + T()) = (a40a’, T(a+0a’)). Es folgt:

Satz 5. Unier denselben Voraussetzungen wie in Satz 4 ist die Abbildung
a—(a, T()) ein Verbandsisomorphismus von L(A) auf den Verband aller Ideale der
Form (a, T(1)) in R. .

5. Es sci R = A+ B eine Szépsche Erweiterung von 4 und B. (Die Bedingung
(12) selzen wir nicht voraus.) Die Ideale a bzw. b sind zuléissige Ideale in 4 bzw.
B, und (a, b) cin Ideal in R. Wir wollen nun den Restklassenring R/(a, b) unter-
suchen. Wir kénnen eine Szépsche Erweiterung von 4/a und B/b konstruieren, wenn
wir definieren:

(al—l—(l, b]_‘l“h)‘l“(az‘l“a, bz‘l“ﬁ) = (a1+a2+a, b]_‘l“bz‘l“b),
(a1+a, b1+5)(a2+(1, b2+I)) -
= (ayaz+ (by +0)y(ay+ )+ (a1 +0) (by +D),, (a1 +0), (b +0)+(by +0) (@, +0),+b, b,),

wobei
(b1 +Db)(az+0a) = by,ar+a, (a;+a)(by+Db), = ayby +a,

(a1+(’l),(b2-l-5) = a1,b2+5, (b1+5)(a2+a),- = bIaZ, +B.

Aus der Tatsache, daBl a bzw. b zuldssige Ideale in A bzw. B sind, kann man
leicht beweisen, daB3 diese Definitionen der Funktionen unabhéngig von der speziellen
Wahl der Representanten von A/a bzw. B/b sind. Da R = 41 B eine Szépsche
Erweiterung von A und B ist, so folgt daBl die Funktionen b,a, ab (€ 4) und a;b,
ba,(€ B) den Bedingungen (1)—(6) unterworfen sind. Deswegen geniigen auch die
oben eingefiihrten Funktionen in A4/a und B/b den Bedingungen (1)—(6). Damit
haben wir eine Szépsche Erweiterung R* von A/a und B/b gefunden und es ist klar,
daB die Abbildung (g, b)—>(a+a,b+D0) ein Homomorphismus von R = A+ B
auf R* ist. Der Kern dieses Homomorphismus ist das Ideal (a, b). Wir haben bewiesen
den

Satz 6. Ist R = A B eine Szépsche Erweiterung von A und B und (a, b) ein
Ideal in R, wobei a bzw. b zuldssige Ideale in A bzw. B sind, dann ist R/(a, D) =
=~ Afa+ Bfb.

Bemerkung. Im spezialen Fall a =7"(0) und b = 7'(0), hat man Satz 1 meiner
Arbeit [1] gefunden.

Ist insbesondere 4 =K’(b) und B=K(n) fiir das Ideal (a,b) in R, dann gilt:
Rf(a, b) = Ala® B/b (direkte Summe). Denn 4 =K’(b) bedeutet, daB b,a, ab,€a
fiir alle a€ 4 und b€ B erfiillt ist, und das hat zur Folge, daB (b+0),(a+a) = q,
(a+Db) 0+D), =aq, fir alle b€B und a€ A gilt. Ebenso folgt aus B=K(a), daB
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(@+a),(b+0) =0 und (b+D) (a+a), =0 fir alle a€ 4 und b€ B erfiillt ist. Fir
die Multiplikation in R* = R/(a, §) hat man dann: (a; +q, b; +0) (@, +q, by +0) =
= (aja, +0, byb,+D), woraus die Behauptung unmitielbar vorgeht.

Umgekehrt entsteht nun das Problem: Es seien 4 und B gegebene Ringe und
Aja+ B/b ist eine gegebene Szépsche Erweiterung von A/a und B/b. Dabei sind a
bzw. [ Ideale in 4 bzw. B. Kann man eine Szépsche Erweiterung R = A+ B von
A und B konstruieren, derart, daB a* @b+ Ideal in R ist und R/f(a™@b*) =
2z Afa+ B/b ist?

Eine {leilweise Losung dieses Problems wird gegeben in

Satz 7. A und B sind gegebene Ringe und R’ = AJa+ BJb ist eine Szépsche
Erweiterung von Ao und Bfb, o bzw. b sind Ideale in A bzw. B. Eine hinreichende
Bedingung, damit es eine Szépsche Erweiterung R von A und B gibt, in der at @b+
ein Ideal ist und derart, daf Rja* @0t = Ao+ B/b ist, dafS die Restklassenringe
Afa bzw. BJb je einen Reprisentantensystem enthalten, das einer: Ring bildet,

Beweis. Die Elemente von R = A/a+B/b sind die Paare (a+aq,b+D)
(a+ac€dfa, b-+H€B/D) mit der Addition

(a+a, b+0)+(@+a, b’+0) = (a+a’+Db, b+b'+Db)

_und der Multiplikation
(a+a,b+D) (@+a, b’ +D) =

=(ad’+ (b +0)(@ +a) + @+ ) (&' +0),, (@+a)('+0) + (b +b) (a'+0), + D),

wobei die Funktionen (6+0),(¢'+q), (@+a) (@'+D), (€4/a) und (a+ ) (b"+DH),
@ +D5) (@’+0), (€B/b) den Bedingungen (D), (1)—(6) unterworfen sind. Es sei nun
fla+q) (€a+a) bzw. g(b+D) (€b+D) ein Représentantensystem in A/a bzw.
B/b, das einen Ring bildet; d. h.

fla+a)+f(@+a) = fla+a'+a); f(a)=0;

fla+0)f(@+a) = flaa’+a) und &hnlich fir g(b+0). Die Restklassen mod a
lassen sich also mit den sémtlichen Elementen eines Unterringes von A reptésentieren,
d. h. 4 ,,zerfdllt” in eine schlichte Summe des {deals q und des Unterringes der
fla+aq). Ebenso zerfdllt B in die Summe des Ideals b und des Unterringes der
g(b+0). Die ,,Funktionenvierer” b,a, ab,(€ A), a;b, ba, € B) fiir die Szépsche Erwei-
terung R = A+ B definieren wir wie folgt:

ba = f(b+b)(a+0a)), ab, = f((a-+0a)) (b+5),),
ab = g((a+0a),(b+D0)), ba, = g((b+D) (a+0),).

Ist b* =b (modb) und a*=a(modaq), dann ist bfa* = f((b* +Db)(a* +0q)) =
= f((b+b),(a+q)) = ba und Fhnlich fiir ab,, ;b und ba,. Wegen f(a) =0 und
g(0) =0 geniigen die Funktionen der Bedingung (D). Man hat nun (b+5"),¢ =
= f(G+b'+0)a+0) = f((0+D)(a+a)+ @ +b)(a+0a)) = f((O+D)(a+0))+
+ /(' +0)(a+0q)) = ba+bja und wenn man benutzt, daB die Représentanten
fla+a) bzw. g(b+D) einen Ring in 4 bzw. B bilden, beweist man die iibrigen For-
meln von (1) und auch (2)—(6) auf dieselbe Weise. Damit hat man eine Szépsche
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Erweilerung R = A--B von 4 und B konstruicrt. Es ist klar, daB die Abbildung
(@, b) - (a4-qa,b+-b) ein Homomorphismus von R aul R’ ist, dessen Kern das
Ideal (a, 0) in R ist. Also ist R/(a, () = R’ und der Satz bewicsen.

Man kann noch bemerken, daBi das Ideal (a,b) hier dic direkte Summe der
Idcale (0, 0) und (0, 0) in (4, 0) und (0, B) ist.
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