
Über die Existenz normaler Komplemente zu gewissen Hallgruppen 
Von L U D W I G PROHASKA in Rostock (DDR) 

1. G sei eine endliche Gruppe, e ihr Einselement. JVg|G bezeichne einen' 
Normalteiler N von G. N heißt normales Komplement zu der Untergruppe U von 
G, wenn G - UN mit Uf)N = {e} und iV^IG ist. Hat in der Nebenklassenzerle-
gung 

G = 2 Ur, 

von G nach U das Repräsentantensystem R die Eigenschaft 

u~1 Ru - -- R für jedes u£U, i 

so wird R ausgezeichnetes Repräsentantensystem genannt [3]. 
Mit Hilfe dieses Begriffs läßt sich ein bekannter Satz von BURNSIDE [1], S. 

327, folgendermaßen aussprechen [3]: 
Eine abelsche Sylowgruppe P von G hat genau dann ein ausgezeichnetes Reprä-

sentantensystem in G, wenn sie in G ein normales Komplement besitzt. 

KOCHENDÖRFFER [3] und ZAPPA [4] zeigten, daß hierin eine geringere Voraus-
setzung über P an die Stelle von „abelsche Sylowgruppe" treten kann. ZAPPA setzte 
dafür „nilpotente Hallgruppe" und wies in einer Anmerkung zu [4] darauf hin, 
daß noch eine weitere Abschwächung möglich ist. Dafür soll in der vorliegenden 
Arbeit ein Beweis gegeben werden, der sich stützt auf den 

Sa tz (FROBENIUS [2]). P sei eine p-Sylowgruppe von G. Für jedes Element 
g£G mit zu p teilerfremder Ordnung und für jede Untergruppe Q von G, deren Ordnung 
eine Potenz von p ist, möge gehen: wenn g im Normalisator Na(Q) von Q in G 
liegt, dann sogar im Zentralisator ZG(Q) von Q in G. 

Dann besitzt P in G ein normales Komplement. 

2. 7t sei eine Primzahlmenge. Eine Gruppe wird n-Gruppe genannt, wenn 
jeder Primfaktor ihrer Ordnung in n enthalten ist. 

Von ZAPPA [4] wurde angegeben 'das 

Lemma. Sei H eine Hallgruppe von G, die in G ein ausgezeichnetes Repräsen-
tantensystem R besitzt. 7t bezeichne die Menge der Primteiler der Ordnung \H\ von-
H. Für jede Untergruppe Q^H gilt dann: NG(Q)/ZG(Q) ist eine n-Gruppe. 



160 L. Prohasku 

Beweis. Na(Q)/Za(Q) ist isomorph zur Gruppe der Automorphismen, die 
von Elementen aus Na(Q) in Q induziert werden. Daher genügt es zu zeigen, daß 
die Ordnungen aller dieser Automorphismen nur Primteiler aus n enthalten. Sei 
n£Na(Q) und q ein beliebiges Element aus Q. Es ist n=hr mit h£LI und /• 6 R ; 
lr1qli — hl£H,,n~1qn = r~lh~1qhr=r~ihlr£H. Da R ausgezeichnet ist, gilt weiter 
n~1qn — h1i\1r, also rf lr = h2£H und r = rlh2=h2r2 mit i\, r2£R. Daraus folgt 
aber h2 = e und rl=r. n und h induzieren also denselben Automorphismus in Q. 
Seine Ordnung ist ein Teiler von \I-I\ und enthält deshalb nur Primteiler aus n. 

Hieraus erhält man den 

Sa t z 1. Die Sylowgruppe P von G habe in G ein ausgezeichnetes Repräsentanten-
system. Dann besitzt P in G ein normales Komplement. 

Beweis. Es sei | P \ = p x und Q eine Untergruppe von G mit p-Potenzordnung. 
Dann gibt es ein Element x(-G mit x~1QxQP. Die Ordnung |g| des Elements 
g € G sei nicht durch p teilbar. Liegt g in Na(Q), so x~igx in Na(x~1 Qx). Nach 
dem Lemma ist dann (x~ in Za(x~1Qx). Da (p, |g|) = 1, liegt auch x~ 1gx 
in ZG(x~1 Qx) und daher g€ZG(Q). Nach dem Satz von FROBENIUS existiert deshalb 
ein normales Komplement zu P in G. 

3. G heißt Gruppe mit Sy low türm, wenn sie eine Untergruppenkette 

G = G03G13...i3Gr_1=)Gi. = {e} 

besitzt, in der Gi(=\G und G,_ i]Gi (/ = 1, 2, ..., r) einer Sylowgruppe von G iso-
morph ist. 

Ist G eine Gruppe mit Sylowturm und U eine Untergruppe von G, so erkennt 
man bei Betrachtung der Durchschnitte E/; = G ; í l U (/' = 0,1, ...,/•), daß auch U 
eine Gruppe mit Sylowturm ist. 

Offenbai- besitzt jede nilpotente Gruppe einen Sylowturm. Auch jede überauf-
lösbare Gruppe hat einen Sylowturm, denn zu jeder überauflösbaren Gruppe exi-
stiert eine Hauptreihe, in der die Indizes der Größe nach geordnet sind. 

S a t z 2. Die Hallgruppe Hvon G habe in G ein ausgezeichnetes Repräsentanten-
system. H sei eine Gruppe mit Sylowturm. Dann besitzt H in G ein normales Komple-
ment. 

Beweis. Ist \H\ durch genau n verschiedene Primzahlen teilbar, so enthält 
H als Sylowturmgruppe sicher eine invariante Hallgruppe Hm, deren Ordnung 
durch genau n — m (m = l , 2, ..., n) verschiedene" Primzahlen teilbar ist. H enthält 
als auflösbare Gruppe eine Hallgruppe H^ mit H = Hm№»\ Hm fl EM = {e}. 
H{lu) hat das ausgezeichnete Repräsentantensystem Hm in H und seine Ordnung 
ist durch genau m verschiedene Primzahlen teilbar. 

Besitzt H in G das ausgezeichnete Repräsentantensystem R und die Unter-
gruppe U von H das ausgezeichnete Repräsentantensystem T in H, so bilden die 
Elemente des Komplexes TR ein ausgezeichnetes Repräsentantensystem für U in 
G. Wir betrachten nun die Sylowgruppen von H. Sie sind gleichzeitig Sylowgruppen 
von G. Diejenigen, die ein ausgezeichnetes Repräsentantensystem in H haben, 
haben auch eines in G. Nach Satz 1 besitzen sie ein normales Komplement in G. 

Jetzt machen wir die Induktionsannahme: Jede Hallgruppe von H, die in H 
•und daher auch in G ein ausgezeichnetes Repräsentantensystem hat und deren 
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Ordnung höchstens durch m ( l ^ m o i ) verschiedene Primzahlen teilbar ist, besitzt 
in G ein normales Komplement. B e h a u p t u n g : Dann besitzt auch jede Hallgruppe 
von H, die in H ein ausgezeichnetes Repräsentantensystem hat und deren Ordnung 
durch genau m + 1 verschiedene Primzahlen teilbar ist, ein normales Komplement 
in G. 

Diese Behauptung wird folgendermaßen bewiesen: 
Sei U eine Hallgruppe von H mit ausgezeichnetem Repräsentantensystem, 

deren Ordnung durch genau m + l verschiedene Primzahlen teilbar ist. U ist eine 
Gruppe mit Sylowturm. 

U=U0^U1z>...^>Um^Um + 1 = {e} 

sei die entsprechende Untergruppenkette. 
U ist als Gruppe mit Sylowturm auflösbar und besitzt daher eine Hallgruppe 

U<-">\ für die gilt 
U=U0»)Um mi t U^C\Um = {e} u n d Um^\U. 

U hat ein ausgezeichnetes Repräsentantensystem in H. Um ist ausgezeichnetes Re-
präsentantensystem für in U. Daher hat £/('"> ein ausgezeichnetes Repräsentan-
tensystem in H. Ferner ist U^ Hallgruppe von H. |(/(""[ ist genau durch m ver-
schiedene Primzahlen teilbar. Nach der Induktionsannahme besitzt also ein 
normales Komplement Mm in G: 

G=UWMm. 

Da Mm Normalteiler von G ist, liegt die Sylowgruppe U„, von G in Mm. 
n bezeichne die Menge der Primteiler von \U\, %' die komplementäre Menge. 

Ist \Um\ =p'l„+i, so ist j?m + 1 die einzige Primzahl aus n, die \Mm\ teilt. Daher liegen 
alle 7i-Untergruppen von Mm in Um oder einer dazu konjugierten Untergruppe. 
Sei W eine %•-Untergruppe von Mm. Dann gibt es ein Element y G M,„ mit y~1 Wy = 
= W* g Um. Nach dem Lemma ist NG(W*)/ZG(W*) eine 7t-Gruppe. Die Ordnungen 
der Automorphismen von W*, die durch die Elemente von NMm(W*)^.Na(W*) 
induziert werden, enthalten nur Primteiler aus n. Andererseits muß die Ordnung 
jedes durch ein Element aus NMJW*) erzeugten, Automorphismus von W4- ein 
Teiler von \Mm\ sein. Deshalb ist NMm(W*)/ZMm(W*) eine pm+1 -Gruppe. 

Die Ordnung des Elements Z£Mm sei nicht durch pm+1 teilbar. Liegt z in 
NMm(W), so y~ 1zyin NMm(y~1 Wy) = NM,„(W*) und in ZMJW*). Da 
(pm+i, \Z\) — 1, ist auch y~1zy€ZMm(W*) und daher z£ZMm(W). Nach dem Satz 
von F R O B E N I U S existiert deshalb ein normales Komplement M zu Um in Mm: 

Mm = UmM. 

M ist als Erzeugnis aller Sylowgruppen von Mm, die zu den Primzahlen aus n' 
gehören, charakteristische Untergruppe von Mm und daher Normalteiler von G. 
Es ist 

G = U№Mm = W»Wjá = UM m i t UP\M = {e}. 

M ist also normales Komplement zu U in G. 
Dieser Induktionsschluß beweist den Satz 2. 

11 A 
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