Corrections et compléments aux Contractions IX

Par BELA SZ.-NAGY a Szeged et CIPRIAN FOIAS 2 Bucarest

- 1. Dans la Note [IX], Proposition 5. 4 est fausse. Un contre-exemple est fourni
par la fonction analytique contractive extérieure {E2,E', O(2)} ol

Y (1 1 x |
H = —= (A= ,—:). ! . IX], p..3 3, :
oW [Y] [ZV.Z 0D, = ) [X] @ 1, p. 319

'pour le vecteur f= (O) on a notamment @ (0)f/=0 sans que O(4)f s’annule identi-

quement. (On a commis Verreur lorsqu’on a fait usage, p. 308, de la lmearlte de-
Py en fonction de f, ce qui, en général, n’est pas le cas.)

Parmi les propositions et théorémes qui suivent dans [IX], ‘Théoréme 3 (su1
Iexistence d’une variété de sous-espaces invariants pour une certaine classe d’opé-
rateurs), ainsi que sa démonstration, ne dépendent pas de Proposition 5. 4, donc
ils ne sont pas touchiés par cette etreur. Par contre, Propositions 5.5 et 5. 6 et
Théorémes 2 et 4 dépendent partiellement de Proposition 5.4, donc ils doivent
étre réexaminés. En laissant ouvert le probléme de décider ’ils restent valables dans
toute leur généralité ou non, nous-nous contentons ici de montrer qu’ ils sub51stent
dans le cas d’indices de défaut finis.

2. Observons d’abord que I’énoncé suivant sub51ste avec sa -démonstration
indiquée dans [IX], p. 310—311:

Proposition A. Pour toute fonction connactwe extér ieure {@ €., 6())} ona
) @())(Sj (S* pour tout 2.€Dy, ") '
(ii) @(e")@ C. pour presque tous les pomts tE(O 27).

Dans le cas ol dim G.< =0, (1) et (i) veulent dire le mémeé que OMNE=C,,
()€ =€ . Il sensuit que si dim €x<co et dim € #dim €, O(4) ne peut avo1r
d’inverse: pour aucun A€D,, mé€me pas au sens large.

Pour le cas dim E=dim G,=n<= on a la

Proposition B. Pour que la forction analytique contractive matricielle © (%)
de type nXn soit extérieure, il faut et il suffit que la foncnon scalaire bornée -d(A)=
=det O(2) soit exterleure (Cf. [1], Lecture XI.)

1) Do est le disque unité. ouvert dans le plan des nombres complexes.
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Bien entendu, la condition que d(}) soit extérieure veut dire que dH?(E!)=
=H2(E_1); d’aprés le théoréme de BEURLING cela est équivalent a la condition que
log |d(e™)| <oit intégrable et que la relation suivante soit vérifide:

@ . d()) = xexp [%/ Z:.:ijlc')g]d(eit)l dt], - |x=1.
. 0

On a | |

o . o) = 5 o@D

ol OA(4) est la matrice algébriquement adjointe a O(4). Puisque O] =1, les
éléments de @(4) sont bornés dans P, d’ou il s’ensuit que OA(A) est aussi bornee
dans Dy,.

Comme pour O@~(4)= @(/’)* le determmant d~(1) est le conjugué comp]exe»
de d(2), d~(2) est une fonction extérieure en méme ‘temps que d(l) Par conséquent,
O~ (4) est extérieure en méme temps que O(2).

~ Ces résultats etabhssent la Proposition 5.5 de [IX] dans le cas ou €, est de
dimension finie et cela dans la forme précisée suivante:

Proposition 5.5%. Soit {€, €., O(1)} une fonction analytique contractive
extérieure avec dim € <. Il y a-alors deux possibilités: ou bien @ (1)~ existe au
sens strict en chaque point de D,, ou bien ©(J)~' nexiste pour aucun point de Dy,
méme pas au sens large. Le premier cas se présente lorsque dim € =dim €y, et le
second lorsque dim & #dim .. Dans le premier cas la fonction ©~(1) est aussi
exiérieure. .

On obtient- alors Théoréme 2.de [IX] dans la forme restreinte suivante:

Théoréme 2*. Soit TEC.,, avec les indices de défaut by, dys 2) dont dy« est
Sini. Il y a deux possibilités: ou bién chaque point de Dy est une valeur propre de T, ow
bien aucun point de Dy n’appartient au spectre de T: le premier cas se présente lorsque
Dy # Dy, el 12 second lorsque by =0+. Dans le premier.cas T4 C,, et dans le second
cas TEC,,. ' : '

Démonstration. En vertu de [VIL], Corollaire, p. 58, T€C., veut dire
~que la fonction caractéristique {Dy, D+, O r(A)} de T est une fonction extérieure;
de plus on a dim D+ = dp+< . Le théoréme résulte alors, sauf la derniére assertion,.
de la Proposition 5. 5% et du Théoréme 4 de [VIII]. Quant a la derniére assertion,
observons que dans le second cas OF (1) est, toujours en vertu de la Proposition
5. 5%, aussi extérieure, donc T€C,. et par conséquent T€C,,. Dans le premier
cas tout point A€ D, étant' une valeur propre, il y a des vecteurs x,; #0 tels que:
Tx;=Ax;, d’ou T"x; =A"x; -~ 0 (n-), ce qui exclut que T appartlenne a Cy.
Cela achéve la démonstration.

2) by =dim Dr ot Dr =~ 'T*‘T)‘/ZS;, et analoguement pour T*.
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3. Proposition 5.6 de [I1X] est valable dans le cas ol dim €< oe:
Pro position 5. 6*. Soit {€, €4, O (L)} une for;ction contractive extérieure telle

que dim € < s et que O (e") est isométrique pour presque tous les points € d’un arc
@ de la circonférence unité. O (L) se prolonge alors analytiguement au travers de

" a4 tout Pextérieur du cercle unité.

Démonstration. De Proposition A (ii) il s’ensuit que @ (e) est méme unitaire
pp. sur @ et que, par conséquent, dim € = dim €< <. Pour d(1)=det O(2) on
a alors |d(e)|=1 pp. sur w; en vertu de la formule (1) cela entraine que

log ld(B)] = % / P(r, 7 1) log|d(e")| dr

ou A=re (0=r<1), P(r,¢t) est le noyau de Poisson, et l'intégrale est prise sur
- Pensemble des points ¢ tels que é"cw” ol @ est 'arc complémentaire & w. De la
il s’ensuit que la fonction 1/d(A) est bornée dans tout sous-ensemble de D,, qui
est.a distance positive & ’; en vertu de (2) il en est alors de mémeé pour O (1)~ 1.
La démonstration s’achéve comme indiquée aux p. 311--312 de [IX], faisant usage .
’du pr1nc1pe de réflexion de Schwarz.

Theoreme 4*, Soit TEC .i telle que Pindice de défaut Do est fini et que O'(T) '
ne recoutre pas la corconférence unité. On a alors o(T) =g (U®).

(U° est la partie “résiduelle” de la dilatation unitaire minimum-de 7, edvisa-
. gée dans Théoréme 3.) La démonstration se fait par la méthode mdlquee dans
[IX] p. 313, faisant usage de la Proposition 5. 6*.

4. Finalement, le Corollaire a la p. 315 de [IX] découle, dans le cas ou TE Ciy
a ses deux indices de défaut finis, des Théorémes 3 et 4* de la maniére mdlquee Lec.,
si ’on fait usage encore-du fait que les opérateurs T,, y env1sages ont aussi- leurS'
indices de défaut finis. Cela résulte de la prop051t10n suivante qui presente un comple-
ment au n° 4 de [IX], intéressant en soi-méme:

Prop051t10n C. Soit T une contraction complétement non- unitaire de 9, aux
indices de défaut ( finis ou non) Sy et dpx. Soit 9, (# {0}) un sous-espace de 9, invariant
pour T. I’ opelareul T,=T\9; a alors ses indices de défaut dr,, g% tels qie’

éb” ei h[f = DT+bT*

Démonstration. Soit {€, €4, ©(1)} une fonction analytique contractive
qui coincide avec la fonction caractéristique de 7 et soit @A) =0,(1)O,() la
factorisation de cette fonction en produit de deux fonctions analytiques contractives,
{€, 5, 0,(1)} et {F, €. 0,(4)}, correspondant au sous-espace invariant 9, au
sens du Théoréme 1 de [lX] -On sait, cf. [1X], p 295 et Proposition 4: 4, que
I’application

A(r)'gﬂdz(t)Ox(e")g®A1(f)g (8€©)

est isométrique et se prolonge par continuité A une application unitaire de 4()€
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sur - 4,()F@4,(1)€, pour presque tous les 7 Cela entraine dim A(f)E =
= dim 4,(1)F +dim-4,(¢)€ pd. et par conséquent

3) dim 4,(1)F=dim 4(1)€ =dim € =b; pp.
D’autre part, de la relation '
. Iy = 4,(1)* + O,(e")* O,(e")  pp.

il s’ensuit que, pour presque tous les 7, § est sous-tendu par 4,(1)F et @,(e")* O,(e)F-
donc

(4) Cdim § = dim 4, (1) F + dim 0, ()~ 0, (695

Comme O,(e)FC €4, on a dim 0,(eHF=dim G, =0yps; par conséquent
5) dim 8, (@)% 0, (@3 = dim 8, (@9F = dyr.

Ainsi, de (3); (4) et (5) il résulte: T

(6) ' C dim =0y + 0y

Or, on sait (¢f. Proposition 4.3 de [IX]) que la fonction caractéristique de T,
coincide avec la partie pure {€°, §°, O1(4)} de {€, §, O, (1)} ou E°cE, F°<F.
De 1a il résulte que . S

' bp, = dim@° = dim € = by,

Dy + O,

[IA

o = dim §° = dim §

ce qui achéve la démonstration de Proposition C. -
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