
НЕРАВЕНСТВА МЕЖДУ НОРМАМИ 
ПРОИЗВОДНЫХ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 

С. Б. С Т Е Ч К И Н (Свердловск) 

Пусть / = ( — °о, или / = [ 0 , действительная функция f ( x ) задана 
и ограничена на / и имеет п—1-ю производную, удовлетворяющую условию 
Липшица. Положим 

M k { f ) = sup | /W(x)| (к = 0,1, ... , и), 
хШ 

причем для £ = и последнее выражение понимается как верхняя грань 
производных чисел функции / ( п - 1 ) ( х ) . 

Неравенства вида 

(1) мк(п = спЛм'Гк)1п(Пмк
п

1а(Л, 

связывающие величины М 0 ( / ) , M k ( f ) и M„(f), мы будем называть неравен-
ствами Колмогорова. А. Н. К о л м о г о р о в [11 для случая / = ( — на-
шел наилучшее значение Сп>к в этих неравенствах при всех п и к. В случае 
/ = [ 0 , оо) известные результаты (К а р т а н, Г о р н ы й ) не являются оконча-
тельными. Д л я нескольких частных значений п и к наилучшие константы 
были известны и раньше. 

Пусть, далее, рё 1 , 

11/11, = { ¡ \ Л х ) \ Ы х У ' Р 

I 

и если в неравенстве фигурирует | |/W(x)| | , то предполагается, что функция 
f(n~l\x) абсолютно непрерывна на любом конечном отрезке \а, b]<z.I. Х а р д и , 
Л и т т л ь в у д и П о л и а [2] отмечают (без доказательства), что для любого 

справедливо неравенство 

(2) \\f\\(p) 5 c2>1(p)ii/ii(V)2ii/"ii(V)2-

Наилучшие значения C 2 i i ( p ) известны при р=°°,р — 2 и р= 1 и сведены 
в таблицу, а аналог неравенства (1) для всех р s i и всех натуральных п 
доказан Штейном [3]. 
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/ / = ( — ОО? ОО) Авторы 

р = ~ , 11/11 = вир | / (Л) | 

/ любого знака / 2 2 Л а н д а у , А д а м а р 

Дх)щО 1 Г2 0 л о в я н и ш н и к о в 

Р = 2, | | / | | = Лс}"2 ' 
/ 

/ любого знака 1 12 
Х а р д и, Л и т т л ь в у д 

и П о л и а 

Д*)й о ? ? -

Р= 1, 11/11 =/|Д*)|Аг 
/ 

/ любого знака п ? Ш т е й н 

Их) 0 1 2̂ Новые случаи 

Цель настоящей работы — перенести неравенства Колмогорова на 
абстрактные функции. Пусть К есть линейное нормированное пространство 
функций /(х), заданных на I и принимающих значения в некотором (действи-
тельном или комплексном) банаховом пространстве Н. Изучаются неравенст-
ва, связывающие нормы функции и ее производных для При этом, 
если в некотором неравенстве фигурирует / ( п )(х) , то предполагается, что 
д л я / ( х ) справедлива формула Тейлора с остаточным членом л-го порядка 
в интегральной форме. 

Т е о р е м а . Пусть для любого / | | / ( х + / ) | | = | |Дх)| | (/=(-=°, «>)), или 
для любого А&О \\/(х+1г)\\ ^ | |/(х)| | ( / = [ 0 , °°)). Тогда 

<з> \ \ т ==сп Л \ \ / \ \ (-п- к ) 1 п \ \ /щ к 1 л 

При этом можно 'положить 

С'п,к = (к+ 1) 
, Лй 1п п 

П — 1 I ь ^ к»-*. 
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В частности, справедливы следующие неравенства : 

\\r\\^i2\\fVl2\\f"V12 при / = ( -=о,оо) , 

Wf'W ^ iWfViHf'V'2 при I = [О, со), 

11/11 S ^ З 2 ' 3 II/II2 '3 Wf'T13 при / = ( - 0 0 , 0 0 ) , 

( * ) Wf'W ^ { з 5 ' 3 I I / I I 2 ' 3 W f ' T 1 3 при / = [0, оо), . 

• | | / * | | ^ 3 1 / з . | | / | | 1 / з ц / - ' | | 2 / з П р И 7 = (-«ж,,«»), 

( * ) \\f"\\ ^ 2 . 3 1 / 3 1 | / | | 1 / 3 1 | / " | | 2 / 3 при I — [0, оо). 

Если Н есть действительная п р я м а я и Д х ) ш О , то в п р а в ы х частях этих 
неравенств / надо заменить на / / 2 . Неравенства , отмеченные пред-
ставляются новыми. Константы в неравенствах д л я п=2 и п=3 я в л я ю т с я 
наилучшими и достигаются, например, для классического случая , когда 
II/II = s u P | / ( x ) | . 

Метод доказательства , которым я пользуюсь, отличен от метода А. Н . 
Колмогорова и основан на рассмотрении линейных неравенств, связывающих 
И/И, Н/даИ и ||/п>||, и эквивалентных (3). 

Л е м м а 1. Пусть А>О, О 

С = п 
^ \(_п-к)1п / ß\k/n 

п — к 
Тогда утверждения: 

(4). ||/®|| =§ Ак~к ||/|| + №-*||/">|| для любого й> О 
и 

(5) ||/®|| == с И/Г-«/- ||/»>||*/» 
эквивалентны. 

В самом деле, минимизируя неравенство (4) по /г, получаем (5). С другой 
стороны, применяя к (5) неравенство Юнга, выводим (4). 

Теперь , задача сводится к доказательству неравенства вида (4). Д л я 
этого я пользуюсь аппроксимативными соображениями. Пусть А > 0 и 
линейный оператор 5 А ( / ) , отображающий К в К, п р и б л и ж а е т / д а(д:) и 
обладает следующими свойствами: 

1. шп\\ ^ АИ-чп, • 

2. К Г М - Я ь С Л ^ в ^ - ^ Щ . 

Тогда 
й И^СЯП + Н/ю-йСЯИ ^ АН-ЦП + №-"Н/")Н, 
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т. е. справедливо неравенство (4). Выбирая н а д л е ж а щ и м образом оператор 
S h ( f ) , получаем все сформулированные выше у т в е р ж д е н и я . 

Л е м м а 2. Пусть / = [ 0 , и пространство К удовлетворяет условию: 
для любого hsO 

( 6 ) l l / ( * + A ) l l ^ I I / W I I -

Тогда 

(7) \ \ f ^ \ \ (и = 2 , 3 , . . . ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П о л о ж и м 

s ( f ) = S n - U f ) = h~n+1 Ahf(x) = h~n+1 " Z i - i r ^ C Ü ^ f i x + kh) = k = О 
Ii h 

= /г-» + 2 / ...//(»- »(x +?! + ... + tn_0 dt,...dt„_! (h > 0). 
о 0 

Используя условие (6), находим, что 

п а д и h-n+1 "z ск
п-ЛГ(х+щ\\ h-n+l Z c;_i||/(x)|| = i f l" 1

 I I / I I . 
k=0 fc=0 \ H J 

Д а л е е , имеем 
h h 

f ( " - ^ ( x ) - S ( / ) = h - " ^ f . . . f {ß»-V(x)-ß"-V(x+t1+... + tn-1)}dt1...dtn-1, 
о о 

откуда по неравенству Минковского 
h h . 

(8) | | / c - i > - S ( / ) | | ^ h-^lf...f\\ß"-^(x)-/("-^(x+t1+... + t„-1)\\dti...dtn-1. 
о 0 

Но при i s O 
t 

y("-D(x+i)_/(n-i)(x) = J f W ( x + u)du 
о 

и, в силу (6), 
г 

||/(П-1)(х+,)_/(Л-1)(Х)|| ^ J \\fM(x + u)\\du ^ f||/M(x)||. 
О 

Подставляя эту оценку в неравенство (8) получаем: 
А H 

И/с-и-жяП ^ h-"^ J . . . ¡(п + ... + t„_1)dt1...dtn-l\\ßn = 
о о 

h h . 

= с « - i ) / i — + i S - J h d t ^ d t ^ w m = ( « - i ) ^ n / ( n ) i i -
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Из этих оценок вытекает, что 

ll/c-DII S (!)" 111/11 + (п-1)^\\/Щ, 

а отсюда, согласно лемме I, следует (7), и лемма 2 доказана. 
Очевидно, эта лемма остается справедливой и в том случае, когда 

/ = ( - о , со) и для всех t НДх+ОН = I I / W I I -

Теперь д л я завершения доказательства теоремы остается провести 
индукцию. 

Л е м м а 3. Пусть Мкш0 и 

(9) ^ . ^ С Х ' М Г 1 ' ' " (« = 2 , 3 , . . . ) . 

Тогда 

(10) Мк^СпЛМ$-к)1пМк
п

1п (А: = 1, 2, . . . , и—1; и = 2, 3, ...), 

где 

(11) cl[{ = ff с ' ^ . 
р = к 

Д л я п = 2 утверждения (9) и (10) совпадают. Пусть для некоторого 
пш2 у ж е установлено, что 

(12) M k ^ C n , k M Z - k ) l n M k J n , 

где С„ д имеет вид (10). Используя неравенство (9) с заменой п на п + 1 имеем: 

Подставляя это неравенство в (12), получаем 
hjí -= г гк!" л#("+1-ь)/(я+1) Ллкп+1) Мк — ^пЛ^п+уМа М я + 1 

Т а к и м образом, можно положить 

Л" —П 
откуда 

/ - > ! / * _ Г'11кГ'11п — "тт f1!? 
^n+l.fc — t'n.fc 1 — и L p + l ^ n + l — 11 <-'р+1> 

p-k р=к 
и лемма доказана. 

В интересующем нас случае С„ = и. Поэтому в неравенстве (3) можно 
п о л о ж и т ь 

í n _ 1 1 
С„,к = ехр \к 2 - 1 п ( / » + 1 ) 

1 P = k Р 



230 С. Б. Стечкин: Неравенства между нормами производных произвольной функции 

О ц е н и м это в ы р а ж е н и е . И м е е м 

и - 1 
1 и - 1 

1 

р=к р р = к Р К р = к +1 Р 

1 , / , . П— 1 , 
^ - In (А: + l ) + ln — I n и. 

К. К 
Отсюда 

С„,к ^ ехр | l n ( f c + l ) + fcln 

и т е о р е м а д о к а з а н а . 
В з а к л ю ч е н и е з а м е т и м , что д л я д о к а з а т е л ь с т в а н е р а в е н с т в ( * ) с л е д у е т 

соответственно п о л о ж и т ь 

Эти ф о р м у л ы я в л я ю т с я н а и л у ч ш и м и ф о р м у л а м и ч и с л е н н о г о д и ф ф е -
р е н ц и р о в а н и я д л я п = 3. 
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Sh(J) = TT {-¥(*)+ 9f(x + h)-f(x+3h)} (k = 1) 6 Ii 
и 

S„ ( / ) = - ¿ r { 2 f ( x ) - 3 / ( x + h) +f(x + ЗЛ)} (k = 2). 
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