Uber die Unverschiirfbarkeit
eines Satzes von Orlicz beziiglich vollstindige Systeme

Von LASZLO LEINDLER in Szeged

OLEvskDy [1] hat kiirzlich u. a. gezeigt, daB es ein orthonormiertes System von
Funktionen 0,(x)€L~[0,1] gibt, welches L[0, 1]-volistindig ist) und fiir welches

co

2, 10,(x)[2+e < oo

n=1

in [0, 1] diberall gilt. ‘

Damit hat er in gew1ssem Sinne die Unverschérfbarkeit des folgenden Satzes
von ORLICZ [2] bewiesen:
Ist {px)} ein beliebiges L*[0, 1]- vollstandzges orthonormzertes System, so ist

oo

Z P2(x) == fast uberall.

In diesem Aufsatz beweisen wir zwei weitere Sétze beziiglich der Unverschérf-
barkeit des Orliczschen Satzes.

Satz 1. Sei {¢} eine beliebige positive Zahlenfolge mit &, logk—mo (g, =1).
Dann gibt es ein L[0, 1]-vollstindiges orthonormiertes System {{1,(x)} derart, daf

() PG Rt
in [0, 1] iiberall besteht. o
Es ist so klar, daB es eine Folge {¢,} mit &, —0 gibt, fiir die (1) gilt.

Satz IL. Sei {A,} eine beliebige positive Zahlenfolge mit },—<o. Dann gibt es
ein L[0, 1]-vollstindiges orthonormiertes System {p(x)} derart, daff

o <o 1 .
(2) g 2 )._ ¢n(x)lz = o0
in [0, 1] diberall gilt.

-1
falls es keine nicht fast iiberall verschwmdende Funktion f(x) € L(E) gibt, fir die ff(x)(o (x)dx=

') Ein System von Funktionen @.(x)€LP(E) (1<p=e) heiBt" L7(E)-vollstindig ( —p—)

fiir jedes n gilt.
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Zum Beweis unserer Sdtze benutzen wir das folgende wichtige Lemma von
OLevskiy [1]:

Seien E; (j=1,2, ...) paarweise disjunkte mefibare Mengen positiven Mafes
um{ es sei {lp,‘!)(x)} ein LP(E)-vollstindiges (1 =p <o) Orthonormalsystem mit
W (x)| = My, fiir x€E;. Sei ferner A,=|d} ;| eine orthogonale Matrix von I,-ter

k

Ordnung (I, =1,, I, —~<). Wir setzen o= I, (I, =0) und
n=0

n

af"'), 1. f,’,.)_,,,j(x) fiir x€E;, léjél,,i',

©) ZOEIN i e o

wobei n; und m; durch die Ungleichungen o, _; <i=a,,, I,,,j <j=l,,4, bestimmt
werden. Sei E= UE Dle Funktionen p{x) bilden ein LP(E)-vollstindiges orthos
normiertes .S'ysterjn—.1

Beweis von Satz I. Da g logk—== ist, so kann eine Indexfolge {m,}
(A=)ym; <my<...<m,<..) derart angegeben werden, daB fir k=2 die
Ungleichung k# =2201+2) gjlt. Wir setzen

-1

B, = ”1”, B, =
und fir n=2 '
1 Bn 15 Bn—l
VZ ; Bn—l

Es ist klar, dal die Matrizen B, von 2"-ter Ordnung orthogonal sind. Sei E; =
1 1 . . : L .
=[1_F , 1——27) (j=1,2,...). Es ist offenbar, daB fiir jedes j ein L(E))-

vollstindiges, gleichmiBig beschrinktes, orthonormiertes Funktionensystem:
KE) (Ilﬁ(’)(x)]S .» M;=1) angegeben werden kann. Wir setzen A,=B8,,
(n=1,2,..). .

Wir kénnen auf die Mengen E;, die Funktionensysteme {n,bf")(x)} und die
Matrizen A, das Lemma anwenden. Die in diesem Fall durch (3) definierten Funk-
tionen ¥ ,(x) (i=1, 2, ...) sind nach dem Lemma orthogonal und L[0, 1]-vollstindig.
Sei ferner jede ¥, (1)=0. Wir zeigen noch, daBl auch die Ungleichung (1) fiir die
Y (x) erfillt ist. Ist )\E[O 1), so gibt es ein Index j=;(x) mit x€Ej,. Dann ist

_my

(ln =2m,.’ o, = Z’ 27 und Ia(")l — 2 2)

k=1
oo U 2+
2 )
2 W) = Z > [ 2 nu<x>|] =
i=a, +1 Con=mi4l i=a, 1+ 1 V2’" .
oo ay, ] l
=M; 2 2 2 s =M > —<°°
n=mji+l i=an-1+1 2 o n= m_,+]

Ist x=1, so ist (1) nach der Definition von (x) offenbar.
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Damit haben wir de_n Satz I bewiesen.

Beweis von Satz II. Sei die Indexfolge {m,} (1=)m;<m,<...<m,<..)
jetzt derart angegeben, daB fiir k=2 die Ungleichung 4, = (n+1)2 erfillt ist.
Die Mengen E; , die Funktionen t//(’)(x) und die Matrizen A4, haben die gleiche Bedeu-
tung wie im Satz I. Dann kdnnen wir wieder das Lemma anwenden Bezeichnen g(x)
(i=1,2,..)) die durch (3) in diesem Fall definierten Funktionen mit ¢,(1) =0, so
sind die Funktionen @{x) orthogonal und L[0, 1]-vollstindig. Wir beweisen jetzt
die Ungleichung (2). Ist x€[0, 1), so gibt es ein Index j=j(x) mit x€E;. Nach
dem Obigen gilt

S Lewr= 30> ‘[1 £’>m,<x)|]

i= o, +1 )‘«; n=mj+1 i=ay-1+1 /1 V

. an 1

n=m;+ 12m i=ap-g+1 n=m;+1 n

woraus die Behauptung (2) des Satzes II offenbar folgt.
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