
Über die Unverschärfbarkeit 
eines Satzes von Orlicz bezüglich vollständige Systeme 

Von LÁSZLÓ LEINDLER in Szeged 

OLEVSKIJ [1] hat kürzlich u. a. gezeigt, daß es ein orthonormiertes System von 
Funktionen 0„(x) £ [0, 1 ] gibt, welches L[0, l]-vollständig ist1) und für welches 

n= 1 
in [0, 1] überall gilt. 

Damit hat er in gewissem Sinne die Unverschärf barkeit des folgenden Satzes 
von O R L I C Z [2] bewiesen: 

Ist {rpjx)} ein beliebiges L2[0, 1 ]-vollständiges orthonormiertes System, so ist 

2 (pKx) = fast überall. 

In diesem Aufsatz beweisen wir zwei weitere Sätze bezüglich der Unverschärf-
barkeit des Orliczschen' Satzes. 

S a t z I. Sei {sk} eine beliebige positive Zahlenfolge mit £k log /c — (skS 1). 
Dann gibt es ein L[0, \]-vollständiges orthonormiertes System {^„(x)} derart, daß 

OO 

"(1) 
n = l 

in [0, 1] überall besteht. 

Es ist so klar, daß es eine Folge { e j mit — 0 gibt, für die (1) gilt. 

S a t z I I . Sei {X„} eine beliebige positive Zahlenfolge mit A„->-°°. Dann gibt es 
ein L [0, \]-vollständiges orthonormiertes System {(pn(x)} derart, daß 

(2) 
in [0, 1] überall gilt. 

' ) Ein System von Funktionen <p„(x) € L"(E) (1 heißt V(£)-vollständig ^ = — ^ j j > 

falls es keine nicht fast überall verschwindende Funktion f{x)iLq{E) gibt, für die ff(x')t/)„(x)dx = 0 
E 

für jedes n gilt. 
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Zum Beweis unserer Sätze benutzen wir das folgende wichtige Lemma von 
O l e v s k i j [ 1 ] : 

Seien Ej ( j = 1, 2, . . .) paarweise disjunkte meßbare Mengen positiven Maßes 
und es sei {{¡/k\x)} ein LP(E^-vollständiges ( 1 = p < Orthonormalsystem mit 
\il/[J)(x)\^ Mkj für x £ Ej. Sei ferner Ä„ = ||arij|| eine orthogonale Matrix von l„-ter 

k 
Ordnung (/„ +| ê/„, /„ — W / r setzen ak — 2 K (l0~0) und 

n = o 

(3) (Pi(x) = 
a f ^ - u W - ^ x ) für x£Ej, IS/S/,,,, 

0 für x£Ej, j>lni, 

l,U) 

wobei und nij durch die Ungleichungen a„rl<iS«„., /mj<;'^/,„j+1 bestimmt 

werden. Sei E= (J Ej. Die Funktionen <Pi(x) bilden ein Lp(E)-vollständiges ortho-
j = i 

normiertes System. 

B e w e i s v o n S a t z I. Da log A : - > - i s t , so kann eine Indexfolge {w„} 
( ( l S ) m 1 < m 2 < . . . < f f l „ < . . . ) derart angegeben werden, daß für k S 2 ' " n die 
Ungleichung k 8 " ^ 2 2 ( n + 2 ) gilt. Wir setzen 

und für 

B„ = 
1 Bn-l i 

i 2 - B n - 1 : Bn-i 

Es ist klar, daß die Matrizen B„ von 2"-ter Ordnung orthogonal sind. Sei Ej — 

— — ' ^ = ' s t offenbar, daß für jedes j ein L(Ej)-

vollständiges, gleichmäßig beschränktes, orthonormiertes Funktionensystem: 
{\l/k

j)(x)} (\i]/k\x)\^Mj, M j ^ l ) angegeben werden kann. Wir setzen A„ — Bmn 

( " = 1 , 2 , . . . ) . 
Wir können auf die Mengen EJ; die Funktionensysteme {ipk (*)} und die 

Matrizen A„ das Lemma anwenden. Die in diesem Fall durch (3) definierten Funk-
tionen ¡¡/¡ix) (/ = 1, 2, ...) sind nach dem Lemma orthogonal und L[0, l]-vollständig. 
Sei ferner jede {¡/¡(1) = 0. Wir zeigen noch, daß auch die Ungleichung (1) für die 
^¡(x) erfüllt ist. Ist 1), so gibt es ein Index j—j{x) mit x^EJ(x). Dann ist 

"In 
,W| (ln=2'"»,x„ = 2 2'"* und \a]"j\=2 2 ) 

k = 1 

2 i*,(*)ia+" = i 1 
=m/+1 ¡=n„-i + i 11/2'"" 

co Gtn < • eo . 

« < 2.2, 

2 + £f 

n — m j + 1 i = c t „ _ i + l - n = mj + 

Ist A ' = l , so ist (1) nach der Definition von ^¡(x) offenbar. 
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Damit haben wir den Satz I bewiesen. 

B e w e i s v o n S a t z I I . Sei die Indexfolge {mn} ((1 < m 2 < ... < m „ < ...) 
jetzt derart angegeben, daß für k ^ 2 m n die Ungleichung Xk S (n + 1 ) 2 erfüllt ist. 
Die Mengen Ej, die Funktionen ^k 'Cx) und die Matrizen An haben die gleiche Bedeu-
tung wie im Satz I. Dann können wir wieder das Lemma anwenden. Bezeichnen (pi(x) 
(i = 1,2, ...) die durch (3) in diesem Fall definierten Funktionen mit 73 ¡(1) = 0 , so 
sind die Funktionen x) orthogonal und L[0, l]-vollständig. Wir beweisen jetzt 
die Ungleichung (2). Ist xÇ[0, 1), so gibt es ein Index j=j(x) mit x € Ej . Nach 
dem Obigen gilt 

¡ = »„, + 1 n = inj +1 ¡=«„-1 + 1 /1; \y2mn ) 

00 2 otn 2 00 1 
^ M ) 2 y^ 2 Z —2<o°> 

n = mj + 1 1 = an _ 1 + 1 f^i n = in j +. 1 rt 

woraus die Behauptung (2) des Satzes II offenbar folgt. 
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