Uber die Divergenz der Partlalsummen
von Orthogonalrelhen

Von L. CSERNYAK in Miskolc und L. LEINDLER in Szeged -

Emleltung

Sei {a,} cine gegebene Folge von reellen Zahlenundsei(0=Ymy<m,<...<m;<...
eine gegebene Indexfolge. Wir setzen

Ay={a2 _ 1+ +an}'* (i=1,2,..).
Wir beWeise_n den folgenden -

Satz 1. Ist A,=A,,, (n=1,2,..)) und"
() ' ) S’Aﬁ log?n = oo,
. n=2 .

so kann ein in [0, 1] orthonormiertes, gleichmdfig beschrinktes Funktionenéystem
W)} (W) =K;n=1,2,...; x€[0,1]) derart angegeben werden, dafi die
m-ten Partialsummen der Reihe

Q) S (X

im Intervall [0, 1] fast itberall divergieren.’

K. TANDORI {4] (Satz 3) hat diesen Satz ohne die Forderung der gleichmaBigen
Beschrinktheit bewiesen. Von ihm stammt auch da.s Problem, ob der Satz auch
in der obigen schirferen Form richtig ist? -

Bezeichne N(p,) ein beliebiges Summationsverfahren mit der Eigenschaft,
daB . die Xonvergenz fast iiberall der p,-ten Partlalsummen notwendig dafiir ist,

daB jede Orthogonalreihe Za,,(p,,(\) mit. a2 <o fast uberall N(p.)- summierbar

sei. Nach einem Satz von S KACZMARZ ([1], Satz 5.7.4) ist deCS permanente Toep-
litzsche Summationsverfahren ein N(p,)-Summationsverfahren mit irgendeiner
Folge {p,}.

Offenbar hat Satz I die
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Folgerung 1. Sei {p,} die zur N(p,)-Summierbarkeit zugehirige Indexfolge. Ist

2 Pi+1 3 L Pit2
Ai (p) = 2 a, = 2 - z+1(P)

n=pi+1 n=pi+1+1
und 0 S AX(p)login = oo,
n=2 :

50 kann ein gleichmdpig beschrinktes orthonomiertes Funktionensystem {Y,(x)}
in [0, 11 angegeben werden, fiir welches die Reihe (2) fast iiberall nicht N(p,)-
summierbar ist.

Einer der Verfasser [2] hat bewiesen, dall die Behauptungen, die die Existenz
eines orthonormierten Funktionensystems .mit gewissen Divergenzeigenschaften
behaupten, derart verschirft werden konnen, daBl man fiir die orthonormierten
Funktionensysteme mit den betreffenden Dlvergenzelgenschaften auch Polynom-
systeme widhlen kann.

Durch Anwendung des folgenden Satzes ([2], Satz II) konnen wir den Satz I
ebenso verschérfen:

" Es seien vorgegeben: eine reelle Zahlenfolge {s,}, ein im Intervall [0, 1] ortho-
normiertes Funktionensystem {¢,(x)}, eine Folge von meBbaren Teilmengen E,
von [0, 1], eine Indexfolge {v,} 0O=vo<v,<...<v,=<...) und eine positive Zahl e.
Wir nehmeOn an, daB p(lim E,)=1 ist, und daB es fiir jedes x€ E,, einen Index

M- o
“m(x) (< Vi+1 Vm) mit »
Syt 1Pyt 1(x) +...+ svm+um(x)(pvm+um(x)(x)] =D(m)

_gibt, wobei {D(m)} eine positive, monoton nichtabnehmende Zahlenfolge ist.
Dann kann ein in [0, 1] orthonormiertes Polynomsystem {P, (x)} angegeben
werden, derart, -dall die Ungleichung

[yt 1 P 1 (X F - + Syt i) Pym+ ()| Z (1 — &) D (m)

fur fast alle x¢[0, 1] bei unendlich vielen Werten von m erfiilit wird. Ist das Funk-
tionensystem {¢,(x)} in [0, 1] glechmdBig beschrdnkt, so kann auch das Polynom-
system {P,(x)} gleichmiBig beschrankt gewahlt werden.

Mit Zuhilfenahme der Bewelsfuhrung des Satzes I, durch Anwendung des
zitierten Satzes ergibt sich:

Satz II. Der Satz I ldfit sich so verschdrfen, daf das betre ffende Orthonormal-
system {y,(x)} aus Polynomen besteht.

§ 1. Hilfssiitze

Zum Beweis unseres Satzes benotigen wir die folgenden Hilfssétze:

Hilfssatz 1. Ist fcf<w und

n=0

IH

f(v) 5’(:,, sign sin 2"“m
=0

S’Cnr;.(A‘) C0=x=1),
n=0
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1/2 ! o 1/2
Z’Cf) é/lf(x)ldxéB[chz) ;
= : n=0

]

wobei A und B positive absolute Konstanten bedeuten.
. Siehe z. B. [5] S. 213.

Hilfssatz IX. Sei {c,} eine gegebene Koeffizientenfolge. Bezeichnet E, .
die Menge der Punkte, fiir die die Ungleichung :

n+m 1/2
=512

erfillt ist, so sind diese Mengen E, ,, fiir jede n und m einfach') und es gilt

so gilt

n+m

Z cv’v(x)

2

A
(1 1) p(En,m) = T’

wobei A und r,(x) wie im Hilfssatz I definiert sind.

Beweis. Nach dem Hilfssatz T gilt

n+m 1/2 : n+m n+m
A{Z c‘z} é/ 2 e (x)|dx = { / /] > ey, (x)|dx = ?)
=n s y=n "m V=n

A [2tm 1/2 n4m 12
é—{zc} {#(Enm)z C} .

Daraus ergibt sich die Behauptung (1. 1). Nach der Definition der Rademacher-
schen Funktionen ist klar, daf3 die Mengen E,l . einfach sind.

Damit ist der Beweis fertig.

Hilfssatz 111. Sei {c,} eine positive, monoton nichtzunehmende Zahlenfolge,
die die Bedingung

2 crlogin = oo
n=2 - ’

erfilllt. Dann kann eine Indexfolge No<N,<...<N,<...(No=0, N, =>4), ein im
Intervall [0, 1] orthonormiertes und gleichmaﬁtg beschrdnkres Funktionensystem
{g.(x)} und eine Folge von einfachen Mengen G, (<SI[0, 1]) angegeben werden, derart,
daf die folgenden Bedingungen erfiillt sind: .

1y Eine Punktmenge nennen wir einfach, wenn sie die Vereinigungsmenge endlich vieler .
Intervalle ist. Mit u(H) wird das Lebesguesche MaB der Menge H bezeichnet.
2) CH bezeichnet die Komplementarmenge der Menge H in bezug auf das Intervall [0, 1]
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a) zu jedem x€G,, gibt es eine natiirliche Zahl n,;,(x) (<Ny4—N,), fiir die
Funktionswerte gy (X), ..., Ex,. +mux)X) gleiches Verzeichen haben und

| N+ npm(x)

¢g(x)| =D >0

.mit einer von m und X unabhdngigen positiven Zahl D gilt,
b) es gilt
.2) | 3 u(Gy) = =

Dies folgt aus dem Hilfssatz [I von K. TANDORI [3] (s- den Beweis des Hilfs-
satzes IIT in [3]).

§ 2. Beweis des Satzes I -

Nach der Bedingung (1) des Satzes I kann' der Hilfssatz I1I fir die Folge {4,}
angewandt werden; die entsprechenden Funktionen, Mengen und Indexfolge be-
zeichnen wir mit g,,(v) G, und {N,};

&) =K (1=0, 1, ...), G,E[0, 1] (m=0, 1, ..)).
Sei r eine feste nicht-negative ganze Zahl und wir setzen '

W= max (m;—ny,_,) (m-, =0).
Nprsi<Nys+g

‘Wir teilen das Interwall [0, 1] in Q, =2#-+[2°4721 3} Teilintervalle glelcher Linge
I,=[u,,v] (1=9=Q,) ein. Sei N, =i<N,,, und

X—1u -
- q 13 - 5
,-[ ] fir w,<x<uy,,

giq (.‘C) =

Ug— 1y .
0 sonst.
Es gilt
; | 4 0 fiir [+ k,
ey 8uCIBIN =110, fur 1=1%
IG

Mit Riicksicht darauf, daB fiir jedes n und x 0=x=1) r,(} —=x) = —r,($ +x)
gilt, folgt aus dem Hilfssatz 11, daB die Gesamtlange der Teilintervalle /,, auf den
-die Ungleichung

Comy

A m; 1/2
(2 2) Z anrn-nu_l(x) > 5‘{ 2 ar%}

n=m; _1+1 n=mi-1+1

gilt, fiir jedes i=N,, ..., N, —1 groBer als 27742 ist. Also ist die Zahl der Teil-
intervalle I, auf den die Ungleichung (2. 2) gilt, groBer als Q,2734% —1=p,. Sei
i (N,=i<N,,,) eine feste natiirliche Zahl. Zu jedem Intervall /, mit g<p,, auf

3) [«] bezeichnet den ganzen Teil von o.

-
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dem (2. 2) nicht erfiillt ist, nehmen wir ein Intervall I, mit ¢">p,; auf dem (2. 2)
erfiillt ist, und zwar so, daB verschiedenen I, verschiedene I, zugeordnet werden.
Wir vertauschen die Werte der Funktionen ri(x) (j=1,...,m;—m;_,) auf den
einander zugeordneten Intervallen 7, I,.. Die so erhaitenen Funktionen bezeichnen
wir mit r;(x) (j=1,2,...,m;—m,;_,). Diese Umordnung machen wir fiir jedes
i (N,=i<N,,,). Nach den obigen besteht fiir jedes xcI, (g=p,)

my ’ A m; 1/2
‘(2 3) Z anri,n—m;-l(x) == 7{ Z alzl} .

n=mi.g+1 n=mi—1+1

Wir setzen

o,
Vmiey+j(X) = Zl'rij(x)giq(x) (N,=i<Nypq; j=1, cc,my—m;_y).
q=\

Mit einer einfachen Rechﬁung kénnen wir einsehen, daB das so definierte
System  y(x) (my_ ., <k=my, . .y, m_;=0) orthonormxert ist. Sei I=m;_,+j.
Nach (2.1) gilt

1 . :
Qr Qo

/ yE(x)dx = 21 ri(x)gh(x)dx = 21 gg(x)dx = Q,QL =1,

q= q= r

0 I’

«d.h. diese Funktionen sind normiert. : _ :

Ist ;=0 und Iy =m; _+j,l,=m;_,+j,, so ist entweder i, =i,, oder
iy =i, und j, #j,. Dadie Funktionenr;(x) (i=N,,..., N.oy, —1;j=1,...m;—m;_,)
in allen Intervallen I, (¢=1; ..., Q,) konstant smd folgt aus (2. 1) fir i, 1,

1

/ 71, ()70, (%) dx = 2 / i 0 O iy, (0811 (%) 8ing () dx =
0 Iq

2
= Zl’ j: /gilq(x)gizq(x)dx = 0:
q=

Iq
weiterhin fiir i, =i, =1, j, #J,

1

/ Y1, () 7, () dx = % i (D, (gL () dx = zsngn i () rig, (%) 5

0

Qr

q

1

= 2 [rmr.ea= / 13,1}, dx = 0.

Also ist das System auch orthogonal.
Sei ’

- 2 G.(I,)
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wobei E(I) das mit der linearen Transformation x=(v—u)y+u erhaltene Bild
in-I=[u,v] der Menge E(E[0, 1]) bedeutet. Es ist klar, daB die Menge G, einfach
ist, und daB

@) = 3 u(G.U)) = EQLMG,)

qg=1 q=1
gilt. Nach der Definition von p, folgt hieraus
2. 4 1(G,)=27*4u(G,).

Auf Grund der Definition von y,(x) folgt, daB |y(x)|=K. Ist endlich x¢@G,, d.h..
ist x€G(I,,) mit einem go(<p,), so gilt nach (2.2) und nach dem Hilfssatz III (da
8, (X), -..s &N, +nux)(¥) gleiches Vorzeichen haben) die Ungleichung

Np+n-(x) m; N,.'+n,.(x) my
@5 | 2 2 an)|= 2 G ()8 (X) | =
i=N, k=m_q+1 i=N, k=mj_;+1
Np+np(x) m; N, +n.(x) A AD
= i) 2 &GTigem ()| =] 2 giqo(x)EAi) =
1=0Nr R=m-1+1 i=Np .

Nach dem obigen konnen wir leicht ein Funktionensystem {{,(x)} mit
[¥(x)|=K, und eine Folge von einfachen Mengen H, definieren, fiir die die fol--
-genden Bedingungen erfiillt sind:

a) fir jedes xc H, gilt

N+ nmi(x) m;

2 @)

isN, l=mi—1+

=

(2.6)

H

AD
2

b) die Mengen H, (k=0,1, ...) sind stochastisch unébhéngig und

S u(Hy) = .
k=0

Sei Y (x) = y,(x) fir k=1, ..., my,_, und Hy=G,. Nach der Definition und
nach (2. 5) ist es klar, daB3 die Behauptung a) fiir k=0 erfiiilt ist.

Sei nun v(= 1) eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, dafl die Treppen--
funktionen ¥, (x) (k=1,2, ..., my —,) und die Mengen H, (/=1, ..., v) schon de--
finiert sind; die ,(x) bilden im Intervall [0, 1] ein orthonormiertes System, es gilt
[Y(x)| = K, ferner ist die Bedingung a) fiir k=0, ..., v erfiillt; die Mengen H, (I=v)-
sind stochastisch unabhingig und es gilt

@.7)  Su) = Zu).

Danﬁ kann man das Intervall [0, 1] in endlich viele Teilintervalle 7, (¢ =1, ..., R)-
zerlegen, derart, daB in den einzelnen Teilintervallen die Funktionen y,(x) (k =0, 1, ...
..., My, _) konstant sind. Wir bezeichnen mit I} und JZ die zwei Hilften des Inter--
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valls I, (¢=1,2,..., R) und wir setzen

Yi(x) = Z (reUss ¥) =0 Z;59) )

fir k=my_,...,my , —, und
R
H, . = Ul(Gv+1 IHUG, .+ (192))
Q:

Auf Grund dieser Definition ist es klar, daB3 die Funktioneny,(x) (k=1, ..., my _, )
in [0, 1] ein orthonormiertes System bilden, weiterhin :

(2. 8) p(H, s )=p(Gy 1)

und die Mengen H,, ..., H,,, stochastisch unabhéngig sind. Nach (2.8) ist klar,
daBl (2. 7) fiir v+ 1 erfiillt ist.

Ist x€H,,;,d.h. x€G,, (L) fir ein ¢, und fiir i=1 oder 2, so besteht nach
“(2.5)

Ny+1+nv+1(x) m; Ny+1+nye1(x) m; i AD
2 a(x) 2 w0 = 2
i=Nys k=mi_1+1 i=Ny+t k=Nv+1

Durch vollstindige Induktion erhalten wir also ein im Intervall [0, 1] ortho-
normiertes Funktionensystem {,(x)} (k=0,1,...) und Mengen H, (k=1, ..),
derart, daB8 die Behauptungen a) und b) erfiillt sind;nach (1. 2), (2.4) und (2.7)

ist ndmlich Zu(Hk) unendlich.
4 Auf Grund des Borel—Cantellischen Lemmas ergibt sich aus der Behauptung b):
w(m Hy) =1,
k— oo
d.h. x¢imH, fiir fast alle x. Fiir x¢ [im H, gilt aber die Ungleichung (2. 6) fiir

koo koo

unendlich viele k.
Damit haben wir den Satz I bewiesen.
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4) Ist I=[u, v] ein belicbiges Intervall, so definieren wir:

x—u) i .
fx) = gf(;—_—u ir u<x<y,
) 0

sonst.
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Bemerkung zu meiner Arbelt
,sUber Konvergenz- und Summationseigenschaften von Haarschen Relhen”*)

" Von L. LEINDLER in Szeged

Herr Professor P. L. ULiaNov hat mich darauf aufmerksam gemacht, daB
mein Beweis fiir Satz I in der genannten Arbeit liickenhaft ist. Ndmlich ist die
folgende Behauptung auf S. 21 falsch: ,,Man kann leicht einsehen, daB das System
{2-Dog k2 v, (x) 5, (%)} mit /€ I(k, ) in (0,1) orthonormiert ist.”” Es eriibrigt sich,
meinen Beweis zu vervollstindigen, da fiir einen allgemeineren Satz ein Beweis
vorliegt, s. P. L. ULiaNov, O psmax mo chcTeme Xaapa c MOHROTOHHBIMH koeddu-
nuedTamu, Mze. An. CCCP, 28 (1964), 925—950.

*) Acta Sci. Math., 26 (1965), 19—30.



