‘Uber verschiedene Konvergenzarten trigonometrischer Reihen. ITT .
(Bedingungen in der Metrik von L?)
' Von LASZLO LEINDLER in Szeged

Einleitung

Es sei f(x) € L0, 27) (1 <p < o) eine 27- -periodische Funktlon mit der Foumer-
‘Entwicklung

(1) . f(x)~£2°—+ é"(a',, cos nx+ b, sin n?c) = S[f].

E,(p)=E,(f, p) bezeichne den besten Annidherungsgrad von f(x) im Sinne der
’Metrlk von L?(0, 2m) mit trigonometrischen Polynomen (n— 1)-ter Ordnung, .
Wir setzen

A by = 3 (— '1)k-fc£f[x— k—2j) %]

~und _
’ 2n )
P (6) = oP(f, 8) = supﬁ{ [ 141G, ypr ax}'™,

: ferner ‘bezeichnen wir mit A(oc y] s yz) die Klasse der monotonen Funktlonen
A(x) (x=1), fir die x*(log (x+ 1))+ = A(x) = x*(log (x + L)) .
In zwei fritheren Arbeiten ([1], [2]) haben wir u.a. verschiedene hinreichende
‘Strukturbedingungen fiir verschiedene Arten der Konvergenz von (1) in der Metrik
von L%(0, 27) angegeben. Im vorliegenden Aufsatz werden wir den a]lgememeren
Fall von' L”(O 2n) betrachten (1 <p<<o).
Wenn wir im Folgenden iiber die Existenz der r-ten Ableltung einer Funktion
f(x) sprechen (r eine natiirliche Zahl), -so-verstehen wir, daB f(x) fast iiberall gleich
der r-fach iterierten Integralfunktlon einer quadratisch mtegrlerbaren Funktion
* g(x) ist,und dann nennen wir g (x) die r-te Ableitung von f(x), in Formel: g (x) =f®(x).
' Wir setzen zur Abkiirzung:

A(0) = A / pi) '=‘ ( f 141G, ;ﬂ)}i dx)'"”
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Satz 1. Sei 1 <p=2 und seien r und k nichtnegative ganze Zahlen mit k=r..
o) Unter der Bedingung

1
. ‘ " |log ¢} A, (¢
@) | / Jogd4ld) ,,
. =+ +r
t? :
existiert f")(x) und konvergiert ihre Fourier-Entwicklung fast iiberall unbedingt,.
d.h. bei jeder Anordnung ihrer Glieder.
B) Unter der Bedingung

1 .
P
(3) ' . fllogtl Ak(t) dt <

11
—+— +r

t2

existiert f(x) und konvergieren die Reihen

71‘- Zi(A cosnx+B sin nx) [ /f(’)( ) CoSs nx ]

sin nx

bei fast allen Vorzetchenvertetlungen gleichmdpig.
y) Unter jeder Bedingung

1
() - /'_f‘-"ﬁidk
—+—+r
0 l'z

1
b2
(5) ) ]logltl Ak(t) dt
TR
t2
1

©) | | /._A+<’)__d,<w

1+—+r—a
o t °?

existiert fX(x) und ist ikre Fourier-Entwicklung fast iiberall |C, a >3%}-, |C, |-, bzw.
|C, al-summierbar*) (—1<0<1). ’
0) Unter der Bedingung

. 1
. ' : ' S0 1| A2(2) -
) ‘ [ ot 4@ 4 _ .,
. : 2r+— -
o P

existiert f"X(x) und konvergiert ihre Fourier-Entwicklung fast iiberall. .

*) Eine Reihe Zu, heiBt lC,‘-ocILS_ulzlmierba'r, wenn

VIR

|83 s — 65| < oo

i
-

gilt, wobei oy () dag n-te (C a)-Mittel bezeichnet.




Konvergenzarten trigonometrischer Reihen. IIL : ©207

Zum Beweis des Satzes I werden wir aus den angegebenen Strukturbedingungen.
gewisse Bedmgungen von der Form.

> ' o
n;:).(n) Rb(py<eo [R (p)_{%(qk_l_bZ)p/z} . p,:p_pi_TJ

herleiten, woraus durch Anwendung bekannter. Koeflizientenbedingungen die:

entsprechenden Behauptungen folgen.
Mit Riicksicht auf das Ergebnis von A. F. Timan und M. F. Timan [13]:

Rp)=K,E(p) (fir 1<p=2),
bzw. das Ergebnis von STECKIN [11]:
CE,(p) = K, 0f [711—]

bekommen wir aus dem Satz 1 den folgenden:

Satz II. Seil <p=2. Die entsprechenden Behauptungen des Satzes 1 bleiben mit -
bt SC AL . . bad SRV 1
@) Z(ogmn 2 FUE (D)< oder 2 (logmn T 7 o || <eo;
n=1 . . =

. oo 3 1 ) i 1
3) DVognn 2 7 E(p)<eo oder ZVlognn 2 "”[i]«»;

o 3 1 _ o 3
“) 2 n—7+?+rE,.(P)< e oder 2, 7t P [’11]<oo;
n=1 n=
o~ _ —%+—1—+r — —%+l+r » 1
5" Zl ]/lognn P E(p)<ec oder & Vlognn P @ - < oo}
oo o T 1
) r-a —1+-—+r—a 1
(6" ZH H ”+ E,(p)<e oder Dn et w® [-n—]<oo
n= n=1 .

' co 2 o 2 . 2
(1) 3 ognn T B p) < oder 3 ognn 27”'[“’5”’[%]] ==
. N . ! n=1 . “

‘ anstatt Q), ..., (1) giiltig. ‘ :
Bekannthch hat MARCINKIEWICZ [6] den Satz von PLESSNER -[8] folgender—
weise verallgemeinert: Unter -der ‘Bedingung

21: 2n

f f - i dim o,

t

fiir ein p mit I <p=E2, konverglert die Entwicklung (1) fast iberall
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Potarov [9] hat neulich bewiesen, daB fiir p>1 die drei Bedingungen

2% 2n
[/flﬂ»u)fu O edteom

® .
> )<= /“““V

n=1

[

‘paarweise -dquivalent sind. (Er hat aber diese Behauptung. in dleser Form nicht
-ausgesprochen.)

Unléngst haben wir [3] einen Aquivalenzsatz bewiesen, der in emem Spezmlfall
folgenderweise lautet:

Sei 0 <f=2 und sei A(x)€ A(x, 7, y;) mit =1 — f und mit gewissen y, <7y,.
.Dann sind d1e drei Bedingungen

1
f [f[f(x+2t)+f(x 2t) 2f(x)]2dx]ﬂ dt <o,
121[ ] |

D {C R pr ‘2>[1]ﬂ<m
n= 1’1() n'

paarwejse aqulvalent

Der Verglelch dieser Ergebnisse stellt die Frage, ob ein Aquivalenzsatz von
-.obiger Art im Raum L?”(0, 2n) mit 1 <p<-<c gilt. Der folgende Satz gibt fiir dlese
Frage eine positive Antwort.

Satz 1II. Seien p=>1 und B =1 reelle Zahlen, weiterhin sei A(x) € A%, V1, ¥2,)
mito = max (1 — B, — 2) und mit gewissen y, <y,. Dann sind die drei Bedingungen

1

© / [ / O 20) o f(x — 26)— 2f(x)lvde" di<oo,
]

oo

w. Z G E U<
I A R
ok ”[fﬁ]f“’

Es ist bekannt (s. z. B. [12], s. 339), daB far Jedes p mit | <p<ioo gxlt
E, (D)~ /() = Saz s O,-

So ist es ersichtlich, daB man auf Grund des Satzes von HAUSDORFF—YOUNG,
([14], T1, s. 101.) bzw. von HARDY—LirTLEWOOD ([14], II, 5. 128.) auch notwendige

M3 u

(1D

_paarweise dquivalent.

]

n
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und hinreichende, durch Koeffizienten angegebene Bedingungen fiir das Erfiilltsein
der Bedingungen (9), (10) und (11) angeben kann. Im Falle 1<p=2 sind die
Bedingungen

A o oo Bip
12 2 %{Z (el + lbkl")} <o
und
oo oo Blp
a3 Z T{Z (ayl? +[bdr)ke?~ } <o

notwendig, und im Falle 2 = p < < sind die obigen Bedingungen hinreichend dafiir,
daB die Bedingungen (9)—(11) erfiillt sind. Wir bemerken noch, daB3 die Bedingungen
(12) und (13) im allgemeinen unvergleichbar sind, wenn aber die Folge ¢, = (a2 + b2)*
monoton ist, folgt fiir 1 <p=2 (12) aus (13) und fiir p =2 folgt (13) aus (12).

§ 1. Hilfssitze

Hilfssatz I. Ist f(x)€L?0, 2x), dann gilt
1_C <.
o [f, —] == D E(f;p)-
n n yv-o

- Dieser Hilfssatz ist bekannt. (Siehe z.B. [12], S. 344.)

Hilfssatz II. Seien A(x) (x=1) eine positive, monotone Funktion mit A(n)=
=AM2n) (A=2,n=1,2,..) und p, B reelle Zahlen mit
l<p=2 ud 0<f=p =2,
_ . p—1
Dann folgt die Ungleichung
&1 = Blp’ . . .
— P <oo =
n;: i) kg; Qk (or flk +5%)

aus
i

.1 Zr plp
[= [ f 14 G, t)|"dx] dt<eo  (k=1),
[t

Dieser Hilfssatz kann analog zu dem Beweis des Hilfssatzes III von [3] be-
" wiesen werden, nur soll man die Beziehung

A f(x, ) = 2F 5‘ {a,, cos [nx +k %] + b, sin [nx +k %]} (sin nt)*
n=1

_anstatt der Beziehung beziiglich 42f(x, 2¢t) benutzen.

6 A
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Hilfssatz I1I. Seien {a,} und {a,} nicht-negative Zahlenfolgen mit

Dann gilt fiir jedes p=1

. i k P i
(1.1) 2% [2 an] = p? 2 (B’

' k
Beweis. Mit der Abkiirzung.s, = >a, (s, =0) gilt fiir jedes N
n=1 .

N N
2 st Z(ﬂk O —Piv s Oar )SE =

k=1

. .
§12Bkak(sk~sk 1) =p Zﬁkaksp la, =

p

N 1 1 ) Ip
1-— )
=p kZII w P P SETI=p {kzlv o (B ak)p} {kg o SE }

Daraus ergibt sich
. i/p

N 1/p N
{Z“k Sf} ép{zak(ﬂkak)p}. r
=1 k=1 )

woraus die Behauptung (1. 1) unmittelbar folgt.

§ 2. Beweis der Siitze

Beweis von Satz I. «) Auf Grund des Hilfssatzes II, mit ,l(x)——:x_f P
-log—1(x +1), ergibt sich aus der Bedingung (2)

3
n 2 (log m R, (p') <o [p’=p—p_—1]-

2
Daraus erhalten wir: ‘ .
> %{Zw Je2r Q&}Vzl =23 {k > ke Q,%}VZ =
sre 330l Sl wrn 3 50 3 af T s

k=2V+1 m=1v=m k=2V+1

oo v(r+i-—l—] ) ’ - v(r——s—-f-i)
§2’+172v2 277 Ry (p) = 2741 sz 2R Ry (p) =
= v=1

v=1

o 3.1 .
=2+ Dp 2t (log ) R, (p’) <.
n=2



Konvergenzarten trigonometrischer Reihen. III o 211

Dies ergibt insbesondere

0} k<o

M

2
k=

o,

. folghch existiert f )(x) und gehort zu L2(0 27). Somit gilt nach einem bekannten
Satz (s z. B. [14], S. 40): SD[f]=S[f™®}],*) also

‘ jd 2
2. 2) E(f,2) = {Z k2" Q:%} .

k=n N

Daraus und aus (2. 1) folgt die Ungleichl_mg '

> L E,(f0, )<,

n=1 1

welche nach einem Satz des Verfassers [4] die unbedingte Konvergenz von S[f®]
fast iiberall nach sich zieht.

' Im Falle der Behauptung f) geniigt es, nach einem Satz von SALEM und

ZYGMUND [10), zu zeigen, daB

23) | ,,221n(logn)’/2E (f®, 2) < .
' 3L, -
Nach dem Hilfssatz 1I, mit A(x)-_—,\f.2 ?  (log (x+1)) 2, folgt aus (3):
22T Gog ¥ Ry(p) < e
n=2

A Daraus kann man durch eine emfache, zu (2. 1) analoge Rechnung ‘zeigen, daB3
f®(x) existiert und zu L2(0, 27) gehort; somit gelten S@[f1=S[f®] und (2. 2),
weiterhin auch die Ungleichung (2. 3). _

301

y) Aus (4), durch Anwendﬁng des Hil'fssatz.es I mit l(x)=x7_7_r, folgt

301
~——+—+r
n? ? R(p)<ee.

IMX

—-

3

Hieraus ergibt sich )

: . o [ 2m+t Y
(2.4 . 2[ 2> Q,%klr] <o
. m=1 \k=2m+1 _

.durch die folgende Abschitzung:

(e o)
2 [ Z’ o? er] = 2 Z 2mr[ Z Qll‘l'] 2 2 p =
T m=1

k=2m+1 k=2m+1

[\48

A

2

]

n=1

Dy = 22 ST R )
2"CT T Ry (p) = 2042 S 20T R, ().

m

*) S"’[f] bezexchnet die aus der Fourierreihe S[f] durch r-malige gliedweise Ableitung ent-
standene Reihe. .
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. Aus (2.4) folgt, daB f®(x)€L*0,2n) und so ist SO[f]=S[f (’)] Mit Riicksicht
auf die letzte Behauptung zieht die Ungleichung (2. 4) nach einem Satz von [5]
die |C, a>4%[-Summierbarkeit von S[f®)] fast iiberall nach sich.

Ahnlicherweise kénnen die beiden anderen Behauptungen emgesehen werden
Nimlich folgt aus (5) bzw. aus (6) :

Z n 27" (lognh R,(p') < o
bzw. l

oo.—1+-1—+r—zz ,

no R,(p) <o,

=1

nach dem Hilfssatz II, Woraus man durch einfache Rechnung erhilt:

o o 2m+1 Iy
ZVm[ 2 Q%kz'] <eo
m=1 k=2m+1

und

oo m (-2 ) 2m+l y
— o,
E 2 [ . E QZ er] < oo,
m=1 k=2m41

Hieraus folgt, daBl S[f®] fast iiberall |C, }|- bzw. [C, —1 <o <}|-summierbar
- ist (s. [5], Satz II). o

1 .
5) Aus (7), auf Grund des Hilfssatzes II mit A(x)=x 7 (log (x+1))-t
und f=2, ergibt sich ‘ ' ' ’

oo 2
—-24— +
@.9) . 2 n "(log My R2(p) < oo
Hieraus folgt, daB .
(2.6) 2, Gk logk<oo;
k=1

dies sichert, nach dem.wohlbekannten Kolmogoroff—Seliverstoff—Plessnerschen
Satz die Konvergenz von S[f®] fast Giberall; es gilt nimlich S®[f]=S[f®] auch
in diesem Fall. Die Implikation (2. 5)=(2. 6) kdnnen wir folgenderweise beweisen:

oo ) o 1 oo 2m+1 v+l
Zakriogk=2 3L S g = 3 5 LS 5 g
k=3 n=3 N g=n - m=1n=2m41 Roy=m k=2v+1

oo 2 2m+1 2/p = 2 .
=22+3 3 2 (2’“‘7]{ 2> e:’c"} =244 >0 (log ) RA(p).
n=1 O,

m=1 k=274 1

Damit haben wir den Satz I vollstindig bewiesen. ‘
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Beweis von Satz II1.*¥) Zuerst beweisen wir die Implikation (9)=(10).
Im Falle >4~ !(n) << ist die Behauptung trivial. Wir nehmen also an, daf# «=1. Sei

D 4

sin——n
2

u,(x) = mff(t) —x dt =

sin 2

nf2

/ [fx+ 2t) +f(x—21)] [

_ sin nt
o nn(2n +1)

u,(x) ist ein trigonometrisches Polynom (2n—2)-ten Grades und man hat

n/2 .
' 6' sm nt d =1
an(2n?+1) | sin¢
0

(. [7; S, 113—116). Nach dem Obigen ist es klar, daB E,..(f; p) =
1) = u()l,, d.h. gilt '

2n

_Ezm(f,p)g{ f l / Lo 20~ 2 () +£(5+29) zk(223+, e

) [sm 2k t)) @t

sin ¢

Durch Anwendung der Minkowskischen Ungleichung bekommt man

sint

n/2
1/p
Epi(f,p) = 2% f [‘““2 ’] { / /G420 = 20+ (= 2t)l”dv} dr =

nf2

k
_=_2—3k/(5'~n2 ]A(t)dt
sint
0

Fiir =1 erhalten wir durch Anwendung dér Holderschen Ungleichung

nf2

1/8
P) - sin 2* 2"t sl
E2k+1(f;p)§K1 {/- [2 ( Slnt (l)
nf2

1
6 sin2: '] F }’9 sin 2¢7 |*
. - -3k ) " B
[nzk(22,~+1+1)[ sint ]] ap =K, |2 snr ) A4

[

*) Unser Beweis ist dhnlich zum Lemma 6 von Potapov [9).

}llp
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Daraus folgt fiir jedes /3%1'

1 s 2"
2, 7 B D) = K 2 s B (fip) =

~M8

oy 520
A@) < Lt sin 2™
§K3f m[l] ,%zw(m[ sint] :
t

0

Auf Grund dieser Ungleichungen geniigt es fiir den Beweis der Implikation (9)=(10)

zu zeigen, dafl die Summe

0= 3 [ [.S"‘z"' |

m=0 0 22mA(2™) | sint

fiir 0<t§% gleichmiBig beschrinkt ist. Fiir ein beliebiges, aber fixiertes ¢ be-

- zeichnen wir mit m, die gréBte unter den natiirlichen Zahlén m, mit 2™¢ = 1. Dann ist

mo oo

a(t) = Z + 2 =0,(0)+0,0).

m=nmp+ 1

Es ist leicht ersichtlich, daB3 ol(t) beschrinkt ist. Wegen a=1 ist ndmlich

mo 22m

‘ 1
7]
o,() = K, 2 ST 22mf2 = K4r2,1[ ] Z

) 22mo )
<K5t ) A(Zmo)_K

IIA

Wegen o > —2 ist ferner -

'0-2(1).§K7 Z’ t2l[ ]2 2m - 1(2m)<.

m=mo+1

= KS t—2;[ ]2 2mo/{—l(2mo) = K9

Damit haben wir die Implikation (9)=(10) bewiesen.
Wir beweisen nun die Implikation (10)=(11). Da wegen oc>1—B

A(x)€ Ale, yy, ,) gilt:

< 1 n
,% I(k)k? = Ko A(myn®

und
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es ergibt sich aus den Hilfssdtzen I und III

Z”'Lw(l?)[ i]ﬂ<[( Zm'__]__[jvE(f )]ﬂ<
=1 A S - A(n)n 1 P =

14

=Ki» 2505 () — (nE.(f, P,
was zu beweisen war.

Was die Implikation (11)=(9) anbetrifft, geniigt es zu bemerken, daB} die
Bedingung (11) mit

2.7) , /—]—l— 0P (f; 1)F di < oo
f)

gleichwertig ist, da (9) aus (2. 7) offenbar folgt.
Damit haben wir den Satz NI vollstindig bewiesen.

Schriftenverzeichnis

{1] L. LEinbLER, Uber verschiedene Konvergenzarten trigonometrischer Reihen, Acta Sci. Math.,
25 (1964), 233—249.
[2] L. LeinoLer, Uber verschiedene Konvergenzarten trigonometrischer Reihen. II, Acta Sci.
Math., 26 (1965), 118--124.
[3] L. LEINDLER, Uber Strukturbedingungen fir Fourierreihen, Math. Z., 88 (1965), 418—431.
[4) L. LEINDLER, Uber unbedingte Konvergenz der Orthogona]relhen mit strukture]len Bedmgungen
Stud:a Math., 23 (1963), 113—117.
[5] L. LeinoLer, Uber d1e absolute Summierbarkeit der Orthogonalreihen, Acta Sci. Math., 22
(1961), 243—268.
[6} J. MaARCINKIEWICZ, Sur une nouvelle condition pour la convergence presque partout des
séries de Fourier, Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, 8 (1939), 239—240.
[7] U. T1. HaTtaHCOH, Koncmpy/\muenaﬂ meopua Pynxyuic (Mockpa—Jlenunrpan, 1949).
[8] A. PLessner, Uber Konvergenz von trigonometrischen Reihen, J. reine angew. Math., 155
(1926), 15—25.
[9] M. K. TToranos, K Bompocy 06 53KBUBAaJEHTHOCTH YCIIOBHit cxonumocru panoe ®@ypee,
Mam. coopnux, 68 (1965), 111—127,
1i0] R. SALEM—A. ZYGMUND, Some properties of trigonometric series whose terms have random
sings, Acta Math., 91 (1954), 245—301.
{11] C. B. Creukun, O nopsake Hauny4yiMx NpubNVKeHUN HenpepbiBHBIX dyHkuui, H3e. AH
CCCP, 15 (1951), 219—242.
{12] A. ®. Tuman, Teopua npubauscenus dyuxyuii Oelicmeumensnozo nepemennozo (Mocksa,
1960).
[13] A. ®. Tuman—T. ®. TumaH, O60OWIEHHDbIT MOAYNL HENPEPHIBHOCTH W HAUNYy4ILES
npubnuxkenue B cpeanem, Jokaadst AH CCCP, T1 (1950), 17—20.
{14} A. ZyomuND, Trigonometric series. 1—I1 (Cambridge, 1959).

(Eingegangen am 11. Mdrz 1966)



