
Über die Divergenz der Walshschen Reihen 
Von KÁROLY TANDORI in Szeged 

1. Es sei /-„(X) = sign sin 2"nx die n-te Rademachersche Funktion. DasWalsh-
sche System {iv„(x)}o ist folgenderweise definiert: vi»0(x) = 1 in (0, 1); ist w = 2Vl + ... + 
+ 2vP (v, < . . . < VP) die dyadische Darstellung von « S 1 , so sei W„(x) = 
= rVl + i(x)rV2+1(x) ... /-Vp+1(x). Bekanntlich ist das Walshsche System in (0, 1) 
orthonormiert. Aus dem Resultat von A. M . O L E V S K I J 1 ) und P. L . U L J A N O V 2 ) 

folgt, daß es eine Funktion von L2(0, 1) derart gibt, daß ihre Walshsche Entwicklung 
in gewisser Anordnung ihrer Glieder fast überall divergiert. 

In dieser Note werden wir die folgende, schärfere Behauptung beweisen. 

S a t z . Es sei {{?(«)} eine positive Folge mit o(n) = a{]/log log w). Dann gibt 
es eine Koeffizientenfolge {a„} mit 

(i) 2 « 2 e 2 ( « ) « » , 
für die die Walshsche Reihe 

2a„wn(x) 

in gewisser Anordnung ihrer Glieder in (0, 1) fast überall divergiert. 

2. Es sei a eine positive ganze Zahl. Wir setzen 

\a ' x ] ' s t die Linearkombination von Walshschen Funktionen u:
0(.v), w2(x), ... 

...,w2«_2(x); es gilt 

ValilX 

l / + 1 1 , / 1 , M- l . 
— — , + + — — oder 
2" 2" 2 2" 2 2" 

J_ J_ / + 1 1 
2" 2 2" 2 

. 0 sonst 

') А. М. О л е в с к и й , Расходящиеся ряды из Е2 по польным системам, Доклады Акад. 
Наук СССР, 138 ( 1 9 6 1 ) , 5 4 5 — 5 4 8 . , 

2) П. Л. У л ь я н о в , Расходящиеся ряды по системе Хаара и по базисам, Доклады Акад. 
Наук СССР, 138 ( 1 9 6 1 ) , 5 5 6 — 5 5 9 . 



262 K. Tandori 

und 

dx = a- 1 ' 

Wir setzen 
o 

<^(0 ; *) = <p2(0; 

<i>, (1; x) = r3(x)cp2(0; x), <P2(l; x) = -r3(x)r,(x)<p2(0; x), 

<^(2; x) = r4(x)<p3(0; x), <J>2(2; x) = -r1(x)<P l(2; x), 

= r 5 ( x ) ( p 3 x j , <P4(x) = - r l ( x ) ' P 3 ( x ) , 

und in allgemeinen 

& 2 J + 1 ( k ; x ) = r2+2«->+j(x) Z <P2 + 2*-2+[j/2i(xi; x ) 0' = ° ' — 1), 3> 

wobei x, die linksseitigen Endpunkten derjenigen Intervallen im (0, bezeichnen, 
i n welchen <Pj + , (7c- 1; x) positiv ist und 

$2ß\ x) = —rl(x)<P2J-l(k; x) ( / - 1. 2*-1)-

Es sei 2) eine positive ganze Zahl. Für die Funktionen <Pr(kr, x) 
(k = 0, ..., m — 1; r = l, ..., 2k) gelten offensichtlich die folgenden Behauptungen: 
j ede Funktion 4>r(k\ x) ist eine Linearkombination von Walshschen Funktionen; 
verschiedene <ß,.(fc; x) haben in seinen Darstellungen keine gemeinsame Walshsche 
Funktion; für die Darstellungen von <t>r(k-, x) (k = 0, ..., m — 1; r = 1, ..., 2fc) 
brauchen wir nur die Walshschen Funktionen w'0(x), ..., M'5 2 2,„-i_2(X); es gilt 

l 
2k 2k * 

x) dx s 1. 
o 

Wir betrachten die Summe 

m- 1 2k~ 1 — l 
5,„(x) = 0 , ( 0 ; x ) + 2 Z (4>2j+i(k\x) + 2*2(J+1)(k-, x)) 

k=l j=0 

5.22"- ' -2 
= 2 c,(w)vv,(x). / = 0 

Offensichtlich ist 
I 

J S 2 (x) dx s 5m. 

3) [a] bezeichnet den ganzen Teil von a. 
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Wir definieren eine Anordnung der Summe Sm(x). Es sei 

S^x) = x) + <^(1; x) + 2<£2(1; x), 

S2(x) = x) + ; x) + <P1(2;x) + 2$2(2;x)+2$2(l; x) + $3(2;x) + 2$4(2;x), 

u.s.w. Die Anordnung von S„+1(x) erhalten wir derart, daß wir in S„(x) nach dem 
Glied $2j +1(ß ; x), bzw. nach dem Glied 2<J>2o'+i)(Ai! x ) die Summe 4>

22j+i(ß. +1; x) + 
+ 2022j+2(ß + l; x), bzw. die Summe <P22j+3(p + l; x) + 2022j+4(n + l; x) ein-
schreiben. Nach der Definition von <Pr(k; x) ist es klar, daß das Maximum der 
Partialsummen dieser Anordnung von Sm(x) in den nicht-dyadischen Punkten 

im Intervall (i/4, (5 +1)/4). 
Es sei endlich 

von (0, £) den Wert m hat. Dieselbe Behauptung gilt für — ( i = 0,1 ,2 , 3) 

Sm I x — 

Dann ist 

(2) f v ^ x - j j d x s 5/m, 

und am | x — ̂ - j hat eine Anordnung i hrer Glieder, für die das Maximum der Partial-

summen in den nicht-dyadischen Punkten von (sj4, +1)/4) den Wert 1 besitzt. 
3. Wir definieren eine Indexfolge ( 2 ^ ) « ! < . . . ... mit der folgenden 

Eigenschaft: 
o («) / / log log« (»s2 2 m ") . 

Dann ist 22mk + 5.22mk~1-2<22mk+1 (k= 1 ,2, . . . ) . 

Wir setzen 
00 00 2 2 l " « l - l CO 

2 r2™k+i(x)amk(x-(k-l)l4y= 2 2 dt(k)wt(x) = 2 anwn(x). 
k = 1 k= 1 i = 22'"k n = 0 

Nach (2) gilt offensichtlich (1). Nach dem obigen hat aber diese Reihe eine Anordnung 
ihrer Glieder derart, daß die angeordnete Reihe fast überall divergiert. 

Damit haben wir unseren Satz bewiesen. 

(Eingegangen am 7. Mai 1966) 


