Uber die Divergenz der Walshschen Reihen
Von KAROLY TANDORI in Szeged

1. Es set r,(x)=sign sin 2"nx die n-te Rademachersche Funktion. Das Walsh-
sche System {w,(x)}& ist folgenderweise definiert: wo(x)=1in (0, 1);istn=2"14-... +
+2%» (v;<...<v,) die dyadische Darstellung von n=1, so sei wy(x)=
—rwﬂ(x)r\,z“(x) . Fy+1(%). Bekanntlich ist das Walshsche System in (0, 1)
orthonormiert. Aus dém Resultat von A. M. Orevskny!) und P. L. ULjanov?)

folgt, daB es eine Funktion von L%(Q, 1) derart gibt, daB ihre Walshsche Entwicklung

in gewisser Anordnung ihrer Glieder fast tiberall divergiert.
In dieser Note werden wir die folgende, schirfere Behauptung beweisen.

Satz. Es sei {g(n)} eine positive Folge mit o(n)=o(}loglog n) Dann gibt .

_es eine Koefﬁzzentenfolge {a,} mit

M 2 a @*(n) <<,
fir die die Walshsche Reihe
2 a,w(x)

in gewisser Anordnung ihrer Glieder in (0, 1) fast itberall divergiert.

2. Es sei a eine positive ganze Zahl. Wir setzen
l 1 2 1 1 o
(pa[—ia—;x] ZF_—I ]7[1+rk [27+2T;T] r,‘(x)] (120 —1)

;
(pa(za ; ]1st die Lmearkombmatlon von Walshschen Funktlonen wo(X), wz(x),

s Waa_o(X); es gllt

l Il [%—<x<l-2*——al, %\ %<x<%+ l-ztl oder |
2 [-zw] =‘l L_L;,Kﬁg_i]
29 2 2¢ 2)°
0 sonst
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. ,
'l 1
21 L. _
/wa[Za,x]dx =T -
0 .
®,(0; x):‘P_z(OQ x),

B, (15 %) =r(0)920; X, By(13 X) = —ry(X)r,(x)9,(0; x),

P,(2; %) = ra(x)930; %), 525 %) = —r ()P (2; %),

und

Wir setzen

D;3(x) = rs(x)@; [‘21“3: x], @4(,\'.) = —r (x)P3(x),

und in allgemeinen
¢2j+1(k§ X) = r2+2k'1+j(x) Z (p2+2'~"2+l'j/2](xl; x) (j=0,..,2-1-1),

‘wobei x; die linksseitigen Endpunkten derjenigen Intervallen im (0, ‘})'be'zeichnen,b
in welchen @;,,(k—1; x) positiv ist und

D, ik; x) = —r(x)Py;_(k; x) =1,..,2x").

Es sei m(=2) eine positive ganze Zahl. Fiir die Funktionen &.(k; x)
(k=0,...,m=1;r=1,...,2%) gelten offensichtlich die folgenden Behauptungen:
jede Funktion @.(k; x) ist eine Linearkombination von Walshschen Funktionen;
verschiedene @,(k; x) haben in seinen Darstellungen keine gemeinsame Walshsche
Funktion; fir die Darstellungen von &,(k;x) (k=0,...,m—1;r=1,...,29
brauchen wir nur die Walshschen Funktionen wg(x), ..., W, om-1-2(X); esgilt

1

2k ‘
2 | ®ik;x)dx = 1.
r=1
. RN 0
Wir betrachten die Summe
m~1 2k-1—-1

S,,,(x)=<I)1(0;x)+k=Z: % (Pajar (k3 X)+ 20,54 4y (k; X)) = | .

5.22111- 1_2

= 2 cmw().

I=0

Offensichtlich ist

1
f S2(x)dx = 5m.
0 N

3) [«] bezeichnet den ganzen Teil von «.
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Wir definieren eine Anordnung der Summe S, (x). Es sei
§1(x)=@,(0; x) + ,(1; x) +20,(1; x),
S2(x) = 1(0; %) + @3 (15 %) + D1(2;X) +28,(2; %) +20,(1; x) + §3(2; ) +284(2; ),

u.s.w. Die Anordnung von S, ;(x) erhalten wir derart, dal wir in S (x) nach dem
Glied @,;.,(u; x), bzw. nach dem Glied 2P, ;4 1y(u; x) die Summe @z, (u+1; x)+
+2@p54,(u+1; x), bzw. die Summe @y 3(u+1; %) +2Pyps;0 41+ 1; X) ein-
schreiben. Nach der Definition von &,(k; x) ist es klar, dal das Maximum der
Partialsummen dieser Anordnung von S,(x) in den nicht-dyadischen Punkten
von (0,2) den Wert m hat. Dieselbe Behauptung gilt fiir Sm[x—%] (s=0,1,2,3)

im Intervall (s/4, (s+ 1)/4).
Es sei endlich

Dann ist
@) | [ a,z,,[x-%] dx = Sjm,

und o, | x _Ts hat eine Anordnung ihrer Glieder, fiir die das Maximum der Partial-

summen in den nicht-dyadischen Punkten von (s/4, (s+1)/4) den Wert 1 besitzt.

3. Wir definieren eine Indexfolge (2=)m,; <...<m,<... mit der folgenden
Eigenschaft: '

o (m)/Vloglogn =1/k (n=2"").
Dann ist 22Me 502z L2t (=] 2, ),

‘Wir setzen

oo 22™Mkt1 1

2 rame 1 @0 (x— k=D) = 3 > dlwE) = 2 a,w,(%).

k=1 k=1 2™ : n=0
Nach (2) gilt offensichtlich (1). Nach dem obigen hat aber diese Reihe eine Anordnung
dhrer Glieder derart, daB die angeordnete Reihe fast iiberall divergiert.

Damit haben wir unseren Satz bewiesen.

( Eingegangen am 7. Mai 1966)



