Einige Kriterien fiir die Existenz des Einselementes in einem Ring

Von F. SZASZ in Budapest

§ 1. Einleitung

Unter einem Ring werden wir in dieser Arbeit stets einen assoziativen Ring
verstehen. Da die Ringe mit einem Einselement bzw. mit einem einseitigen Eins--
element bekanntlich eine wichtige Rolle in der Theorie der Ringe und der Operatoren-
moduln spielen, ist es zweckmiBig Kriterien fiir die Existenz des Einselementes in
einem Ring zu untersuchen. Beziiglich der Untersuchungen- dieser Art verweisen
wir vor allem auf die grundlegende Arbeit [1] von R. BAER.

Die Ringe mit Einselement bzw. mit Rechtseinselement sind auch vom Gesichts--
punkt ringtheoretischer Zerlegungssitze aus wichtig (s. die Arbeiten [5], [7], [11], [14]).

Wir werden in dieser Arbeit weitere Kriterien fiir die Existenz des Einselementes.
in einem Ring angeben. Dafiir werden wir im § 2 zuerst einige Ringklassen, und
zwar hauptsichlich zwei Ringklassen betrachten. Diese zweien Ringklassen bestehen
aus den Ringen mit laut linksannullatorfreien homomorphen Bildern, bzw. aus den
Ringen A, fiir die der maximale triviale (d. h. von 4 annullierte) Untermodu! M,
von jedem A4-Rechtsmodul M ein direkter Summand von M ist. Es werden auch
einige offene Fragen beziiglich der vorkommenden Ringklassen aufgeworfen werden.

§ 2. Uber einige Ringklassen

Um kurz zu sprechen, beniitzen wir die folgenden Bezeichnungen bzw. Benennun--
gen. :
Ey-Ringe, und E,-Ringe bezeichnen Ringe mit einem Einselement bzw. mit
einem Rechtseinselement.

E,-Ring bedeutet einen solchen Ring A, fiir den der maximale triviale Unter--
modul M, von jedem A-Rechtsmodul M ein direkter Summand von M ist.

Ein Ring A, fiir den acad fir jedes a€ A4 gilt, heiit £,-Ring.

" Einen Ring, dessen simtliche homomorphen Bilder keinen von Null verschiede-
nen Linksannullator und Rechtsannullator besitzen, nennen wir E,-Ring.

Zum SchluB} wird ein Ring mit laut linksannullatorfreien homomorphen Bildern
E,-Ring genannt, ' '

Mit der Hilfe einer Peirceschen Zerlegung kann bewiesen werden, daB jeder
E,y-Ring ein E,-Ring ist. Jeder E,-Ring ist ein E;-Ring fiir i=1, 2, 3,4 oder 5.
Weiterhin ist ein E,-Ring sowohl ein E;-Ring, als auch ein Es-Ring. Sowohl die
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Ey-Ringe, als auch die £,-Ringe sind E;-Ringe. Die durch die Matrizen

(0 10 0 0 1
0 1 0] und |0 0 1
0 0 1 0 0 1

iber einem Primkoérper erzeugte Algebra A zeigt die Existenz eines solchen E;-
Ringes, der kein £,-Ring ist, denn A4 ist ein E,-Ring mit von Null verschiedenen
Rechtsannullatoren, und somit ist 4 kein E,-Ring. Weiterhin zeigt jeder einfache
Radikalring 4 mit A2 =A40 (vgl. Spsiapa [13]) die Existenz’ solcher Ringe, die
:sowohl Ej-Ringe, als auch F£,-Ringe, aber weder F,-Ringe noch E,-Ringe sind.
Ein Radikalring im: Sinne von JacoBson ist ndmlich offenbar kein E;-Ring, und es
-wird in dieser Arbeit bewiesen werden, daB kein £,-Ring ein von Null verschiedener
Radikalring ist. Im Buch [10] von A. KERTEsz ist folgende Behauptung (mit anderer
Abfassung) bewiesen: Ein Ring A4 ist dann und nur dann ein E,-Ring, wenn.es
M = My® MA fiir jeden A-Rechtsmodul. M mit dem maximalen trivialen Unter-
‘modul M, gilt, wobei @& eine moduldirekte Summe bezeichnet. Hiernach bedeutet
.die Klasse der E,-Ringe eine formale Verallgemeinerung der E,-Ringe.

Wir bestédtigen jetzt einige Eigenschaften der E -Ringe bzw. der E,-Ringe.

Es gilt der folgende .

Satz 2. 1. (1) Jedes homomorphe Bild A" eines E5-Ringes A ist ebenfalls ein Es-
Ring. (2) Fiir den Kern R’ von jedem A’ Fndomorphismus ¢’ von jedem homomorphen
Bild A" eines Es-Ringes A gilt R = {x"; X" €A, X’ A’'S R'}. (3) Es gilt LS LA fiir
) jedes Linksideal L eines Es-Ringes A.

~Beweis. (1) Da jedes homomorphe Bild A” von A’ auch ein homomorphes Bild
des Es-Ringes A ist, hat ‘4” keinen von Null verschiedenen Linksannullator von
A”, und somit ist A" ein £5-Ring. — (2) Bezeichnen wir die Menge {x’; x" € A4,
XAS R} mit S’ so ist S’ ein Rechtsideal von A4’, fir das S’A’S R’ gilt. Dann
-ergibt sich (§'@ ) A"S R'¢” und somit $’¢’=0, denn R’¢p” ist Null und A" ist links-
annullatorfrei. Also gilt S’S R” und wegen R’S S” auch S"= R’. — (3) Das Produkt
LA ist fur jedes Linksideal L ein Ideal von 4, und da /4 LA fiir jedes /€ L ein Links-
.annullator des E5-Ringes A/LA ist, ergibt sich /€ LA fir jedes /€ L und somit LE LA
w. z. b. w.

Satz 2. 2. (1) Es gilt A*=A fiir jeden Es-Ring A. (2) Fiir jeden Es-Ring A und
Siir jedes a€ A besteht a€aA+ AaA. (3) Das Jacobsonsche Radikal J von jedem Es-
. Ring A stimmt mit dem Durchschnitt ®; aller maximalen Linksideale von A uberem,
bzw. es gilt J=A, wenn A kein maximales Linksideal besitzt.

Beweis. (1) Ist L= A, so erhilt man nach dem Satz 2. 1. 3. 4 £ 42 und somit
A?=A. (2) Ist L das durch a in A erzeugte Hauptlinksideal (a),, so folgt aus dem
Satz 2. 1.3 a€ LS LA = aAd+ AaA. (3) Ist L=J, so ergibt sich nach dem Satz
2.1.3 JSJA. Da aber J der Durchschnitt aller modularen maximalen Linksideale
von A ist, gilt*®,SJ, und nach einem Satz von HILLE {6] (Seite 486, Theorem
22.15. 3) bzw. von KErTfsz [9] erhillt man JA & &, woraus wegen @&/ &JAE &
notwendig J= @, folgt
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Satz 2. 3.() Jedei E, ng A ist ein E.-Ring, und jedes Iwmonzorp/ze Bild

A’ eines E,- nges ist ebenfalls ein E,-Ring. (2) Es gibt keinen von Null verschiedenen.

E,-Ring A, der ein Radikalring im Sinne von JACOBSON ist. (3) Jeder E,-Ring A

besitzt maximale Linksideale. (4) Ist B eine beliebige Everettsche Ringerweiterung

eines beliebigen E,-Ringes A, so. gibt es ein Ideal C von B und eine additive Unter-

gruppe D von BT mit B* = C®D, CA=0,AED, DZADDA und dA iOfur Jedes-
von Null verschiedene Element d¢ A.

Bewels. (1) Zuerst beweisen wir, daB jedes homomorphe Bild A" eines E,-
_Ringes A ebenfalls ein E,-Ring ist. Ist ndmlich M’ ein A’-Rechtsmodul mit dem
maximalen trivialen Untermodul (M’),, so wird M’ mit dem Vorschrift am=

am’ (m=m") ein A-Rechtsmodul M, wenn a ein beliebiges Urbild von &” bei
einem festen Homomorphismus ¢ von A auf A” ist. Dann ist M, = (M’), der maximale
triviale Untermodul des A-Rechtsmoduls M mit M = M,® M, wobei M, sowohl
ein A-Untermodul, als auch ein A’-Untermodul von M ist. Also ist 4" mit A4 ebenfalls
ein E,-Ring. Wir zeigen jetzt, daB jeder E,-Ring ein E,-Ring ist. Dafliir geniigt
es nach dem vorigen zu bestétigen, daB3 jeder F,-Ring A linksannullatorfrei ist. Es sei
nimlich 4, die kanonische (Dorrohsche) Ringerweiterung des E,-Ringes 4 mit einem
- Einselement. A, besteht bekanntlich -aus sdmtlichen Paaren (a, m), wobei a¢ 4
und m eine ganze rationale Zahl ist. Definiert man die Gleichheit und Subtraktion
der Paare komponentenweise und die Multiplikation mit den Regeln (a, m)-(b, n) =
= (ab+mb+na, mn) bzw. (a, m)b = (ab+mb,0), so wird der Ring 4, ein
A-Rechtsmodul. Da A ein £,-Ring ist, ergibt sich fiir 4, eine modultheoretische
Zerlegung A, = Aq® A,, wobei A, der maximale triviale A-Untermodul des
A-Rechtsmoduls A4, ist. Es gilt nun (0, 1) = (a, m)+(—a, 1 —m) mit (a, m)€ A,,
(—a,1—m)€A,. Da jetzt es ab+mb = 0 fiir jedes b€ A gilt, erhdlt man (b, 0)=
=0,D)b = (—a,1—m)bc A, fir jedes bcA. Deshalb ergibt sich (b,0)4 =
= (b4, 0)=0 fiir jedes von Null verschiedene Element # von A, folglich b4 =0
fiir jedes von Null verschiedene Element b€ A. Also ist A linksannullatorfrei, und
somuit ist jeder E,-Ring auch ein E5-Ring. (2) Nehmen wir an, daB ein von Null
verschiedener Radikalring 4 ein E,-Ring ist. Ist a ein beliebiges von Null verschie-
denes Element, so sei R maximal in der Menge derjenigen Rechtsideale S von A4,
fir die ¢4 S gilt. Nach dem Lemma von Zorn gibt es gewiB ein solches Rechtsideal
R. Dann ist aber der 4-Rechtsmodul 4/R subdirekt unzerlegbar, denn jeder von
Null verschiedene A-untermodul des A-Rechtsmoduls A/R enthilt a+-R. Da A4
ein Radikalring ist, gilt MAZS R fiir den minimalen A-Untermodul M/R von A/R.
Da A auch ein F,-Ring ist, liegt M/R im maximalen trivialen A-Untermodul 4,/R
von A/R, fir den A/R = A,/R® Aj/R mit einem Rechtsideal A5 von A gilt. Da aber
M =R gilt und 4/R subdlrekt unzerlegbar ist, ergibt sich 4,/R=A/R, und somit
A?C R. Nach den Sitzen 2.3.1 und 2.2.1 gilt aber 4%=.4, und somit wegen .
‘A& R auch A =R, was den Bedingungen-a¢ R und a€ A widerspricht. Dieser Wider-
spruch beweist, dal kein von Null verschiedener E,-Ring ein. Radikalring im Sinne
von JACOBSON ist. (3) Besitzt nun ein E,-Ring 4(>0) kein maximales Linksideal,
so gilt nach den Sdtzen 2. 3. 1 und 2. 2.3 J= A4, was nach dem vorigen unméglich -
ist. Also hat jeder von Null verschiedene E,-Ring 4 maximale Linksideale. (4) Es -
seien B eine beliebige Everettsche Ringerweiterung des E,-Ringes 4, C der maximale
triviale A-Untermodul des 4-Rechtsmoduls B und D ein A-Untermodul von B mit
B = C®D. Da A4 ein Ideal von B ist, ist auch C ein [deal in B mit C4=0. Offenbar
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gilt dd 0 fiir jedes deD niit d 0. Weiterhin erhélt man nach den Satzen 2. 3.1
und 2.2.1 A = A2SBASCA+DA = DAS D und wegen DBE DC+D?, DCESC,
CA=0 und A = A2S BAC A ergibt sich DASD?4, w.z.b. w. -

§ 3. Kriterien fiir die Existenz des Einselementes in einem Ring

Ein von Null verschiedenes Element a eines Ringes 4 heiBt Rechtsmultiplikator
von A, wenn es eine ganze rationale Zahl # gibt, derart, dal xa =nx fiir jedes x€ A
gilt, Ahnlich lassen sich auch die Linksmultiplikatoren definieren.

Es gilt der folgende

Satz 3. 1. (1) Ein beliebiger Ring A hat dann und nur dann ein Rechrseinselement,
‘wenn A ein Es-Ring ist, der cinen solchen Rechtsmultiplikator besitzt, der in A kein
Rechtsnullteiler ist. (2) Jeder torsionsfreie E,-Ring mit einem Rechtsmultiplikator hat
ein Einselement. (3) Ein beliebiger Ring A4 hat dann und nur dann ein Einselement,
wenn A ein Es-Ring ist, der einen solchen Linksmultiplikator besitzt, der in A kein
Linksnullteiler ist. (4) Jeder torsionsfreie Es-Ring mit einem Linksmultiplikator besitzt
ein Einselement.

Beweis. Da die Bedingungen im Satz 3. 1. 1 fiir ein Rechtseinselement von A
notwendig erfiillt sind, geniigt es nur das Hinreichen der Bedingungen zu beweisen.
Es sei also A ein E;-Ring, der einen solchen Rechtsmultiplikator a hat, der in 4 kein
Rechtsnullteiler ist. Dann gibt es eine ganze rationale Zahl » mit xa=nx =0 fir
jedes von Null verschiedene x € A, woraus folgt, daB A4 kein Element x mit x =0
und nx =0 besitzt, Weiterhin existieren wegen 4a=nA und nach den Sitzen 2. 2. 1
und 2. 2. 2 Elemente b und ¢€ A4 mit a = ab +nb, woraus nx = xa = xab-+nxc =
= axb+nxc = nx(b+c¢) und somit n(x(b+c)—x) = 0 folgt. Da A kein Element
y mit y£0 und ny =0 hat, gilt x(b+¢) = x fiir jedes x€ 4, und somit ist b+ ¢ ein
Rechtseinselement von A4. (2) Ist A ein torsionsfreier £,-Ring mit einem Rechts-
multiplikator a, so ist @ wegen der Torsionsfreiheit und da A4 rechtsannullatorfrei
ist, kein Rechtsnullteiler, und somit ldBt sich der Satz 3. 1.1 fiir den Beweis der
Existenz eines Rechtseinselementes anwenden. Da A4 ein E,-Ring ist, ist jedes Rechts-
einselement auch ein Einselement von A. (3) Es sei 4 ein £5-Ring, der einen solchen
Linksmultiplikator a besitzt, der in A4 kein Linksnullteiler ist. Dann gilt ax=nx 0
fiir eine feste ganze rationale Zahl n und fiir jedes x€.4 mit x0. Da a4 =nA4,
AaA=AnA=nA?=nA und a€aAd+ AaA bestehen, gibt es ein b mit a=nb (b< A),
woraus nbx =nx 0 fiir jedes x€ A mit x5<0 und somit n(bx—x) = O und bx=x
fiir jedes x € A4 folgt. Also ist b ein Linkseinselement von 4. Da jedes Element von
A(1—=b) = {x—xb; x€ A} ein Linksannullator des E5-Ringes A ist, gilt A(1—5b) = 0
und somit auch xb=x fiir jedes x€ 4. Also ist b ein zweiseitiges Einselement von
A. (4) Ist 4 ein torsionsfreier Es-Ring mit einem Linksmultiplikator a, so gilt ax =nx
fiir jedes x € A mit festem 0, denn 4 hat keinen von Null verschiedenen Links-
annullator. Wegen der Torsionsfreiheit von A* ist ¢ kein Linksnullteiler von A,
und somit 148t sich der Satz 3. 1. 3 fiir den Beweis der Existenz des Einheitselementes
von A4 anwenden, w. zZ. b. w.

Satz 3.2. (1) Ein beliebiger Ring A hat dann und nur dann ein Einselement,
wenn A ein E-Ring ist, der ein solches Element a mit AaS aA besitzt, das in A kein:
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Linksnullteiler ist. (2) Jeder ES -Ring A mit einem von Null verschiedenen Zentrum
Z besitzt ein homomorphes Bild A’ mit einem Einselement ¢’.

Beweis. (1) Offenbar auch jetzt geniigt es nur das Hinreichen der Bedingung
im Satz 3. 2. 1 zu beweisen. Ist 4 ein E;-Ring, der ein solches Element a mit 4aSad
besitzt, das in 4 kein Linksnullteiler ist, so gilt 4a4 S aA und somit nach dem Satz
2.2.2 auch acad. Also gibt es ein Element b€ A4 mit a=ab und a(l1—H)A4. Da
a in A kein Linksnullteiler ist, ergibt sich (1—5)4 =-0 und somit ist b ein Links-
einselement von 4. Da jedes Element von A(1—b) ein Linksannullator des E-
Ringes A4 ist, erhdlt man auch A(1—5) = 0, und somit ist b ein zweiseitiges Eins-
element von 4. (2) Ist z ein von Null verschiedenes Element des Zentrums-Z eines
E,-Ringes A, so gibt es nach dem Satz 2.2.2 ein Element b€ A4 mit z=zb=bz.
Ist das Ideal 4, von A der Annullator von z, so gilt 4, > A4, denn z >0 ist kein Annul-
lator des E;-Ringes A. Weiterhin ergibt sich fiic das Ideal K = (1-6)4A+A(1—-b)+
+A(1—b)A gewiB KS A,. Dann ist A/K ein von Null verschiedenes homomorphes
Bild von A mit zweiseitigem Einselement ¢’ = b+ K, w.z. b. w.

Satz 3. 3. (1) Ein beliebiger Ring A hat dann und nur dann ein Einselement,
wenn A ein Es-Ring ist, der ein solches Zentrumelement z 0 besitzt, das in A kein
Nullteiler ist. (2) Ein beliebiger Ring A hat dann und nur dann ein Einselement, wenn
A ein Es-Ring ist, der ein solches Element a mit ad = A besitzt, das mit jedem Rechts-
ideal der Gestalt (1—b)A von A (fiir jedes bc A) vertauschbar ist, d. h, es gilt
a(l—b)A = (1--b)Ada. .

Beweis. Es geniigt nur das Hinreichen der Bedingung zu beweisen. (1) Ist
z#0 ein Zentrumelement des E;-Ringes 4, das in A kein Nullteiler ist, so gilt
AzZ zA, und somit 148t sich der Satz 3. 2. 1 fiir den Beweis der Existenz des Eins-
elementes’in A anwenden. (2) Es seien 4 ein E5-Ring, 4 ein solches Element von 4 mit
aA=A, fiir das a(l1—b)A = (1—-b)A-a fiir jedes b€ A gilt. Es gibt wegen a4 = A4 ein
Element ¢ € 4 mit ac =a, woraus wegen (1—c)da=a(l—c)A=(a(l—c))4=0.4=0
und wegen aA = A bzw. wegen A% = A folgt gewil (1—c)Aad = (1 —c)A = 0. Also
ist ¢ ein Linkseinselement von 4, und da jedes Element von A (1 - c¢) ein Linksannul-
lator des E5-Ringes A ist, ergibt sich 4(1—c) = 0, und somit ist ¢ ein zwelseltlgcs
Einselement von 4, w. z. b. w.

Satz 3.4. (1) Ein beliebiger Ring A hat dann und nur dann ein Einselement,
wenn A ein E,-Ring mit einem Linksmultiplikator ist. (2) Ein beliebiger Ring A hat
dann und nur dann ein Einselement, wenn A ein solcher E,-Ring mit einem Rechts-
multiplikator ist, der keinen von Null verschiedenen Rechtsannullator besitzt.

Beweis. Fiir die Notwendigkeit der Bedingungen in beiden Behauptungen
bemerken wir, daB3 jeder E,-Ring ein E,-Ring ist. Ist nimlich e¢ das Einselement
eines E,-Ringes 4 und ist M ein beliebiger A-Rechtsmodul, so ist Me wegen
Med = MAS M und Me2>2MeAe = MeA ein A-Rechtsmodul und M(1—e) ist
der maximale triviale A-untermodul von M = M(1—e)@ Me. Also folgt der Beweis
des Hinreichens beider Bedingungen. (1) Es sei 4 ein E,-Ring mit einem Links-
multiplikator 50. Dann gibt es eine ganze rationale Zahl n mit (b+n)A4d =
Hiernach gehort das Paar (b, n) aus der kanonischen Ringerweiterung 4, von A
mit einem Einselement zum maximalen trivialen Untermodul 4, des A-Rechtsmoduls
A, (vgl. mit dem Beweis des Satzes 2. 3. 1). Da 4 nach dem Satz 2. 3. 1 linksannulla-
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torfrei ist, cxistiert zu jedem n hdchstens ein (eventuell kein) b€ A4 mit (b, n)€ 4,.
Es sei nun (a, m)€ A, ein solches Paar, fiir das der absolute Wert |m| minimal in
der Menge aller |n| mit (b, n) € 4, ist. Es kann offeribar m >0 vorausgesetzt werden,
denn A4 ist ein E,-Ring und somit linksannullatorfrei. Gilt nun n = mqg+r mit.
0=r<m fir ein beliebiges Paar (h, n) von A4,, so erhilt man wegen (b—qga)x =
= bx—qgax =—nx+qgmx =—rx fir jedes x€A4 gewill (b—qa,r)€A,, was im
Falle r 0 der Minimalitidt von |m| mit (a, m) € A, widerspricht. Also r=0 ist not-
wendig, und somit auch (b —ga)x = O fiir jedes x€ A. Da aber 4 keinen von Null
verschiedeneri Linksannullator besitzt (vgl. Satz 2. 3. 1), ergibt sich b =ga und somit
(b, n)= q(a m). Also ist die Abelsche Gruppe A zykhsch und offenbar unendlich.

Da A ein E,-Ring ist, crhilt man 4, = A,@® A, mit einem ‘4-Untermodul 4, von
A,, und es gllt A

' 0. 1) = k(a, m)+(— /\'(1, 1—km)

mit k(a, m)€ Ay, (—ka, l—km)EA0 und mit einer ganzen 1at10nalen Zaht k. Wegen -
Ay #0 ergibt sich k320, Da

(x,0) = (0, Dx = (=ka, | —km)ac A,

fiir jedes x€A gilt, erhilt man wegen (—ka, 0)€ A, auch (0, 1 —km) € A,, woraus
wegen m(0, I—km)€ A, gewiB '

(1—km)(a, m) = ((1—km)a, 0)-+ (O‘, m(l—km))€ A, N Aqy:

und somit | —4km = 0 folgt, denn (a, m) erzeugt eine unendliche zyklische additive
Gruppe. Wegen m=0 und km=1 ergibt sich m=1, und somit ist ¢ = —a wegen
ax+x = 0 fir jedes x€.4 ein Linkseinselement von 4. Da jedes Element von
A(1—e) ein Linksannullator des E,-Ringes A ist, gilt nach dem Satz 2.3.1
A(Q—e) = 0, und somit ist e¢ das: Finselement von A4. (2) Zuerst zeigen wir, dal
jeder Rechtsmultiplikator eines rechtsannullatorfreien Ringes A auch ein Links-
multiplikator ist, und somit 148t sich der Satz 3. 4. 1 zum Beweis des Satzes 3. 4. 2
anwenden. Es sei also A4 ein rechtsannulatorfreier Ring mit einem Rechtsmultiplikator
a. Dann gibt es eine ganze rationale Zahl n mit xa=nx fir jedes x € 4, woraus man
wegen (xy)a=n(xy) auch

*(30) = ()a=n(x3) = (15)y = (x@)y = ¥ ()

fiir jedes x, y€A erhilt. Also gilt x(ya—ay) = 0 fiir jedes x,y€A4 und somit
A(ya—ay) = 0 fir jedes y€ A. Da aber A keinen von Null verschiedenen Rechts-
annullator besitzt, ergibt sich ya=ay fiir jedes y€ A und somit ay=ny fiir jedes
y€A. Also ist a auch ein Linksmultiplikator von A4. Ist nun A insbesondere ein E,-
Ring, so hat 4 nach dem vorigen ein Einselement, w.z. b. w.

Zum SchluB3 méochte ich einige offene Fragen erwéhnen,

Problem 1. Was ist eine notwendige und hinreichende B.edingung dafiir, daB
die im Satz 2. 3. 4 vorkommende additive Unteigruppe D ein Rechtsideal bzw. ein
Ideal von B ist?
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Problem 2.,‘Gibt es einen von Null verschiedenen E,-Ring, der ein Radikal-
ring im Sinne von BROWN—McCoy [2] ist?

Problem 3. (A. ‘KerTEsz [10]) Hat jeder E,-Ring ein Einselement?
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