Erginzung zu einem Satz von S. Kaczmarz

Von KAROLY TANDORI in Szeged

Einleitung

Fiir ein im Intervall (a, b) orthonorrnlertes Funktionensystem {¢,(x)};7 be-
zeichnet

L({ods dt

k; @0 (%) @ (1)

dile n-te Lebesguesche Funktion. Wir werden uns mit solchen Systemen beschiftigen,
fir die .

W L{o.}; )=0Q). |
Nach einem Satz von KACZMARZ [1] gilt die folgende Behauptung:
Ist (1) erfiillt und gilt Z;a,% < oo, dann konvergiert die Reihe

(2) 2a ‘Pk(x)
Sfast uberall .
W1r bewelsen die folgende Umkehrung dleser Behauptung

Satz. Zu jeder Koeffizientenfolge {a,}7 mit

2
k

= oo

NMs .

3) a

k

1]
ol

gibt es ein im Intervall (0, 1) orthonormiertes System {pu(®)}7 derart daf (1) besteht
und die Reihe (2) fast iiberall divergiert.

Im- Falle g,=q,,, (k=1,2,...) folgt diese Behauptung aus einem Satz von
Urianov [2]; er hat nimlich den fo]gcnden Satz bewiesen: :

Ist {a,} eine positive, monoton abnehmende Folge mtt (3), dann dwergtert die
Haarsche Reihe Dlayy(x) fast uberall :
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§ 1. Vorbereitungen

Die Haarschen Funktionen y(x) (k=1,2,...) sind folgenderweise definiert:
=1, xX)=¢xPx) (k=2"+1;m=0,1..;1=I=s2"),

wobei '
I/Z—m (tE((zk—Z)/an'l, 2k — 1)/2m+l)),
T (X) =1 —V2"  (te(@k—Dy2m+!, 2k/2m+1)),
' .0 sonst.

Bekanntlich gilt
Y] L({n); x)=1 O=x=l;n=1,2,..).

(Siehe z. B. ALexiTs [3], S. 46—50.)

Hilfssatz 1. Ist {b.} eine positive, monoton abnehmende Folge, dann. gilt

/

wobei A(=1) eine posmve, absolute Konstante bezeichnet.

2n

2
Zb,‘,(k(\)l X = A{ > bk} (=0, 1,...),

Dieser Hilfssatz ist bekannt. (Slehe [2], Bemerkung an der Seite 935)

Hilfssatz 1I. Es sei N eine positive ganze Zahl und {b,}2" eine positive, monoton
abnehmende Folge. Dann gibt es ein im Intervall

. 2N
X = B? = min [1,")42 Zb,f]
k=1

definiertes orthonormiertes System von Treppenfunktionen Y (x) (k=1,...,2")
und eine einfache Menge ') G( S0, B2]) mit

mes (G)=B%/4, L({¥,); x)=2 (O=x=B%n=1,2,..),

0

It

und

mem

=1 (xeG)

Beweis. Ohne Beschrdnkung der Allgememhelt kénnen wir annehmen, daB
2N

b=l Es sei C durch

k=1

dx;Z

1
Ny .
¥ C}éhh@
0

bestimmt. Es sei ferner I,=(c,, d,) (r=1, ..., ¢) eine Zerlegung von (0, 1) in paéf‘v&éise
disjunkte Intervalle derart, daB jede Funktion x(x) (k=1,...,2%) in jedem I,

9 D. h. dic Vereinigung endlich- vieler Intervalle.
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2N
konstant ist. Den Wert der Summe C Z’bkxk(\) lm Intervall I, bezeichnen wir

mit w,. Nach (5) ist

) : _2‘1 w, mes (1) = 2.

Es seien 1=r(1)<... <r(s) = o die indizes r, fiir die w, = liiv.st‘l;lNa_ch'(6) gilt
(7) e 2 wapmes () = 1 |

Es seien J.=(,, (3) r=1, .., o) nachemander folgende Intervalle im Intervall
(0,3) mit mes (J,) =mes (I,) fir r=r@i) (=1,...,5), und mit mes ;)=
=wyy mes (J,(y) ((=1,...,5). Ferner seien J,(‘)_(y,(,), ,(,)) (i=1,...,s) nach-
einander folgende Intervalle im Intervall 3, 4) mit mes (J ,.(,)) mes (Z,(;)) (l —’1, vy S).
Wir setzen Lo

W=y, +e) (xEJ,; r;ér(z), i=1,..,9),
] X—=7Vriy I '

.E‘k(x)lz

L)% T, V
[1_.”)( ] Xk(x_yr(i)-'_cr(i)) ‘(xe‘]r(i); l;=1, .._.,_S),
. r(i) .

0 ' 'sonst
(k =1, ..., 2"). Auf Grund von (7) ist diese Definition moglich.

D1e Treppenfunktionen ,(x) bilden offensichtlich ein orthonormiertes System
im Intervall (0, 4). Wir setzen

s

G_ _- Jr(i) .
i=1
Nach (7) ist . '
@) mes (G) = 1.
Offensichtlich gilt ‘
. : o ~
O - g - c ké‘?I b)) =1 (x€G). -

Auf Grund von (4), durch eine einfache Rechnung erhalten wir

(10 L({0); =2  (O=x=4;n=1,..,2".
Es sei : o ' :

Yi(x) = %‘l’k[%x] (Qé_xéBi),

0 sonst

(k=1, ...,2"). Weiterhin soll G die Bildmenge von G bei der Transformation
y=4"1B%x bezeichnen. Auf Grund des Hilfssatzes I, und der Relationen (5), (8),
(9) und (10) ist -es offensichtlich, dal die Menge G und das System {y,(x)} alle
Bedingungen des Hilfssatzes II befriedigen.
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Hilfssatz III. Es sei A eine reelle Zahlenfolge mit

¢Z = oo,

M3

.

k

fl
-

Dann gibt es eine einfache Menge H(<(0,°1]) mit mes (H) =1/8, eine positive ganze
Zahl R und ein in (0, 1) orthonormiertes Funktionensystem von Treppenfunktionen
wy(x) (k=1, ..., R) derart, daf

L,({og;x) =2 0=x=1;n=1,...,R), max

1=n=R

Z G|z 1  (xeH)

bestehen.

Beweis. Aus (11) folgt, daB eine der Reihen '(¢i)?, J(ci)* divergiert
(¢t bzw. c¢f bezeichnet den positiven bzw. den negativen Teil von ¢,). Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen daf3

o

I
-

2
Cri) = =
i

wobei 1=k(l)<...<k(i)<... dicjenigen Indizes k bezeichnen, fir die ¢,>0 ist.
Die Indexfolge. I={k(i)}7 kann man offensichtlich in paarweise disjunkte Folgen
I, (r=1,2,..) zerlegen, derart, daf} jede Folge {¢cheer, (r=1,2,...) abnehmend
ist. Welterhm gibt es éinen ]ndex R und eine positive ganze Zahl p derart, daB

J4
(12) A 3 =AY 3 =l
: kel ksR - r=1 kel k=R

. gilt. (A4 bezeichnet die Konstante im Hilfssatz I.)

Es sei .
=4 3 (r=1,...,p).

k€l k=R

Wir wenden dén Hilfssatz 11 auf die Folgen {c )ier k=g (r=1,...,p) an. Die
entsprechenden Mengen, bzw. die entsprechenden orthonormierten Systeme be-
zeichnen wir mit G,, bzw. mit {{}(x)} (r=1, ..., p). Ein Funktionensystem {@,(x)}}
definieren wir folgenderweise. Ist k das m-te Glied der Folge 7,, so setzen wir

B(x) = ¥ [(2 52, 3 B2); x].

Fiir die Indlzes k¢I, k=R seien @,(x) der Reihe nach glelch den Funktionen

((23,, B+ x) (=1,2,.).7)

?) Fiir ein endliches Intervall J=(a, b) und ecine in (c, ) definierte Funktion f(x) definie=
ren wir

fU;x) = f(%—:_g(d—c‘)-i-c) (a<x<b),

0 sonst.
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Dxe Treppenfunktlonen cok(x) (k=1, ..., R) bilden in (0, $%).($%*= 2B2+ 1)
offensnchthch ein orthonormiertes’ System Nach (4) und dem Hilfssatz I'l gnlt

{13) L({@}; x)=2 (OSxSS2 n=1, ..., R).
Es bezeichne G, die Bildmenge von G, bei der Transformation y=x+ ri’lﬁ,z und
wir setzen. T
G=0U6,.
r=1
Auf Grund des Hllfssatzes 1 und von (12) ist
(14) ' _ mes (G) =1/4.
Weiterhin gilt nach dem Hilfssatz II' . ‘ , ' .
15 max Z’ Ck wk(x) =1 (x€G).
Es sei e

o) =830, 1); x)  (k=1, ..., R), -

und es bezeichne H die Bildmenge von G bei der Transformation y=x/8§% Es sei
endlich HC H eine einfache Menge mit mes (H)=1/8. Wegen 1=52=1/2 folgt
aus (13), (14) und (15), daB die Menge H und das System {w,(x)} alle Bedingungen
des Hilfssatzes II1 befrledlgen :

§ 2. Beweis des Satzes

Fir m=25+1-2 (s=1,2,...; 1 =1=2% sei I, —((l—l)/2° l/2s) Weiterhin
seien J,, (m=1,2,..) Intervalle m (0, 1) mit

j]mr-w‘luzg (m¢”)’ lmes(J,,,) =mes(lln):'
LN, =8 (m=12.)

(Solche Intervalle J,, kann man leicht angeben.)
Wegen (3), durch Anwendung des Hilfssatzes IIT konnen wir eine lndexfolge
0= )R0< .<R,, <..., eine Folge von einfachen Mengen H,, (C [0, 1) (m=1,2,..)

(16)

und ein.in (0, 1) orthonormiertes System {wp(x) }rm Rm-1 (m =1,2,...)von Treppen-
" funktionen wJ(x) angeben, derart daB
(17) o - mes (H,) = 1/8
sy L{{op}; x)=2  (O=x=1;n=1,..,R,—R,_y),
a9y max | 3 ag, m@f (9 =1 (x€H,)
! 1=n=Rm—~Rm-1 k=l. &

fiir jedes m bestehen.
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. Durch Induktion werden wir ein in (0, 1) orthonormiertes System von Treppen-
funktionen ¢,(x) (k=1,2,...) und eine Folge von einfachen Mengen G,(E1,)
(m=1,2,...) mit den folgenden Eigenschaften angebéen:

(20) mes (G,,) =1/8 [log, (m + 1)], °)

(21) - (pk (x) = O ('\’Q II!1 U J"l ; ‘R"I -1 =< k § R)H)’

(22) / ‘
0
(23) f

S e ®e)

k=Rp-1+1

dt = 4 mes ([m) ('\‘E lm; -Rm— <n §Rm)r

dr =4 (x¢J,; R,.;,<n=R,),

S ae0

k=Rm-1+

(24) max Z ag @k(X) = 1 (.\'6 Gm);
- Rin~1<n=Rm | k=Rp-1+1
weiterhin sind die Mengen
! 25+1.3
FF= U G,
m=2%—1

stochastisch unabhingig.
Es sei

1
(pk(x)za),l(ll;x),-f—[l—;—eng%%l—)—] i (J1; X) k=1, ..., Ry). !

G, bezeichnet die Bildmenge von H, bei der linearen Abbildung von (0, 1) auf 7,.
Offensichtlich bilden diese Treppenfunktionen ein orthonormiertes System in (0, 1).
Auf Grund von (16), (17), (18) und (19) ergibt sich durch eine einfache Rechnung,
dall (20)—(24) fir m=1 erfiilit sind. Es sei my(=1) eine natiirliche Zahl. Wir
nehmen an, daf} die Treppenfunktionen ¢, (x) (k=1, ..., R, ;) und die einfachen
Mengen G,,(&1,) (m=1, ..., my—1) schon definiert sind, derart, daB diese Funktio-
nen in (0, 1) ein orthonormiertes System bilden, (20)—(24) fir m=1, ..., my—1
erfiillt sind und die Mengen F,, ..., £, (g=[log, m,]) stochastisch unabhéngig sind.

Dann kann man das Intervall 7, bzw. J, in paarweise disjunkte Inter-
valle P, (1=u=U), bzw. Q, (1 =v=7V) zerlegen, derart, daB jede Funktion ¢,(x)
(I1=k=R,,_,) in jedem P,, bzw. in jedem Q, konstant ist, weiterhin jede Menge
,NG, (m=1, ..., my—1), dié¢ nicht leer ist, die Vercinigung gewisser P, ist.

3) [«] bedeutet den ganzen Teil von a.
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Die zwei Halften von P,, bzw. Q, bezeichnen wir mit P,, P, bzw. mit Q,, Q..
Wir setzen ’

) v [/ ’
O (%) = 3 wroo 41 (P X)— Z;w;l?vlo—l+k(Pu/;x)+
u=1 u=

v=1

l ‘ .
R T
I —mes(Z,, Voo v .,
[ — (J ) ) [Z WR g~ x+k(Qv 5 x) Z; meo—1+k(Qv ;x)]
(k:Rm;q +1, ..., R,,). Weiterhin sei
u U
- [ U H'(u)]u[ L_JIH”(u)],

"~ wobei H’(u), bzw. H”(u) die Bildmenge von H,, bei der linearen Transformation:
bezeichnet, die (0, 1) auf P, bzw. auf P, abbildet. Offensichtlich bilden die Treppen-
funktionen ¢, (x) (k=1,..., R, ) ein orthonormiertes System in (0, 1) und ist die
Menge G, einfach. Aus (16)—(19) ergibt sich durch einfache Rechnung, daB3 (20)—(24)
fir m=m,, erfillt sind. Durch Fortsetzung dieser Konstruktion erhalten wir, daB-
die Mengen Fy, ..., F,,, auch stochastisch unabhingig sind. Das System {@.(x)}
und die Mengenfolge {G,.} erhalten wir durch Induktion.
Wegen (20) gilt
mes (F)=1/8.

Aus dem zweiten Borel—Cantellischen Lemmas ergibt sich also, dal mes( llm F)=1.

Auf Grund von (24) erhalten wir daraus daB3 die Reihe (2) fast uberall dlverglert
Es sei x€(0, 1). Wegen (16) gilt x¢J,, fiir héchstens ein m, weiterhin gibt es eine’
Indexfolge {m,} (2’ —1=m=25*1-2;5=1,2,...) mit x¢1, (m=m;s=1,2,...).
Auf Grund von (22), (23) und der Definition von I,, folgt hieraus

dt<4+42mes( 42’i

s=0 2¢

L,({ed; x) = / l Z Pe(X) 9i (1)

. fiir jedes n.
Damit haben wir den Satz bewiesen.

H
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