
Ergänzung zu einem Satz von S. Kaczmarz 
Von K Ä R O L Y T A N D O R I in Szeged 

Einleitung 

Für ein im Intervall (a, b) orthonormiertes Eunktionensystem {%(x)}r be-
zeichnet 

b 

-n{{<Pk}', X) = \ 2 <Pk(x)<pk(t) J I k=l 
dt 

die rt-te Lebesguesche Funktion. Wir werden uns mit solchen Systemen beschäftigen, 
für die 
(1) Ln({cpk};x) = 0( 1). 

Nach einem Satz von KACZMARZ [1] gilt die folgende Behauptung: 

Ist (1) erfüllt und gilt 2al < dann konvergiert die Reihe 

(
2

) 2ak<pk(x) 
fast überall. 

Wir beweisen die folgende Umkehrung dieser Behauptung. 

Satz. Zu jeder Koeffizientenfolge {ak}Y mit 

(3) 2 4 = -
k= 1 

gibt es ein im Intervall (0, 1) orthonormiertes System {(pk(x)}derart, daß (1) besteht 
und die Reihe (2) fast überall divergiert. 

Im Falle ak^ak+1 (k= 1,2, ...) folgt diese Behauptung aus einem Satz von 
ULJANOV [2] ; er hat nämlich den folgenden Satz bewiesen: 

Ist {ak} eine positive, monoton abnehmende Folge mit (3), dann divergiert die 
Haarsche Reihe 2akXk(x) fast überall. ' . 
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§ 1. Vorbereitungen 

Die Haarschen Funktionen %k(x) (k = 1 ,2 , . . . ) sind folgenderweise definiert: 

Z l(x) = l, /Jx) = xl'>(x) (k = 2"' + /; /77=0, 1 ...; l â / S 2 ' » ) , 
wobei 

X i 0 « = 

Bekanntlich gilt 

f2T (te((2k-2)l2",+ \ (2k—1)/2"'+ ')), 
- fÎT (/£ ((2k - l)/2"'+1 , 2/c/2"'+ ')), 

0 sonst. 

( 4 ) ¿ „ ( { X , } ; * ) ^ ( O S A - S ! ; « = ! , 2 , . . . ) . 

(Siehe z. B. ALEXITS' [3], S. 4 6 — 5 0 . ) 

H i l f s s a t z I. Ist {bk} eine positive, monoton abnehmende Folge, dann, gilt 
i 

2" 1 '/2 

/ 
2" 

2 bkzk(x) 
k = 1 , 

dx 
2" 1 '/ 

Zbi\ 
=I J 

(n = o, 1, ...), 

wobei /1 ( = 1) eine positive, absolute Konstante bezeichnet. 

Dieser Hilfssatz ist bekannt. (Siehe [2], Bemerkung an der Seite 935.) 

H i l f s s a t z I I . Es sei N eine positive ganze Zahl und {bk)\K eine positive, monoton 
abnehmende Folge. Dann gibt es ein im Intervall 

O s . v s B2 = tniri l, A2 

*=i 

definiertes orthonormiertes System von Treppenfunktionen <i/k(x) (k = 1, ..., 2N) 
und eine einfache Menge ') G(^[0, ß2]) mit 

und 
m e s ( C ) ^ ß 2 / 4 , L „ ( { ^ } ; A ) ^ 2 (0 S A S B2 ; n = 1, 2, ...), 

2 bkij/k(x) (x£G). 

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daß 

2 H ë 1. Ès sei C durch 
t= l 

(5) 

! 

/

1 2" 

\Z bk Xk(x) 
¡k=l 

dx = 2 

bestimmt. Es sei fernerI r = (cr, dr)(r = 1, ..., (?) eine Zerlegung von (0, 1) in paarweise 
disjunkte Intervalle derart, daß jede Funktion y_k(x) (k=\, ...,2N) in jedem I r 

') D . h. die Vereinigung endlich vieler Intervalle. 
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konstant ist. Den Wert der Summe C 2 bkxk(x) im Intervall1 Ir bezeichnen wir 
k- i 1 ' 

mit wr. Nach (5) ist 

(6) ¿vv r mes( / r ) = 2. 
r= 1 . 

Es seien l g ;•(])< ... < r ( i ) à g die Indizes r, für die 1 ist! Nach (6) gilt 

(7) (2 s ) 2 H' r ( 0mes(/ r ( 0 )^ 1. 
> ' = 1 • 

Es seien Jr = ( y r , <\) (r = l, ..., Q) nacheinander folgende Intervalle im Intervall 
(0,3) mit mes (/ r) = mes (7r) für rAr(i) (/ = 1, ..., s), und mit mes(/ r ( i )) = 
= w r ( i ) mes( / r ( 0 ) ( / = ! , ...,.s). Ferner seien JrU) = (yrji), ¿KO) ( ' - ! > nach-
einander folgende Intervalle im Intervall (3, 4) mit mes (J =mes (7r(i)) (i= 1, ..., s). 
Wir setzen 

Xk(x-yr + cr) (x£Jr; i=\,...,s), 

i¡>k(x) --
v r ( 0 ( " ' r ( 0 

1 
" r ( 0 

(x£Jr(l); i=\,...,s), 

0 sonst 
(/c = l, ..., 2N). Auf Grund von (7) ist diese Definition möglich. 

Die Treppenfunktionen \j/k(x) bilden offensichtlich ein orthonormiertes System 
im Intervall (0, 4). Wir setzen 

Nach (7) ist 
(8) 

Offensichtlich gilt 

(9) 

U Jm-¡=i 

mes (C) S1 . 

C v bkipk(x) 
k= 1 

= 1 (x£G). 

Auf Grund von (4), durch eine einfache Rechnung erhalten wir 

(10) 

Es sei 

' K M 
0 sonst 

(fc= 1, ..., 2^). Weiterhin soll G die Bildmenge von G bei der Transformation 
j> = 4 - 1 ß 2 x bezeichnen. Auf Grund des Hilfssatzes I, und der Relationen (5), (8), 
(9) und (10) ist es offensichtlich, daß die Menge G und das System {i¡/k(x)} alle 
Bedingungen des Hilfssatzes II befriedigen. 
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H i l f s s a t z I I I : Es sei {c t}r eine reelle Zahlenfolge mit 

(11) 2ci = 

Dann gibt es eine einfache Menge H( £[0 , 1]) mit mes (H) = 1/8, eine positive ganze 
Zahl R und ein in (0, 1) orthonormiertes Funktionensystem von Treppenfunktionen 
a>k(x) (k=l, ..., R) derart, daß 

n 
L„({a>k},x) s 2 ( 0 g x s l ; n = l , ...,R), max Z e k a ) k ( x ) ^ 1 ( x £ H ) 

1 Sn^SR k= 1 
bestehen. 

Beweis. Aus (11) folgt, daß eine der Reihen 2(ck)2> 2(ck)2 divergiert 
(ck bzw. ck bezeichnet den positiven bzw. den negativen Teil von ck). Ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen daß 

2 cm = °°> •=i 

wobei 1 S / c ( l ) < . . . <&( / )< ••• diejenigen Indizes k bezeichnen, für die c f c >0 ist. 
Die Indexfolge. / = {fc(i)}r kann man offensichtlich in paarweise disjunkte Folgen 
Ir (r = l , 2 , ...) zerlegen, derart, daß jede Folge {ck}kiIr (r = l, 2, ...) abnehmend 
ist. Weiterhin gibt es einen Index R und eine positive ganze Zahl p derart, daß 

(12) A2 2 c2
k 2 2 c2

kSl 
k£I,kgR r = 1 k£Ir,kSR 

gilt. (A bezeichnet die Konstante im Hilfssatz I.) 
Es sei 

Br
2 = A2 2 cl (r=\,...,p). 

k£l,kSR 

Wir wenden den Hilfssatz II auf die Folgen {ck}k^Ir kSR (r = l, ...,p) an. Die 
entsprechenden Mengen, bzw. die entsprechenden orthonormierten Systeme be-
zeichnen wir mit Gr, bzw. mit {t/^(x)} (r = 1, .. . ,p). Ein Funktionensystem {c5t(x)}f 
definieren wir folgenderweise. Ist k das m-te Glied der Folge Jr, so setzen wir 

& k ( x ) = B f , 

Für die Indizes k$I, k^R seien cok(x) der Reihe nach gleich den Funktionen 

¡=1 
xM2B?, 2Bf + \);x) (k — \,2,...).2) 

v ,=1 ' 

J) Für ein endliches Intervall J— (a, b) und eine in (c, cl) definierte Funktion fix) definie-
ren wir 

f(J\x) x^b), 

sonst. 
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Die Treppenfunktionen cök(x) (k = 1, ..., R) bilden in (0, S2).(S2 = 2Bi+l) 
i- 1 

offensichtlich ein orthonormiertes System. Nach (4) und dem Hilfssatz II gilt 

<13) Ln({(ök};x)s 2 (0Sx^S2;n=l,...,R). 
Es bezeichne Gr die Bildmenge von Gr bei der Transformation y — x + 2 Bf und 

. > = i 
"wir setzen , 

G = Ü Gr. 
r = 1 

Auf Grund des Hilfssatzes II und von (12) ist 

(14) mes(G) ssl/4. 

Weiterhin gilt nach dem Hilfssatz II , 

2 ck 0Jk(x) (x6G). <15) max 
1 SnSR 

Es sei 
co*(x) = Scöt((0, l ) ; x ) (k=l,...,R), 

und es bezeichne H die Bildmenge von G bei der Transformation y — xjS2. Es sei 
endlich HQH eine einfache Menge mit mes (H) — 1/8. Wegen 1 ^ S 2 ^ 1/2 folgt 
aus (13), (14) und (15), daß die Menge H und das System {ü>t(x)} alle Bedingungen 
des Hilfssatzes III befriedigen. 

§2 . Beweis des Satzes 

Für m = 2s+l-2 ( s = l , 2, ...; l i s / s 2 s ) sei Im = ((l- 1)/2S, //2S). Weiterhin 
seien Jm (m —1,2,...) Intervalle in (0, 1) mit 

JmOJ ß = 0 ( m ^ n ) , y mes (Jm) = mes ( / J , 
(16) 

Imf]Jm = 0 (m = 1 ,2 , . . . ) . 

(Solche Intervalle Jm kann man leicht angeben.) 
Wegen (3), durch Anwendung des Hilfssatzes III können wir eine Indexfolge 

(0 = ) R0 •<...< Rm < . . . , eine Folge von einfachen Mengen N m (Q [0, 1]) ( m = l , 2 , ...) 
unde in in(0 , 1) orthonormiertes System {co™(x) f R'"~1 (m = 1,2, ...) von Treppen-
funktionen co™(x) angeben, derart, daß 

0 7 ) mes (//„,) = 1/8, 

(18) ¿ „ ( K } ; ^ ) £ 2 ( 0 ^ 1 ; « = 1, ...,Rm-Rm_1), 

(.19) max 
l=SnSRm-Äm-i 2 aRm_1+kco^(x) 

k=l 
l (x €//„,) 

für jedes m bestellen. 
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; Durch Induktion werden wir ein in (0, 1) orthonormiertes System von Treppen-
funktionen q>k(x) (k = 1 ,2 , . . . ) und eine Folge von einfachen Mengen Gm(QIm) 
( m = l , 2 , ...) mit den folgenden Eigenschaften angeben: 

(20) 

(21) 

mes (G,„)= 1/8 [log2 (m + 1)], 3) 

<Pk (x) - 0 (.v<t /,„ U ./,„; Rm _! < k s Rm), 

(22) 

i 

/ 2 <Pk(x. 
J | * = R m - l + l 

<Pk (x)<Pk(t) dt 75 4 m e s ( / J (.V£ /,„; /?„, 

<23) 

i 

/ 2" <pk(x)(pk(t) k—Rm-i+l 

(24) max 
.Rm-i<nSR„ 

2 ak <Pk(x) k=Rm-i+l ^ i (xf-GJ; 

weiterhin sind die Mengen 

stochastisch unabhängig. 
Es sei 

<Pk(x) = ojI (Il-,x) + 

2 A + n 
F, = U " Gn 

1 —mes(/j) 
mes ( J j ) 

col(Ji;x) (k=\,...,Ri). 

G| bezeichnet die Bildmenge von Hx bei der linearen Abbildung von (0, 1) auf / , . 
Offensichtlich bilden diese Treppenfunktionen ein orthonormiertes System in (0, 1). 
Auf Grund von (16), (17), (18) und (19) ergibt sich durch eine einfache Rechnung, 
daß (20)—(24) für m = 1 erfüllt sind. Es sei /w 0 (> 1) eine natürliche Zahl. Wir 
nehmen an, daß die Treppenfunktionen <pk(x) (k = 1, ..., /?„,„_,) und die einfachen 
Mengen G m ( £ / m ) (m = 1, ..., m0 — 1) schon definiert sind, derart, daß diese Funktio-
nen in (0, 1) ein orthonormiertes System bilden, (20)—(24) für m = 1, ..., m0 — 1 
erfüllt sind und die Mengen Flt ..., Fq (^^[logz w0j) stochastisch unabhängig sind. 

Dann kann man das Intervall Imo bzw. Jmo in paarweise disjunkte Inter-
valle Pu (1 S i i S U), bzw. Qv (1 ^v^ V) zerlegen, derart, daß jede Funktion <pk(x)> 
(1 in jedem Pu, bzw. in jedem Qv konstant ist, weiterhin jede Menge 
fm0^Gm (m— 1, ..., m0 — 1), die nicht leer ist, die Vereinigung gewisser Pu ist. 

3) [a] bedeutet den ganzen Teil von a. 
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Die zwei Hälften von Pu, bzw. Qv bezeichnen wir mit P'u, bzw. mit Q'v, Ql. 
Wir setzen 

<pk (x) = 2 <»z
0
->+*(P'u I X ) - 2 o > Z 0 - ; x) + 

u=1 u= 1 

+ 
1 — mes (/шо) 

L г - к 

(i Vu= 1 
M'Z.-i+kiQ'vl x ) - 2 (OR°-,+k(Qv';x) 

• B=1 mes (/„,„) 

(k = Rmo_l + l, ...,Rmo). Weiterhin sei 

Gmo = ^ U / / ' (« ) ] u ( H U / / ' ' ( » ) j , 

wobei H'(u), bzw. H"(u) die Bildmenge von H,„0 bei der linearen Transformation: 
bezeichnet, die (0, 1) auf P'u bzw. auf P„ abbildet. Offensichtlich bilden die Treppen-
funktionen <pk(x) (k =],..., Rmo) ein orthonormiertes System in (0, 1) und ist die 
Menge Gmo einfach. Aus (16)—(19) ergibt sich durch einfache Rechnung, daß (20)—(24)' 
für m = mu erfüllt sind. Durch Fortsetzung dieser Konstruktion erhalten wir, daß 
die Mengen , ..., Fq+i auch stochastisch unabhängig sind. Das System (<pk(x)} 
und die Mengenfolge {Gm} erhalten wir durch Induktion. 

Wegen (20) gilt 
mes (Fs)= 1/8. 

Aus dem zweiten Borel—Cantellischen Lemmas ergibt sich also, daß mes( Tim Fs) = 1. 
S~* oo 

Auf Grund von (24) erhalten wir daraus, daß die Reihe (2) fast überall divergiert. 
Es sei x d (0, 1). Wegen (16) gilt x£J„, für höchstens ein m, weiterhin gibt es eine 
Indexfolge {ms} ( 2 s - l ^ m s S 2 s + 1 - 2 ; 5 = 1 , 2, ...) mit x$Im (m^ms\ 5 = 1 , 2, ...). 
Auf Grund von (22), (23) und der Definition von /„, folgt hieraus 

1 

-n{Wk)',x) = j 2 Vk(x)(pk(t) k= 1 
A ^ 4 + 4 i m e s ( / J = 4 • 

s = l s = 0 z 

0 
für jedes n. 

Damit haben wir den Satz bewiesen. 
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