Forme triangulaire d’une contraction
et factorisation de la fonction caractéristique

Par BELA SZ.-NAGY a Szeged et CIPliIAN FOIAS é.Bucares.t

Introduction

Soit T une contraction d’un espace de Hilbert § et soient Dy, Dy« les operateurs-
de défaut et D, Dy« les sous-espaces de défaut correspondants:

(0.1) Dy=(~T*T)%, Dp=(-TT, Dy=D;%, Dp=Drb.
La fonction caractéristique de. T est alors définie par '
©.2) O1(1) = [—T+ADr(I—AT*) ™" Dy]|Dy;

~Cest une fonction holomorphe dans le disque unité {2] <1, & valeurs contractions-
de Dy dans Dg«, donc, en bref, {Dy, Dy, Of(A)} est une fonction .analytique
contractive. De plus, elle est contractive pure, cest-a-dire que

1040l <| k| pour tout heDs, h=0

(d’ailleurs, grice au principe de maximum, cela entraine la méme inégaiité en tout:
point 4, |A|<1). Cf. [VIII] ou [A], Chap. VL.

A toute décomposition H =9, & H, de I'espace, engendree par un sous-espace:
9, invariant pour T, il correspond une triangulation

' : _ 1, x
0.3) . T = [ 0 Tz]
de T et une factorisation

©.4) : L 0:(D=0,2)0,(%)

de sa fonction caractéristique en produit de deux fonctions analytiqués contractives.

telles que la ,,partie pure” de O,(A) coincide ') avec la fonction caractéristique "
de T; (i=1,2).

Ce sont une partie des résultats de [IX] (théoreme 1 et proposition 4.3) ou

de [A] (théoreme 7.1), du moins pour des T complétement non-unitaires. On y a.

1) On dit que les fonctions opératorielles {U, A, O4)} et {W, AL, O'(L)} coincident lorsdu’ih
existe des transformations unitaires 7: A -~W et 7, : A, ~ AL telles que O'(1)-t=1, - O(1).
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démontré aussi que la factorisation (0.4) jouit alors d’une certaine propriété
additionnelle, appelée dans [A] ,,régularité”, et que, inversement, chaque factorisation
réguliére de @ (1) engendre de cette fagon un sous-espace invariant pour 7. On
a démontré de plus que méme si la factorisation de ©@(A) n’est pas réguliére, il
y correspond une triangulation analogue sinon de 7 mais du moins d’une contraction
T’ dont la partie complétement non-unitaire est égale 3 7.

Dans [I1X] et [A], la démonstration de ces résultats a été basée sur I’étude de
la dilatation unitaire de T et sur la représentation de Fourier de cette dilatation.

Dans la présente Note on fera usage d’un calcul direct, plutét matriciel. Ce
calcul ne fournit pas de critere pour qu’une factorisation de @4(1) corresponde
a une triapgulation de la contraction T elle-méme (c’est-a dire la régularité de la
factorisation), mais en revanche elle déduit des relations explicites entre ’opérateur
X figurant dans la triangulation (0. 3) et les ‘opérateurs unitaires qui réalisent la
.»coincidence” des facteurs ©,(4) avec les fonctions caractéristiques 0, (1) (i=1, 2).
‘Ces relations ont été. annoncées déja dans [1]. La publication des détails a été
retardée par d’autres préoccupations des auteurs, notamment par leur découverte
de la régularité de la factorisation comme critere de ce que cette factorisation
engendre une triangulation de T elle-méme. Mais bien que cette découverte majorise
-en importance les résultats antérieurs en question, ceux-l1a gardent a notre avis
un certain intérét propre qui justifie leur publication en forme détaillée.

Drailleurs, des problémes semblables ont été étudiés déja par BroDsky—
Liviitz (2] et SMuLyaN [3], mais cela seulement dans le cas des indices de défaut
finis. Nos calculs s’appliquent au cas général. .

Dans le §1 on établira une représentation ,,paramétrique” de l'opérateur
X figurant dans la forme triangulaire (0. 3) d’une contraction. Dans le §2 on déduit
.de la triangulation (0. 3) la factorisation (0. 4) et cela indépendamment de ce que
T est complétement non-unitaire ou non. Finalement, danssle §3 on étudie le
probléme inverse; en partant d’une factorisation de la fonction caractéristique
d’une contraction complétement non-unitaire 7, on construit une triangulation
-correspondante sinon de 7, mais du moins d’une contraction 7° dont T est la partie
.complétement non-unitaire.-

§ 1. Forme triangulaire d’un contraction

1. Supposons que 7 est une contraction de |'espace -de Hilbert $ et que 9,
-est un sous-espace de &, invariant pour 7. Le sous-espace orthogonal complémentaire
9, est alors invariant pour T*; T et T* prennent, en correspondance'a la décomposi-
tion H=9H,PH,, les formes matricielles

1, x . [+ o
T‘[o Tz] et T _[X* T

ol T, =T|9,, T,=(T*|H,)* et ot X est une transformation (linaire bornée)
de $, dans $H, et par conséquent X* une transformation de $, dans 9,. T, et T,
sont évidemment des contractions. De plus on a

(1. 1) Va2 = Thall? =11 X)) + 1 Ty )| (h,€9,),
A2 =0T 02 =1 TEh 121X R 02 (h €D)).
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Convenons des notations simplifiées suivantes pour les opérateurs de défaut:
D pour Dy, D, pour Dy«, D; pour Dy, et D,y pour D,* (i=1,2); les sous- espaces
de défaut correspondants seront desngnes d’une maniere analogue -
(1. 1) entraine :

(122) - N Xh | =Dohyll (h€92) et | X*h||=]D 1*h I h€9).

En vertu de la seconde de ces meoalltes la transformatlon N déterminée par la

formule
(1. 3) ‘ X*h1=ND:*h_1 (h,€9))

-applique D%, dans $, linéairement et n"augmente pas la norme. Par conséquent,
N s’étend par continuité a D, , et devient une contractionde D, dans H,; N* sera .
alors une contraction de $, dans D,4. : .

Cela étant, nous définissons par.la formule

(.49 © LD,h;=N*h, (h,€9,)

une transformation L de D,%, dans D,,. Puisque D, et N* sont linéaires, on pourra
affirmer que L est univoque et linéaire dés qu’on montre que D,h, =0 entraine
N*h, =0.0r, D,h, =0 entraine, en'vertu de la premiere des inégalités (1. 2), Xh, =0,
d’ou- il s’ensuit

hy LX*9) = NDxHy, N*hy LD 9y,
donc o
(1.5) N*hy 1 Doy,

Les valeurs de N* étant toutes comprises dans D4, (1. 5) entraine N*h,=0.
Ainsi, on sait déjd que L est une transformation linéaire de D, $, dans D,..
On va démontrer qu’elle est aussi continue, méme une contraction.
Notons que par (1. 3) on a X*——NDl*, d’ou X =D 4N*; vu (1. 4) cela entraine

(1.6). ’ X= DI*LD7,
comme T%D =D, T%, il sensuit .
(1.7 ‘  THX=D,THLD,.

Pour- h=h +h, (1116331,/1265)2) on aura

IDRI2 = WA2 — IThI> = (Vo2 + Wagl®) = (I g + Xhol? 4 T3 2||2) =

= 101> = IT Ayl + U | = T2 hyll2 — 2 Re (T by, Xip) — 1 X, |12,

donc, grace a (1 6) et (1.7), .

|Di?| = 1D, hy|2+ Dy byl —2 Re (hy, Dy T LDy hy) — | Dy LD, Iy =
(1.8) Yy = 1D A2+ 1D 1|2 —2Re (D Ay, TELD hy) — LDy o2 + \TFLD, 1, |2 =

= ||Dyhy ~TF LD, hy||?+ [Dy 1,||2 — |LD, by |2
En posant g1=D1l.11,g2=D2‘/12,v0n obtient de (1. 8):

1.9 CLg P =g+l g — TELg,2
Or,on a : } I
TTLgZZTTLDzhz ZT?(N*hZeT)lkDI*CDl,
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donc en choisissant g,;=D,h,,—~ TfLg, il résulte |Lg,|?>=|g,ll%. Par conséquent
L s’étend par continuité & une contraction de D, dans D,,; L* sera alors une
contraction de D,, dans D,. : '

2. Le résultat obtenu admet une réciproque. Notamment, si ’on se donne
arbitrairement une contraction 7; dans un espace de Hilbert $,, une contraction
T, dans un espace de Hilbert $, et une contraction L de I espace D, = D, 532 dans
espace D,x= D59, , la transformation T de Sj H,® 9H,, définie par la matrice:

¥
T:[gl Tz] ol X =D, LD,,

sera une contraction de 9.

_En effet, faisant usage de nouveau de la relation T7D,,=D,Tf, on obtient

L TChy @h)I? = I Ty by + Xl + 1| Tyholl? =
= | T1h1“2+2 Re (Tlhl > Xh2)+||Xh2”2+|| Tzhznz =
= | T hl1*+2 Re (D hy, TYLDy hy) + LDy hy||* — | TYLD, by || + || To by =
= [Ty 1> = 11Dy Ay — TYLD, ho||* + 1D |12 + I LDy by | > + (| Ty || =
S Th 12 + 1D, A2+ 1D, a2+ I Tl = 2+ 1ol = by @ byl

Ainsi, nous avons 'démontré le suivant

Théoréme 1. Pour que la transformation linéaire

o 7.
“lo 1,

de I'espace de Hilbert =, B 9, soit une contraction il faut et il suffit que T, et T,
soient des contractions de 9, et ), , selon les cas, et que X soit de la forme X = D,, LD,
ou L est une contraction de D, dans D4, d’ailleurs quelconque.

3. Si T est complément non-unitaire, il est manifeste que T, et T, le sont aussi.
Par contre, T, et T, peuvent étre complétement non-unitaires sans que T le soit aussi.
Un exemple simple est fourni, dans I’espace $ ==/? des suites numériques bilatérales
{xi}-=, par la translation bilatérale T{x,}={x,.,} et le sous-espace §,, invariant
pour T, des vecteurs tels que x_; =x_,=...=0. H,=HOH, est alors constitué
des vecteurs tels que xy=x,=...=0. T, =T|$9, est une translation unilatérale
et T, =(T*|$H,)* est ’adjoint d’une translation unilatérale, donc T} — O et T5 —O.
Ainsi, T, et T, sont complétement non-unitaires, tandis que 7T est unitaire.

Voici une condition simple sur 'opérateur de ‘“‘couplage” L qui assure que T
soit aussi complétement non-unitaire:

Pour Ty, T, complétement non-unitaires, T sera aussi complétement non-unitcire
. 8i L est tel que

(1. 10 - ILgol <lgall, [L*gll<llg:ll pour g,€D,9H,, g,€D1»9H,

. (2#0, g,#0),
donc en particulier si {L| <1.
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A cet effet, observons d’abord que, en vertu des formules précédant le théoréme
-1, Téquation |Th| = |4l pourun h = h,@h, entraine |LD,h,|| = |D,h,||. et

D —T{LD,h, =0, d’ou, par (1.10), D,h, = 0 et par suite Dh, =0, Xh,= "
=D LDyh, =0, Th = T;h,®T,h,. Lorsqu’on a |T"h| =|All pour un h et pour
n=12, ..., il s’ensuit successivement: 7"h= T;'hIEBTﬁ'hz, DTth, =0, D,T5h,=0
(n_O, L. ), dou||Trhll =T h| (n=0,1, ...; i=12). Lorsqu onade plus, pourle
méme /, ||T*”h1|~|lhl| (n=1,2,...), on dedmt d une maniére analogue les mémes
égalités pour TF au lieu de T; (i = 1,2) et par conséquent on a, dans ce cas,
,||T‘."hl.[;=-§|hi||=||T;‘"hi|l. (n=1,2,...; i'=1,2). Cela entraine ;=0 (i=1,2), donc
h=0. Par conséquent T est complétement non-unitaire.

§ 2. Factorisation de la fonction caractéristique engendrée'
par une triangulation

- Soit T= [g‘ )7{] une'contraction de ’'espace H=9H, D H,, avec'X=D1*LD2.
2

Nous allons rechercher les relations entre les fonctlons caractéristiques de T, T,
et T,. c'est-a-dire les fonctions

{D,Ds, 0:(D}, {D(, Dis, O, (D} et {Dy, Dy, Or, (D).
latroduisons aussi les opérateurs ' '
DL-: (Inz'—‘L*L)i, DL* = (],Dl*_LL*)% .

et les sous-espaces de défaut correspondants

. QL = DLQZ’ DI,* = D,}Dl*.
On déduit de (1. 8): : -

@ | | DA = | Dy hy = T{LD, k|12 +|[ Dy Dy by
Puisque - : :
2.2) TiLD,h, € THD D,

et ‘

(2. 3) ' D, D,h,eD.D,,

la formule , _

2.4) . oDh = (Dyh,—TXLD i) ®D, sy (hy €5y, hy€Hy h=hy @hs)
définit, en vertu de (2. 1)—(2. 3), une applica.'t‘ion‘isorﬁétrique o de D$ dans I'espace
2. 5) ' o S=D,0D,; '

o s’étend par continuité 2 une application isométrique de D dans 6 Montrons
que o applique ® méme sur S. Cela s’ensuit d’une part de ce que

oDh, =D h, ®0 pour h=h€9,,
d’autre part de ce que, pour A, fixé arbitraire, '

- aD(h" +hy) - 0B D, Dyhy (n—oo)
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si la suite 41" €9, est choisie de la sorte que .
"Dh” ~TFLD, by (n =),

ce qui est possible en vertu de (2. 2).

Des résultats analogues peuvent €tre obtenus pour D, au lieu de D. Au lieu
de répéter tous les calculs, on y arrive plus snmplement en observant que, lorsqu’on
donne le rdle de T a4 T*. la situation sera inaltérée si en méme temps on échange
les roles des sous-espaces $,, 9, et.on remplace T, par 7%, T, par T¥, et L par L*.

De cette fagon il résulte que la formule :

O'*D*/:’ = (“TzL*DI*III +D2*112)®DL*D1*/11
(2.6)
(M €Dy, €9, h= /7139/72)

définit une transformation isométrique o, de D,$ dans
(2 7) . ’ 6*=DZ*®®L*>

qui s’étend. par continuité & une transformation unitaire de D, sur C*
On peut écrire (2. 4) et (2. 6) aussi sous la forme

°

. D, ~T1LD2] [/1, =T, L*Dyy Doy hy
) = D =
(2 8) | oDh [0 DL Dz 172 > (2 *h DL*Dl* 0 h2 )

' , . [k,
ou [ ] =h @®h, = h.
A h,
Pour calculer la fonction caractéristique de 7, notons d’abord qu’'une matrice

de type [2 g], aux éléments opérateurs dont ‘4 et C sont inversibles, est aussi
A 0] [ At 0}
: B C|] " |-C-'BA~' CT)
H s’ensuit pour {A|<1:. '

. =it o i -1, —-Xx ]
(= A7) I(H_T)_[—AX* 12—)&T§‘] [ 0 AIZ—TJ“
(2.9) ‘ oo
N [(ll—lTi‘)“(Ul—Tl) —,=ITH'x ]
- AQL=Ty) —AX+ (= 2ATH (U, —T,)

inversible et

au
= [, = AT~ AX*(I, = AT~ 1.

Nous ferons usage de la formule
2. 10) Or(MD = DI ~ATH'(AU~T)  (D=Dy, Dy=Dyp)

pour la fonction caractéristique de T, et de la méme formule pour T, et Ty; ¢f [VHI]
(2. 3), ou [A] Chap. VI.
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En-désignant par M la matrice au dernier membre de (2. 9) et par N la matrice-
[—TZL*D,* Dss |
DDy ol
il dérive de (2. 8), (2.9) et (2. 10) que
040 () Dh=0,D,({—AT*)"'"(A{ — TYh=N-M#. _

Calculons le produit matriciel N-M. Pour le terme de rang 11 nous obtenons:
—To, LD (I, = 2T~ YAl —T) + Dy (I, — ATH) -1 AX*(I, — AT~ YA, - T =

' = [T+ 2D (1, = AT%)" ' D) L* Dy (I, — AT~ (A, = T)) =

o = 0r,(WL*Or,()D,,
et pour le terme de rang 12:

Ty L*D (I, — AT~ X — Dy (I — ATE) -1 AX*(I, — ATH ' X +
, + D3, — AT V(A —T,) =
= [Ty + ADyuly = AT$) =1 D) ¥ Dy (1, — ATH)~' D1y LD, + |
' + Dy (I, — AT%)- LAl — T,) =
w= — Op,(DLXD (I, — ATH" 1D1*LDZ+0TZ(/1)D2 =

= Op, (D [~L*Dyy (1, = AT) ' D1y L+ I, D,.
Or, on a
Dy, = ATH)™'D|Dys = Dylly + AU, —ATH) 7' THID 4| Dy =
= [, =T\ T{+ DI, —AT}H)~'D, T]|D,,
d’ou . : o :
(.11 Dy (I, —ATT) 7 'D 4 |Dys = [/ _FQTI()“)Tik] !D_x*-
Donc le terme de rang 12 est égal a
' @Tz(/l)[DZ—L*O,l())T*L D,.

Le :terme . de rang 21 est évidemment egal a DL*@Tl(i)D, Finalement, pour le
terme 22 on obtient, grace a (2. 11), :

— DDy, = ATH 1Dy LD, = —Du[ll+@f1u>rﬂLDZ =

=—D3O0p (WTYLD,— LD, D,.
Ainsi, on aura

O,(N)Dh =
B [@.,2(/1)L*(9T,(A)D1 ~O5,(WL*Op (WTLD,+ O () DD, /11] '
" D05, ()D; —DL*@Tl(/I)T*LDl—LDLDz

hy
La malnce obtenue se factorise en ‘

| [@“U‘)L*Onw OO [ TR,
DL* OT‘I (/{) . _L 0 DL_DZ ,
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-en désignant le premier facteur par Q(7) et en rappelant (2. 8) on aura donc -
O (2) Dh=Q(A) o Dh.

‘Comme les éléments de la forme Dh sont denses dans D, qui est le domaine de
définition de @;(1) ainsi que de g, cela entraine

0,0 ()=Q2N)o.
JPar conséquent _
0.0y o™ = Q%)

ou Q,(4) désigne la restriction de Q(1) 3 €=, ® Dy, donc .

_[on@Lron() 6,0
QO(/_{)—‘[DL*QT,('{) 2

ol indique la restriction 3 D, . D’ailleurs cela s’écrit aussi sous la forme
0 L

_fér,0) 0] [, 0]
QM) = [0 ID,_*]CO [0 Is,
-ou .
L* [DL']O]
@12 i —I[Lo |
Ce facteur w est une application unitaire de I’espace
- P=D«OD,L
sur l'espace
' P =D, DD,

Pour démontrer cette assertion, observons d abord que pour p=u €Bv WED 4, V€D
on a .

dwpll* = | L*u+Dyofi® + || Dy — Lo||? = ,
= |IL*ul|? +2 Re (L*u, Do)+ | Dyoll2 + 1| Dpsul> —2 Re (Dpou, L) + | Lo|* =

= Jlull + Jjojf?
parce que ‘
I L*u|? + | Dpasli> = Yfull?, §Dpoll> +ILol> = ol LDy = DypsL.
~Comme de plus on a
L*u+Dpwel*®,+ DD, CD,
- et?) : .
.D,*u—LvEDL*i),*—FLDLCDL*, . ’

il résulte que w applique B isométriqguement dans P’. Soit p’=u" BV €P’, orthogonal
a 0P, donc tel que

0= (u L*u+ D)+ (v, D,,u—Lv) (Lu + D0, u)+(DLu —L*', v)

2) Notons que LD, =LD.D: = ID.D: = DirLD; © D+ Dis = Dex.
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pour tout u@vEP. Puisque

Ly +.DL*U ELbz +DL*DL"‘CDI*
et 3) v
Dy’ —L* € D,D, + L*DaC Dy,

cela entraine Ly’ + D" =0, Dy’ — L¥v" =0, donc _
w = Diu + L*Lu' = Dy(L*0')+ LX —Dp’) = (D L* — L*Dp)v’ = 0,
- v = D}’ +LL* = —DyLu’ + LDy’ = 0, '
p’ =@ =0 .

Cela prouve que P =P’
Ainsi, nous avons obtenu le suivant resultat

Théoréme 2. Soit T= [0 T] une contraction de lespace H=9H,99,,
2

avec X = Dl,kLD2 Les fonctions caractéristiques des contractions T, T, et T2 sont -
alors reliées par la formule de factorisation:

Or,(A) O or (1 O
O.(4) = [ @l In, o
ot 0, 0y, @ sont les transformations unitaires constantes
g. . —’Dlebl, O'*' D*"’Dz*@bL*, . QI*G;QL_)EZQDL*!

déterminées par les formules (2:8) et (2.12). En particulier, le terme @ix,2 de la
matrice de w est égal a L*.

IDL*

§ 3. Triangulation engendrée par une factorisation
de la fonction caractéristique

1. Le théoréme 2 admet la suivante réciproque:

Théoréme 3. Soient T,, T, des contractions dans les espaces 9,,9,, et
soient {D,, Dyy; Or, M}, {Dy, Daw, Oy (A)} leurs fonctions caractéristiques. Sup-
posons qu’il existe des espaces &, & et une transformation unitaire

: :D*@Q)’—*:Dz@g’*, ‘
tels que la fonctton analytique contractive {D;®F, 332*63‘8*, O(1)}, définie par

’ : _Jen» o ] Or,(}) 0]
ev o= [@ P Lu[0r® 7,
soit pure. Il existe alors une contraction T dans H,D9,, de la forme
T, X
T= [0 T,)’

dont la fonctton caractéristique coincide avec O(X); on peut choisir X=D,, LD,
o L=Py, o*|D,.

3) La relation L*D+ ¢ D, se démontre tout comme celle analogue LDy © Drx.
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Démonstration. Soit i

ok = L M
T IN K

la matrice de w* comme transformation (unitaire) de D, D Fx sur D, HF; L est

donc une contraction de D, dans ZD,*, M est une contraction de ‘3'* dans D,
(et par conséquent M* une contraction de D, dans &), etc. Posons

(3.2) ' 3 = FOND,, 3* = LJ‘*ei\’f’kbwz

et soit fi € F4. On a alors Mfy =0, donc w*f, =Kf, et par suite || x|l —llw*f*||_
=|Kfxll, d’ou, comme IIKIISI '

Posonsf Kfy; comme f} € &y, on afE R d’ou
||f||_2 = llwf? = |N¥)2 + | K*f]2.

D’autre part, on a f=KK*f, d’ou || f| =|IK*/|. On conclut N¥/=0, d’oi /1 ND,
et par suite /€ F . Donc w*Fi(=KF:) <& . On montre de la méme maniére que
oF C Fi. Ces deux relations entrainent que oF = F. -

Soitf’E&’. Comme § < § et oF =Fi < F4, on déduit de (3. 1) que @A)f'=
=wf’, donc @A) f'I=/] ([A]<1), en particulier | Q)f'|=|f"]l, d’ot f'=0
parce que O (4) est une fonction contractive pure. On a donc {§ = {0} et par suite
Fi=0F ={0}. Vu (3. 2) cela entraine

(3-3) - N, =§ M¥D, =

Attachons au terme L de la matrice w* les opérateurs et les sous-espaces de
défaut comme dans le paragraphe précédent. Pour # €D, nous avons

lul®> = llo*ul? = |Zul? +|Nul?>, dou [Dpu|® = || Nul}>.

La transformation Nu—D,u (u€D,) est donc isométrique et se compléte par suite
a une transformation unitaire

Y: NDZ = 3 - ‘DLDZ sz.

Oni a donc YN=D,, N*Y*=(D y*=D,, N*=N*Y*Y=D,Y et par conséquent,’
en désignant par [ ], toujours la restriction a D, , . :

(3. 4) | N*=[D]oY.

Donnons le role de @ (1) a @~ ()= O (1)*, quiestaussi une fonction analytique
contractive pure, et considérons la relation qui dérive de (3.1) pour @~(1); il
résulte par les mémes raisonnements que ci-dessus qu ’il existe une transformatlon
unitaire

Z: 3* - DL*
telle que :
3.5 ZM*=D,«.
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Posons K, =ZK*Y* (3.4) et (3.5) entrainent

_[L* N+ [+ DY
=M+ k¥ T |z'p. 2ok, Y)

Dz[fm 0], C:[Inz o], -@Z[L* [DLL,]’»

d’ou, en posant

0O Y Dy K,
il résulte, ..
'lw = {*dv.

Notons que vet { sont des transformations unitaires,
I D]*@%" QI*EBQL, - C: 32693*_' $2®DL*;

il en résulte que @ est aussi unitaire,

AN

D :DI*GBDL - D, DDy,

Le terme 12 de la matrice de @*@ doit donc étre égal a O, c’est-a-dire que pour
tout ue®;, on a
L[DL]ou +DL*K1H =O

Comme L[DJou=LDyu=D;«Lu, cela entraine Dp(Lu+ Ku)=0; vu aussi que -
Luc LD, <D+ et Kju=ZK*Y*u¢ D, donc Lu—i—K,uEDL*, on conclut que
Lu+ K,u=0. Cela fournit : '

K ="=I[L.

Les transformations v’, " définies par

r_ Il‘:z* 0 [ Inl.o
C‘[o z] et “‘[0 Y]

sont évidemment aussi unitaires et on a

0:() 0] _[enm o or() 0] [enm o] ,
8 A B R RS P L B e S

L L

Ainsi, ‘nos résultats se résument sous la forme

N , o l0n® 0] .[e.,k o]
©-6) C'@()”)'v*_[ 0 Iw]w[ 0 Ip,]
ou . ) . ‘ - ]

. L Lx [DL]o]
@7 | “’"[DL*- —[L))

~ Cela étant, envisageons la contraction T suivante dans H:199,::

T = [2 ;};] ol X.: Dy LDy,
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avec la contraction L que nous venons de faire dériver de w. En vertu du théoréme 2,
O.,(2) est égal a la fonction figurant au second membre de (3. 6), donc coincide
avec O(4).

Cela achéve la démonstration du théoréme 3.

2. Partons maintenant d’une contraction complétement non-unitaire (c.n.u.)
7 dans un espace de Hilbert § et d’une factorisation

0:)=0,()0,) Q

de sa fonction caractéristique en produit de deux fonctions analytiques contractives.
Soit T; une contraction c.n.u. dans un espace 9,, teile que @, (1) coincide avec
la partie pure de @(2) (i=1, 2). (Telle contraction T existe, ¢f. [VIl], théoréme 2,
et [IX], proposition 4.2, ou [A], Chap. V1) Il s'ensuit que On(1) coincide avec
un produit de la forme (3. 1), w étant un opérateur unitaire. Appliquons le théoréme
3. il résulte qu’il existe une contraction

. [, x
(3. 8) _T_[O T]

dans I'espace ' =9H, B N,, telle que O,.(1) coincide avec @,(1). La partie c.n.u.
de T est alors unitairement équivalente & T (¢f. [VIII], § 2.2 et théoréme 3, ou [A],
Chap. VI). Il ne restreint évidemment pas la généralité de supposer que: H' D $H.
Ainsi, nous avons obtenu le suivant corollaire du théoréeme 3 (¢f. [1X], p. 300, note
16 en bas):

Soit T une contraction c.n.u. dans un espace de Hilbert © et soit Op(l)=
=0,(NO (L) une factorisation de sa fonction caractéristique en produit de deux
Jonctions analytiques contractives. 1l existe alors une contraction T’ dans un espace
de Hilbert &' =%, ayant T comme sa partie c.n.u. et admettant uné triangulation
(3.8), ot Ty, T, sont des contractions c.n.u. telles que ©;(4) coincide avec la partie
pure de ©,(2) (i=1,2).
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