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1. Introduction et théoréme

Soit 4 un opérateur (linéaire borné) dans I’espace de Hilbert A. Une famille
{H(2)} (0=1=1) de sous- espaces de H sera appelée une échelle coatinuz dz sous-
espaces muartants pour A si elle vérifie les sulvantes conditions:

(monotomte ) H@O)={0}, HMcCHW O=i<y=1l), H(1j=H;

(continuité:) | H(x) = H()) (©O<i=l), | Hw = H@H ©O=i<l);
<2 Coa<i

. AH(W)CHG) (0=i=)).

En désignant par E(4) la projection orthogonale de H dans H (4); ces condltlons
veulent dire que {£(A)} (0=A1=1) est une famille spectrale continue dans H tetle
que AE(A)=E()AEQ) (0=i=1). :

Il y a un nombre d’intéressantes recherches concernant les opérateurs 4 qui
admettent telle échelle de sous-espaces invariants; ¢f. GOHBERG—KREIN [1] et la
littérature y citée. Mais il n’existe pas de critére général maniable qui permette
de décider si un opérateur donné A4 admet ou non telle échelle de sous-espaces
invariants. Il est manifeste qu’on peut se borner a 1’étude des op3irateurs de norme
au plus égale a I, c’est-a-dire a I’étude des contractions de H.

Dans cette Note nous nous proposons de démontrer le suivant

(invariance:)

Théoréme. T étant une contraction quelconquﬂ de lespace de Hilbert 9, on
y peut ajouter orthogonalement un opérateur unitaire V d’un espace de Hilbert ',
de sorte que opérateur A=T OV de Pespace H=9H D D" admette une échelle continue
de sous-espaces invariants. V peut étre choisi comme somme orthogonale d’une infinité
dénombrable de répliques d’une dilatation unitaire quelconque de T. ') ‘

1) Un opérateur U dans un espace R(:ﬁ) s’appelle une dilatation de 'opératzur 7 de £,
si Pon a T"h=Pq U"h pour heHetn=0,1,..; & désigne la projection orthogonale de & dans 9.
Ces conditions sont ¢videmment equnvalentes aux suivantes:
(Trhy, h2)=(U"hy, h2) (hy, €D n=0,1,.. )

Toute contraction T admet une dilatation unitaire U; cette dilatation est minimum lorsqu’on a de plus

oo

f= V s

n= — oo
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On sait que si la contraction T est complétement non-unitaire, elle admet
comme dilatation un opérateur unitaire U & spectre absolument continu, méme
un opérateur U qui est une translation bilatérale de multiplicité =8,-dim 9. 2)
Il s’ensuit le suivant : :

Corollaire. Pour T complétement non-unitaire, I'opérateur V du théoréme -
peut étre choisi comme une translation bilatérale, de multiplicité égale a 8o-dim 9.

2. Deux lemmes

La démonstration du théoréme sera fondée sur le suivant

Lemme 1. Soit T une contraction de I'espace © et soit W un opérateur unitaire
d’un espace R, unitairement équivalent & une dilatation unitaire de T. 1l existe alors
un sous-espace L de H @O K’ invariant pour TH W et tel que, en désignant par P, la
projection orthogonale sur L, on ait

1
a |PLHZ = - W12 pour  hES.

On aura besoin aussi du sulvant

Lemme 2. Soit T une contraction dans $ et soit M un sous-espace semi-invariant
pour T, cC'est-g-dire de la forme M=9H,09, ou H,, H, sont des sous-espaces in-
variants pour T, H,CH, 9. Posons Ty= PyT|M ou Py désigne la projection
orthogonale de 9 dans M. Toute dilatation unitaire U de T est alors une dilatation
unitaire aussi de Tay. :

Démonstrations.

(Lemme 1:) Soit U la dilatation unitaire de T (opérant dans un espace K O H)
a laquelle W est unjtairement équivalent; on a donc U=1tWz~! ol 1 est une

oo

application unitaire de & sur K&. Posons &, =V U"H. En désignaAnt par Pg la
) . i

projection orthogonale de & dans %, on aura

PgU-Uh = P,;,U;'+1h =Trtlh=T.T"h = TPsU"h
pour 1€$H et n=0,1,...; il en dérive
A PgUk=TPgk ‘pourtout ke¢SK,.

Cela étant, env1sageons I’ensemble, ev1demment linéaire, des éléments de HOK
de la forme
{Psk®1 7k kel }

II est manifeste que si § est séparable, I'espace R de sa dilatation unitaire minimum est aussi
séparable. — Pour ces questions nous renvoyons le lecteur p.-ex. au livre [2].
Notons que /e théoréme et sa démounstration subsistent aussi pour des dilatations non-unitaires.

%) Cf. p. ex. [2], théoréme II. 7.4.
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et soit L I'adhérence de cet ensemble. Puisque
To W)(P,:,keat‘lk) TPk Wr—lk = PsUk@T_lUk (kes,)

et que UR+ c 8, on conclut que (T W)Lc L
Montrons que
@ PL(IIGBO) h@r"l(lh) (heD).

~ En effet, comme SjcSh, il est évident que I’élément au second membre de (2)
appartlent a L. D’autre part, la différence

(h®0)— (@1 (3h) =2h @7~ (—3h)
est orthogonale 4 L puisque, pour k€K,

Lh@1-1(—3h), Pok@®T-1k)=3(h, Pgk)+(c=1(—1h), - 1k)=

= %(h k)+(— %h, k) = 0
Cela prouve (2), d’our 'on conclut . _
1P, (R@O)? = |2 + [~ (A2 = A2 + HIAl2 = Ilhll2

‘Puisque ADO s 1dent1ﬁe ah, cela fourmt (1.

(Lemme 2:) Comme §, et H, =9, ® M sont invariants pour T la decomposmon
=H, OMON (on N=HOH,) engendre pour T la triangulation

: T-Sl' * *
T={0 T, %
0O O Ty

11 en découle ‘

Tg, * %
T"=10 Tg *| (n=0,1,..),
o 0 Tg :
d’ou
0 0 : : -
PuT" | h| = |Tomh| (heM;n=0,1,..)."
: 0 0

Par conséquent on a PyT"|9 = Ty. Cela entraine
(T‘.'l;?hl > hz) = (PuT"h,, h,) = (T"hu hy) = (U"h;, hz)

pour Ay, h, €M et n=0, 1, ... . Cela prouve Cjug U est une dilatation aussi de Tgy.
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3. Démonstration du théoréme

Convenons de désigner par 4, et 42 (n=0, 1, ...) les ensembles des nombres
de la forme j/2" (avec j entier), contenus dans lmtervalle fermé [0, 1] ou dans
Pintervalle ouvert (0, 1), selon les cas. Posons 4= {J4, et 4°={J4?; 4 et 4° sont

n n
donc constitués de tous les nombres dyadiques rationnels conténus dans [0, 1]
ou dans (0, 1), selon les cas. '
Soit T la contraction donnée dans $ et soit U une dilatation unitaire de 7.
A chaque o€ 4° attachons un opérateur U(x) dans un espace K(a), tel que U(x)
soit unitairement équivalent a la somme orthogonale d’une infinité dénombrable
de répliques de U:

3) U@~UsUsUs....
Envisageons P’espace
@ - H=98[® K@)
a€A°
et son opérateur
(&) 4= TGB[%}%OU(oc)].

(Les espaces $ et K(x) se pléngent dans H comme des sous-espaces de celui-ci.)
L’opérateur .
© - Us=U[D U(a)]

a€a®

est alors une dilatation unitaire de 4. L’ensemble 4° étant dénombrable, il s’ensuit
de (3) et (6) que U, est unitairement équivalente a la somme orthogonale d’une
infinité dénombrable de répliques de U et par consequent unitairement équivalente
a chacun des opérateurs U(x).

Nous allons construire, pour chaque valeur de »#(=0,1,...), un systéme
{H(®): 2 €4,} de sous-espaces invariants pour A; la pI'Ojchon orthogonale de
H dans H,(«) sera désignée par E,(x).

Nous commengons par définir ]e systéme de rang n=0 en posant

@) Ho(o) {0} et Ho(1)=9,7)

puis nous procedons par récurrence en 1.
Supposons que le systéme de rang n de sous-espaces invariants soit déja défini
et supposons de plus qu’il vérifie les relations :

(8), H,(0)cH, (;")CH,,(j,) ...cH,,(2n2,l 1)CH (D
g)n ' H,0) = {0}, H,()= 5@[,,@,.,9(/3)]'

Nous construisons alors le systeme de rang » 41 de la maniére suivante.

"3) Ona AH="T.
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Tout d’abord nous dedulsons de (8), et (9), que les sous-espaces H,(«) (ocEA,,)
sont orthogonaux aux sous-espaces $(5) avec 3¢ 42; 4y ainsi, la définition suivante
est possible:

a0y Hyn@ = @0l & SOl (@ed,).
e

Puisque H,(x) est invariant pour A et que les sous-espaces Q(5) méme réduisent 4,
on conclut que H,, () est aussi invariant pour 4. De (8),, (9), et (10) il dérive
d’une maniére €vidente qu’on a '

| . 2 2"+ 1
B+t Hn+1(0)CHn+1(_27) CH»+1(7]C-~-CH"+1 ( ; ) H,. (1)
et : ‘ : '
n+1 - H,; 1 (0) = {0}’ H,,.(1) =90 EBO KB
PEAn 41

I’apostrophe indique qu’il ne s’agit encore que des points de 4,.

Afin d’étendre cette définition aux points de 4,.,\.4,, nous envisageons deux
points voisins quelconques de 4,, o, et f3, (oc < B, et soit y,,, =%, +,). On
déduit de (10) que .

(11) n+'1 (ﬂn)eHrH-l(ah) = [Hn(ﬁn)eHn(an)]@R(Yn+1)'
Posons : o 4
. (12) A (’y"-i- 1) = [En(ﬁn) - En(an)]A }[H'n(:Bn) eHn ((1")].-

1l s’ensuit du lemme 2 que toute dilatation unitaire de A est aussi une dilatation
unitaire de A4(y,.,). Par conséquent A(y,,,) admet une dilatation unitaire qui
est unitairement équivalente & U(y,,,). Ainsi, on peut appliquer le lemme 1 a.
I'opérateur ,

13) : : AWrs DB U0s1)

de I'espace (11). 1l résulte qu’il existe un sous-espace L(y,, ) de cet espace, invariant.
pour Popérateur (13), et tel que , .

a4 1Py P> =342 pour heH,(B,)O H,(x,);

~ (14) entraine évidemment aussi

(15) b= Prgy,, oflIZ =311 pour i€ H,(B,)O H,(,).
Cela étant, nous définissons: o |

(16) Hy (Yas 1) =Hys 1 (0) © L(Yus1)s

Porthogonalité des deux termes au second membre résulte de la relation L(y,.,) <
H, . (B)OH,. (). De cette relation et de (16) on déduit aussi que

(17) [-[n-i-l(an)c +l('yn+l)C m—l(/}n)

>

4 En effet, Ha(x)c Ha(1) et H.(1) L KR(5) pour 6¢49.
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Montrons que H, . ,(y,4,) est invariant pour A. Vu que H,, (a,) est invariant
pour A4, il n’y a qu’a montrer que

-(18) _ AL(Ype ) S Hyiy (Vs r)-

Puisque L(y,+,) est un sous-espace de lespace (11), tout élément /€ L(y, ) s’écrit '
sous la forme /=h+k ot he H,(B)O H(x,) et kER(y,s,), dout Al=Ah+ Ak.
‘Comme Ah€AH,(B,)cH(B,), il s’ensuit

Ah = E(B)Ah = E,(0,) Ah +[E,(B) ~ E, ()] Ah =

€t par conséquent : .

Al = E, @) Ah+ A(yor Yh+ Ak = E@,) Ah+[A@0s ) D U (s L.

Vu que E(a,)Ah€ H (a,)C H,,(2,) par (10); et q‘ue L(y,.,) est invariant pour
A(Va+1)D U(yn+4), on conclut que

AlEHn+l(“)®L(Vn+l) = n+1())rl+1)'

.ce qui prouve (18) et acheve la démonstration de ce que H,,,(y,+,) est invariant
pour A. ,

Lorsque a,, 8, parcourent les couples des points voisins dans ‘4, le point y,,,
" parcourt 4, ,\4,. Ainsi, on a défini le systeme complet {H, . («): a€4,,,} de
-sous-espaces invariants pour A; en réunissant les résultats (8);,, et (17) il s’ensuit
-que ce systeme vérifie les relations (8),., et (9),+.

De cette fagon, la définition par récurrence est achevée, et les relations (8),
et (9), sont établies pour- tous les n. '

Convenons des notations suivantes:

H,(, &) = H@)OHW),  Ef, o) = EL)— Efa)
pour o ,a"€4, (o' <a”).
11 découle de (11), (16) et (17) que
u+ l(an: VYn+ l) = L('Y,,.*. l) -
n+1 (Yn+ 1> ﬂn) c Hn+ 1(“/1, ﬁn)
<t de (14) et (15), que o
1Ens 1 s> Yue )12 = IIPL(M,ihlIZ} 1 Loz
NEw+ 1 (Vnr 1> BIAN? = |h—Prg,, ., 12

pour k€ H,(a,, B,). En désignant par (a,,, B.+) 'une ou 'autre des deux moitiés
-de Pintervalle (e,, ,), on a donc .

(19) Hn+ I(an+ 1> ﬂll+1)CHn(dns B”)EBR(‘%((X"'*'B"))
€t

(20) Eys 1 @nsys Buw DAIZ =3 A2 pour heH,(a,, B,

}H',,((X,,, ﬁn)@ﬁ(yn-f- 1): .

i
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Soit (&g, fo), (oy, B1)s - ' (oc,;, B.), ... une suite d’intervalles, chacun desquels
est Pune des deux moitiés du precedent oo =0 et ﬁ(,:l Grace aux relations ré-
currentes (19) et (20) on a pour 0=r<s

1) - H (o, B Hy (2, B) D S,
Qu - .

=8 K036+ )
et )

Q2 NEo, B - Erv1 (s Bos)Bl2 = 2052 pour  he H,(x,, B,).
“De (22) il dérive aussitot _ '
(23) IEs(ass Bs) - En(ay, BRI = 22| E, (Otr,/f,)hll2 =2 S||h||2

pour h€H quelconque et pour r<ys. ’

Soit he H,(1) et soient p et ¢ des entiers tels que n=p <gq. Puisque H,(x,, ,)C
Cc H,(B)c H,(1), il dérive de (21) (pour r=n et s=p) que h— ,,(ocp, Byhc
CH(I)EBS‘,,I,, I'orthogonalité des deux termes du dernier membre découle de
(9),,., Par la méme raison, H,(1) est orthogonal aussi & & ,,, tandis que ’orthogonalité’
R, L], sensuit de la définition des S‘" Ainsi, on a H(1)@&K,, L K;,. Par
consequent h—Ej(a,, B,)h est orthogonal a K,,. D’autre part, il est évidemment
orthogonal a H(«,, f8,), d’ou il résulte, en vertu de la relation (21) (appliquée au
cas r=p, s=gq), que lz E,(a,, B,)h est orthogonal & H(x,, f3,). Par conséquent on a,

4).  E,(a,, B) E (2, BYh=E,(a,, B)h pour hCH,() et n=p<q.
o L’application ’répétée de cefte relation fournit

CEfa, BS) - Ey(o, BYh=E(o,, B)h pour heH,(1) et szn.
Vu (23) il en résulte que '
(25) VEog, BYAI2=2""5|h|?> pour heH(l) et s=n

Comme le choix des moiti€s successives de I'intervalle (oc(',, B,) était arbitraire,
(25) subsiste pour n’importe quel couple ag, f; de points voisins de 4, (o, <fy),
dés que s=n.

Soient a, f deux points arbitraires de 4; (¢ <f; s=n). On a alors

. . _
E o, Yh= 2 Ef(a+(@—1)2"5,a+i2 % (he H,(1)
i=1 . . . .
ou N=(B—oc)25. Les termes du second membre étant orthogonaux et comme on
peut appliquer (25) & chacun de ces termes, on obtient

-1 Es(at, BYA)|> =N-2"~%||hl?,
donc

(26 INELB) — E, ()] h|2=(f —a)- 2\
et cela pour he H,(1); o, fE€A,; s=n. -
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Nous sommes & méme de conclure la démonstration de notre théoréme. En
ce but, rappelons que pour tout « fixé, a €4, les sous-espaces invariants H,(x) sont
définis pour tous les n assez grands, notamment dés que 4, comprend a, et ils forment
une suite croissante, ¢f. (10). Par conséquent

H@=gmw

est aussi un sous-espace invariant pour A, et pour la projection orthogonale corres-
pondante E(x) on a

E(x)= lim E,,(oc) (convergence forte des opérateurs).
Les relations (8), et (9),, valables pour tous les n, entrainent évidemment
CH@)c H("), donc E@)=E(@") pour o,a’ €4 o <a”),

et H(0)={0}, H(l):H, donc E(0)=0, E(1)=1;. Enfin, en faisant s—< dans
(26) il résulte

27N HES) — E@]AY> = (B ~a)- 2] A2 pouf o, f€A et -he H(1).

Cela entraine que la limite :
lim E(x)h

a€d, a2

existe pour tout A réel dans [0, 1] et-tout 1€ H,(1). Comme les sous-espaces H,(1)
(n=1,2,...) sont denses dans A, cette limite existe alors pour £€H quelconque.
En définissant E(A)h par cette limite, on obtient une fonction croissante £(1) de 4,
a valeurs projections orthogonales dans H, telle que E(0)=0, E(1)=1, et que
H(A)=E() H est invariant pour A pour chaque A. De plus, la relation (27) se
conserve lors de cette extension. En vertu de cette relation, la fonction numérique
(E(A)h, h) de A vérifie une condition de Lipschitz pour chaque # fixé dans H,(1).
Comme les H,(1) sont denses dans H, on conclut que la fonction (E(1)h, h) est,
pour h€ H quelconque, la limite uniforme de fonctions lipschitziennes et par con-
séquent elle est continue et méme absolument continue.

Ainsi, la famille des sous-espaces H(4) que nous venons de construire forme
une échelle continue (et méme absolument continue dans le sens indiqué) de sous-
espaces invariants pour Popérateur A=T@[ P U(a)].

a€4®

Cela achéve la démonstration du théoréme.

Ouvruges cités

[1] 1. C. GOHBERG et M.'G. KRE]N., Sur la factorisation des opérateurs dans Pespace de Hilbert,
Acta Sci. Math., 25 (1964), 90—123 (en russe).

[2] B. Sz.-NaGvy ct C. Foias, Analyse harmonique des opérateurs de 'espace de Hilbert (Buda-
pest, 1967). : :

l (Regu le 15 octobre 1966)



