
Bemerkung zur Divergenz der Fourierreihen 

' Von K Á R O L Y T A N D O R I in Szegeti ' 

Die n-te Partialsumme der Fourierreihe einer . Funktion f(x) £ L (0,27t) 
setzen wir in der Form sn = s'n -f ^ ' an, mit 

i r s i n r + T r i r > s i n w f 2 T -
s'n(f; x) = - f(x+o — l — d t , *) = - f(x-1) —* >- dt: 

n j - . t n J t 
o 2 sm — o 2 sin^r 2 2 

Wir beweisen den folgenden • : > (• 1 • i r.,\- i.. . . 

Satz. Es sei {An} eine positive Zahlenfolge mit Xn — °° und 1„ = o (log n). Dann 
gibt es eine stetige, nach 2n periodische Funktion f{x) derart, daß 

(1) Im^KC/;*)! >0 und ImA-Msi(/;x)| >0 
n-* OO -tl~* °o. - . , ' i * . 

fast überall bestehen. 

Beweis. Nach dem Satz von L. CÄR'LESON ' ) konvergiert die Folge {>?„(/; x)} 
im Falle f(x) € L2(0, 2tc) fast überall; es ist also nur die erste der Ungleichungen 
(1) für eine stetige, nach 2n periodische Funktion f(x) zu beweisen. Weiterhin, 
nach dem Riemann—Lebesgueschen Lemma gilt . ! 

1 * • • 
sUf;x) = - i f ( x + t)^^dt+o(l) = sUf;x) + o(:l) . .. . 

71 0 1 -
für jedes x, darum ist es genügend eine stetige, nach 27t periodische Funktion fix) 
anzugeben, für die. . .. : ^ 

(2) m > 0 
- n—>oo 

fast überall gilt. . . 
Aus der Relation 

(3) . üm f ^ l d t = ^ . ( ^ O ) 2 ) , , a->~ n t L 

' ) L . CARLESON , On convergence and growth of partial sums of Fourier series, Acta Math., 
1 6 6 ( 1 9 6 6 ) , 1 3 5 - 1 5 7 . ' 

2) Siehe z. B . A. Z Y G M U N D , Trigonometrical series (New York, 1 9 5 2 ) , 1 7 9 — 1 8 0 . 
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und aus dem Rie'mann—Lebesgueschen Lemma erhalten wir: 

f cos nt . , n r sinnt . 
lim / s ina ia / = ^r-, hm / s ina iö / = 0 ( « = 1 , 2 , . . . ) . 
«-•»• t 2 "~>00 q t 

Auf Grund dieser Relationen und der Annahme = o (log n) können wir eine 
Indexfolge ( l s ) n ( l ) < . . . < / i ( f c ) < . . . angeben, für die 

(4) 

(5) 

r cos n(k)t . ... , 
J j——— sin w (/) / dt 

A, 

r" sin n(k)t . ... . 
J y^-smn(l)tdt 

n(k) 

2 (k * /), 

(6) 

gelten. Wir setzen: 

logn(Jfc) - k2 

n(k)\n(!) (k^l) 

^,sin n(k)x 

Offensichtlich ist f(x) eine stetige, nach 2n periodische Funktion und gilt 

o* ( f . x ) - 1' y 1 f sin«W N ' w — s\nn(k0)tdt. 

Durch eine einfache Rechnung ergibt sich 
j *o—i j 

st(kJf-,x) = ~ 2 p-

( f cos n(k)t . , f sin n(k)t . 
sin n(k)xj sin n(k0) t dt + cos n(k)x J sinn(fc0)i«n + 

o * t ' 

1 fsin n(k0)x r sin 2 n(k0)t , , , . r sin2 n(k0)t ,) , 1 -v 1 + ^ l — T ^ J r — d t + c o s "M* / - 7 ^ - * \ + 7 k £ , V 

(.,. f c o s n ( k ) t ,, . , ... f s i n n ( k ) t . 
sin n(Jc)x J ^-smn(k0)tdt + cosn(k)x J smn(k0)tdt I. 

o 1 o * ' 

Daraus, auf Grund von (3) und (4) folgt 

(7) W ( w ( / ; * ) l ¿ T | cosn(k 0 )x \ J I ^ l ^ M L d t - ± 2 } 2 . 

f dt^a\o$n(k0) 

k2 

Da 
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mit einer positiven absoluten Konstante a gilt, erhalten wir aus (5) und (7) 

I W / ; *)l * * M ' ^ o T ^ ' * ' - Wo)) 

für genügend großes k0, wobei b eine positive, absolute Konstante bezeichnet. 
Es sei 

I | I n n n n 
( , = 0 [ 2n(fc) ' n(k)+ 2n(k) 

Da 
mes = n (k —1,2, ...) ist, und die Mengen E(k) wegen (6) stochastisch 

unabhängig sind, ergibt sich durch Anwendung des zweiten Borel—Cantellischen 
Lemmas mes (lim E(k)) = 2n. Also gilt fc-x» 

für unendlich viele k fast überall. 

(Eingegangen am 25. Januar 1967) 


