Commutants de certains opérateurs

Par BELA SZ.-NAGY a Szeged et CIPRIAN FOIA$ a Bucarest

1. Introduction et préliminaires

1. Soit T une contraction d’un ‘espace de Hilbert, de classe C,,, c’est-a-dire .
telle que T™ et T*" convergent fortement vers O lorsque n —~<o. Supposons de plus
que T a ses indices de défaut égaux a 1, c’est-a-dire que I—T*T et I—TT* sont-
de rang 1.1)

Dans des conditions équivalentes 4 celles ¢numérées, D. SARASON [2] a démontré,
que les opérateurs qui permutent a T sont ceux qui peuvent étre représentés sous la
forme X=b(T) oit b est une fonction analytique bornée dans le disque unité ouvert D -
du plan des nombres complexes et que de plus b peut étre choisie de fagon que le
supremum de sa valeur absolue dans D soit égal @ la norme de X. Un résultat analogue
porte sur les commutants d’'une somme orthogonale de répliques de la méme con-
traction] 7, mais au lieu de la fonction scalaire b on aura alors une fonction ma-
tricielle. SARASON indique des applications intéressantes de ses résultats a certains
problémes d’interpolation. :

L’un des buts de la présente Note est de généraliser ces résultats aux contrac-
tions de classe Cy,- d’ailleurs arbitraires, et méme 2 des couples 7," 77 de telles
contractions en déterminant alors les opérateurs X tels que 7X=XT".

Notre résuitat principal, dont les autres derwent concerne les opérateurs
X qui vérifient ’équation
a.n TX=XS

ou T est une contraction de classe Coo et S est une translatlon umlaterale de mul-
tiplicité¢ donnée w. ' '
Nous abordons ce probléme en représentant T et S par leurs modéles fonc-
tionnels et déterminons alors la' forme fonctionnelle correspondante des solutions
Xde (1. 1). :

) Pour une contraction T€C, les rangs de ces deux opérateurs sont toujours égaux
(finis ou infinis).
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Tous les espaces de Hilbert que nous allons considérer seront supposés separa-
bles, mais ils peuvent étre aussi de dimension finie.

2. Introduisons quelques notions et notations qui nous seront nécessaires.

C désigne le cercle unité et D le disque unité ouvert dans le plan des nombres
complexes; on désigne par z le point variable sur C et par 4 le point variable dans D;
m est la mesure de Lebesgue normée sur C. Pour un espace de Hilbert § quelconque,
LP(F) (1 =p=-<o) est I’espace des fonctions v sur C, a valeurs v(z) € §, mesurables
et telles que

ol =.{ [f @I dn@]” < = si 1=p=en,

sup ()|l <= (supremum essentiel) si p=co;

on ne distingue pas deux fonctions comme éléments de LP(®) si elles different
seulement dans un ensemble de mesure 0. Les fonctions v € LP(§) pour lesquelles

‘/‘z (z)dm(z)=0 (n=1, 2, ---), forment la classe de Hardy H?(F); c’est un sous-
espace de LP(F). Chaque fonction v € H?(F) admet un prolongement naturel ana-
lytique v(1) dans D. L’espace L2%(F) est hilbertien; normes et produits scalaires
dans L2(§) seront désignés par | .|| et (-,-) sans ajouter I’indice 2.

¥ et G étant deux espaces de Hilbert, on désignera par L™(§, ®) ’espace
des fonctions V sur C, a valeurs V(z) opérateurs de § dans ®, fonctions mesurables
(faiblement et alors aussi fortement) et telles que .

[V ]| =sup| V()| <o (supremum essentlel)

I V(z)|| désignant ici la norme de V(z) comme opérateur de §§ dans ®. On ne dlstlngue
pas deux fonctions comme elements de L=(%, ®) si elles coincident p. p. Les fOl’lCthIlS
V pour lesquelles ||V]l.=1, seront appelées contractives. La classe de Hardy
correspondante sera des1gnee par H=(§, ®), les fonctions de cette classe admettent
des prolongements analytiques V(1) dans D.?) Les fonctions V¢ H(g, ®) telles
que |V =1 s’appellent analytiques contractives; lorsque de plus || VO flle=<Iiflg
pour tout f€§ (f=0), V sappelle analytique contractive pure. Chaque fonction
Ve L™(F, ®) sera considérée aussi comme un opérateur de I’espace L*(§) dans
l’espace L*(®), notamment celui défini par

V)@=V () o), vELA(F).
La norme de ¥V comme élément de L=(§, ®) est égale alors & sa norme comme
opérateur: |V|..= ||V]. Lorsque V¢ H*(%, ®), on a

VHX®) c HA(6).

7) Daprés la notation de [A], chap. V, il s’agit donc d’une fonction opératorielle analy-
tique bornée {§, ®, V(4)}.
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La fonction V¢ H=(§, ®) est appelée extérieure lorsque :
’ VHXE) =HYG) (adhérence dans L¥(6))

et intérieure lorsque ¥ comme opérateur de L*(%) dans LZ((S) est isométrique,
ou, ce qui revient au méme, lorsque ¥ (z) est un opérateur isométrique de & dans G,
presque partout (p. p.). V s’appelle %k -extérieure ou * -intérieure lorsque la fonction .
associée. V™~ € L7(6, §),. définie par V~(z)=V(Z)*, est extérieure ou intérieure,
selon les cas. Pour que V soit intériere des deux cétés (c’est-a-dire a la fois intérieure
et- % -intérieure) il faut et il suffit que opérateur V' soit unitaire de Lz({‘y) dans
L¥(®), ou, d’une maniére équivalente, que les valeurs V(z) soient des opérateurs
unitaires de ¥ dans.®, p. P ) :

-Lorsque & et & sont "de .dimension 1, les espaces L"(S-) H*({), L“(‘{y, ®),
- H=(§, ®) se réduisent d’une maniére ev1dente aux espaces scalaires L7, H?, L7, H~,

selon les cas. ) : :

3. Cela étant, le modele fonctionnel d’une contraction 7€ C,, s’obtient de la
maniére suivante. *) On prend une fonction O¢H=(F,§) contractive pure,
intérieu;e des deux cétés, § étant un espace de Hilbert quelconque (1 =dim § = R,).
On -construit I'espace ’ '

12 . H=H§)O0H )

qui est un sous-espace de H 2(3‘) et par conséquent de Lz(g-) (notdns qﬁe O est
un opérateur unitaire dans LZ(ES-)) On définit dans H I’ operateur T par

(1.3) - = Py(zu) (uEH)

~ou PH est la projection orthogonale de- LZ(';}) sur H. L’opérateur adjoint 7% sera
alors donné par - :

(1. 3%) Ty :'u.' ol u(z) = %[u(z)—;—u(O)] (uEH)_.

" Les opérateurs T ainsi obtenus sont des contractions de classe Coq, et toute -
contraction de classe Cgyo d’un espace de Hilbert (5 {0}) s’obtient de cette fagon,
a équivalence unitaire prés (notamment si ’on prend pour @ la ,,fonctlon carac-
terlsthue de la contraction en question). _

Pour toute contraction T d’un espace de Hilbert, de classe COO (et plus géné-
ralement pour toute contraction complétement non- umtalre) et pour toute fonctlon

o(d) = Vckzl" € H* on peut définir Popérateur ¢(T) par
(1.4) : @(T)= lim chr T*
. . r>1-0 ‘g

3) Pour ces notions cf. [A], chap. V.
4) Cf. [A], chap: VI. :
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ou la série converge en norme et la limite existe au sens de la convergence. forte
des opérateurs. °) Dans le cas particulier que nous avons en vue, il dérive de (1. 2—3)
la représentation

s - eDu=Pulew (weH).
Remarquons aussi la relation
a.e - TPyv = RH(zv) pour vEH?*(F).

En effet, (1. 3) entralne
TPyv=Py(z-Pyv) = Py(zv) — PH(z (I — Pg)v)

et il ne reste qu’a montrer que le dernier terme est 0. Or, cela résulte de ce que,
en vertu de la deﬁmtlon (1.2) de H, :

PH(z (I PH)U)E_PH(ZV OH(§))  Py(OH?(§F)) ={0}.

Drailleurs, la multiplication par z dans un espace L?(®), ou dans un eépace
H?*(®), est le modele fonctionnel d’une translation bilatérale, ou unilatérale, selon
les cas, de multiplicité égale 2 dim G. L’opérateur S figurant dans (1. 1) sera donc

'_représ'ente’ par son modéle

(1.7) C Sw=zw ot weHX(6), dimG=o.

2. Les théorémes
Notre résultat prinéipal dans cette Note sera le suivant:

Théorémé 1. Soient la contraction T de classe C.OO et la translation unilatérale
 S.de multiplicité o (1 =w=R,) représentées par leurs modéles fonctionnels (1. 2-—3)
et (1. 7). 'Les opérateurs X de H*(®) dans H vérifiant I'équation o

@y . TX=XS
sont alors p.récisément ceux qui peuvent étre représentés sous la forme

@2 | Xw = PyBw, -weH*(6), |
moyennant.une fonction B¢ H(G, "3'), de plus cette Jonction peut étre choisie telle
que . : o
2.3) - _ 1Bl = 1 X1.

La démonstration de ce theoreme fera l’objet des n°s 4—6. 101 nous, Voulons '
en déduire le suivant :

5) Cf. [A], chap. TIL
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Théoréme 2. Soient T et T’ deux contractions de classe Coo, représentées |
_par leurs modéles fonctionnels de type (l.2—3), avec des fonctions @EH""(%, &)
et O cH=(F, &) (contractives pures, intérieures des deux ciOtés), selon les cas.
* Les opérateurs Y de H' dans H vérifiant la condition -

Q.4 : . TY=YT

sor_ﬁ pré;c;'séMent ceux qui peuvent étre représentés sous la forme
2.5) '  Yu= P.Bu  (u€H),
mo}ennant uhe fonction B€ H=(§', §) telle que

@6 ‘ BO'H*(§)C OH*(J),

de plus cette fdnction peut toujours étre choisie telle -que

Q.7 o 1Bll.=IY]|.

Démohstfation; On déduit de (2. 4) et de la relation (1. 6), appliquée a 7"
au lieu de 7, que . ' .

TYPHu—YT’PHu——YPH(zu) pour uEHz(‘{s-)
- Ainsi, en définissant 'opérateur S dans H%(§") et 'opérateur X de H 2(3 )dans H par
(2.9 Su=zu et Xu=YPyu (ue HX(F),

on aboutit a ’équation 7X = X'S. En vertu du théoreme 1 il exnste alors une fonctlon
" BEH™(§ ‘{y) telle que '

2.9 - Xu= PyBu pour ,uEHZ(g') et [Bl.=1X1;
vu que (2 8) entraine les relations X |H =Y et lIYll =|X|, il résulte de (2. 9) que
Y = PyBIH' et |Y|= 1Bl -

Par conséquent notre fonction B vérifie (2. 5) et (2. 7). Elle vérifie aussi (2. 6) parce
que de (2. 8-9) il dérive PyB(I—Py)u = X(I—Py)u= YPy(I—Py)u=0 pour
u€ HX(F'); en vertu de la définition (1.2) de H et celle analogue pour H on en
déduit que PyBO H*(§)={0}, BO'H¥(F)< OHX(Y).

Inversement, une fonction B’¢ H*(F’, §) quelconque, vérifiant la relation
(2. 6) (avec B’ au lieu de. B) engendre, moyennant la formule Y’'u=PyB'u (uc H’),
analogue a (2 5), un opérateur Y’ de H' dans H tel que TY'=Y’T’. En eﬁ’et on
a alors

Py B (I- Pnr)Hz(ﬁ’) c PHB'Q’HZ(?S’) C Py @Hz(i?) = {0},
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d’ou, faisant usage aussi de (1. 6), on obtient pour u¢ H”:
o TY'u = TPyB'u = Py(z-Bu) = PyB (zu) =
= PyB Py (zu) + Py B'(I— Py)(zu) = Py B’ T’u =YTu.
| Cela achéve. la demonstratlon du théoréme 2, comme une conséquence du

théoréme 1.

Remarque Lorsque B vérifie (2. 6), la fonction B+ définie par .’

(2 10) B (z) = O@2)*B(2)0'(2)
vérifie B+H 2(8- JcH 2(¥). On en déduit que B+ est analytique, donc
@.11) _ _ B*€H(F,F).
Inversement, (2.11) entraine évidemment (2 6). A1ns1, les deux condmons sont
équivalentes.

- Un cas par'ucuher ou ces conditions sont vérifiées pour toute fonction
BCH=(F', &), est celui ot O'(z)=¢(z) Iy, ¢ étant une fonction intérieure scalalre

non constante, et @ admet ¢ comme un multlple c’est-a-dire qu’il existe une fonction
QEH™(F, &) telle que O(2)Q(z)=@(2)l;. Cest le’ cas tout particuliérement, si
O(z)=¢(z)Iy. Si 'ona de plus F=§’, cest-a-dire que @ =0 " =¢l;, on aboutit
ainsi essentiellement au théoréme 3 de SARASON [2], et si § = § = E?, & son théoréme 1.
Dans ce dernier cas la fonction B se réduit 2 une fonction scalaire € H” et ’équation
. 5_) prend la forme - :
. Yu= PH(bu) = b(T)u (ucH) ,
-ou P'on a fait usage aussi de (1. 5). Ainsi, Y=5(T), l]bllw— [ Y): le théoréme de
SARASON en sa forme citée au commencement du n°1. .
~ Drajlleurs, les méthodes adoptées dans [2] sont différentes des nétres. Un point
commun des deux raisonnements est un lemme de factorlsatlon qu’ on.va établir
au n° 3.

3. Un lemme de factorisation

1 s’agit(du suivant

Lemme. Toute fonction QEH“’(Q Nn) admet une factonsatwn B
G.1 h ' Q@) = 92(2)9 @
en produit de deux foncttons, Q,€H(2, M) et Q,c H(M, N), dont la premiére
 est extérieure, et qui sont ‘telles que :

(3.2) . 11 (Z)*Q () = [Q(Z)*Q(Z)]

et o : _
(3.3) - Qz(z)*Qz(z) = Ql(z)Ql..(z)*.'
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~ Ce résultat, généralisant des résultats.antérieurs de HELSON—LOWDENSLAGER
et de DEVINATZ,.se trouve (méme pour des fonctions non bornées, mais de carré
som'mable) dans SARASON [2] (théoréme 4). Nous en allons donner une démonstration
simple, basée sur un critére général de factorxsatlon di 2 LOWDENSLAGER: [1], ¢f.
aussi [A] proposition V. 4. 2.

Démonstration. Il ne restreint évidemment pas la généralité de supposer
que la fonction @ est contractive.- Posons '

NG) = [QCrFOEF et Ny = NG
ce sont des fonctions contractives a valeurs opérateurs autoadjoints positifs ‘dan_sv L.
Comme N—N?=N(—N)=0, on a pour v€ L3(9):
|lN1v2H = (N3, v) = (No,v) = (N?v, v) = (Q* Qu, v) = ||Qu]|]%,
d’on 1l résulte en partlculler qu’il existe une contraction

Z:Nl-HZ(Q).-'—_HZ(‘R)
pour laquelle L : _
Z(N,z2)=Qu (ue H3(Q)).

Comme les opérateurs N, et Q permutent 2 la multiplication par des fonctions
scalaires, il en est de méme pour Z et par conséquent

ZN "N,-HX (®) c ) 2"Q- HZ(Q)C N z"H*(M) = {0}.

n=0 . nz=0 n=0

De ce résultat on pourra conclure

3.4 NN HZ(E)—{O}

n=0

dés qu’on aura’ montré que le seul élément w de N,-H*&) pour lequél Zw=0,
est w=0. Or, soit w=lim v, ou v, —Nlu,,,u,.EHz(Q) Alors, 0=2Zw=Ilim Zv,=
= lim Qu, entraine

INu, ||=||Qu',,||—>0 Nu,~0, N,v,=N,N,u,= Nu,~0.

Ainsi, Nyw=Ilim N;v,=0. Comrne we€ N, -H*(Q), cela entraine w= 0.
La relation (3.4) que nous venons d’établir, entraine, d’apres le critére cité,
qu’il existe une fonction @, ¢ H=(L, M), méme extérieure, telle que

3.3 . 2,(2)*Qi(2)=N(2)*;

W est un .certaip espace de Hilbert. C’est I’équation (3. 2).

| Vu que N (2)>=N(E)=N(2)? =.Q('z)*Q(z),. (3. 5) entraine
(3. 6) - Q) Ql (@)= Q(2)*Q(2).
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Vu que 2, est une fonction extérieure, il s’ensuit de (3 6) qu’il existe une fonction
Q, € H=(M, N) telle que. la factorisation (3. 1) subsiste; ¢f. [A], proposmon V.4.1.
En reumssant ces résultats on obtient

@, @P= Ni@)*=N@)=Q0C¢ Q@)= (2:(2) 2, ))*(2:(2) 2, (2))
et 'par conséquent

Q@ 4(2)Q,(2)=0, ol A() = Q(z) Q) — Qz(z)*fzz(z)

' Puisque 2,(z)€ =M (cf. [Al, proposition V. 2. 4 (b)) et que par conséquent Q,(z)*
est jn\}ersible, on conclut que A(z)=0; tout cela p. p. Cela établit la relation (3. 3)
et achéve la démonstration.

4. Une inégalité .

1. Nous commengons la dém‘onstration du théoréme 1. Soient donc T et S
donnés par leurs modéles fonctionnels (1. 2—3) et (1. 7) ou § et G sont deux espaces
de Hilbert.(#{0}), dim & =w, et ol O est une fonction EH""(%, 3') contractive
"pure, intérieure des deux cotés. :

Il ne restreint pas la généralité de choisir & = E, ’espace des vecteurs x = [xk]"l")
A composantes nombres complexes, avec '

° 3
"x"Ew = ? [ 2| < oo

On désignera par e™® le vecteur dont la composante de rang k est 1 et les autres
sont 0.

Aupres de I'espace H= HX({)© O@HX(F), dans lequel T est deﬁm on envisagera
aussi le sous- espace suivant de LZ(L’\;)

(4.1) G = LA(HOOH(F) = [LZ’(%)@HZ(:;)]@H.

 Pour toute fonction scalalre @EH” on a (p@Hz(i}) @(pHZ(%)C@HZ(‘,}) et par
conséquent

(4.2) o . $GCG. 7)
Nous définissons dans L3(§) des opérateurs & et ¥ de la maniére suivante:

@3 (@)@ =z-0E@)@E), (F)E) =20~ (@)(3).

¢) Dans le cas w= &, convenons d’entendre par k=1, ..., w la suite des nombres naturels.
) 7) Pour une fonction scalaire ¥ nous définissons les fonctions ¥~ et ¥ par y~(2)=y(2)
et y(2) = y/(z) On a alors g~ (z) = y~(2)=w(3). Pour we H= on a aussi w~ c H=.
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Comme @ est intérieure des deux cOtés, ses valeurs sont des opérateurs unitaires
dans &, p.p., donc on a : .

“H IOl = k@l = F@l PP

Or il est manifeste que pour toute fonction a€ L', I'intégrale de a(Z) sur C est égale
a celle de a(z), donc il dérive de (4.4) par lintégration des carrés que || Pvl| =
=|v|l = | ¥v|: les opérateurs @ et ¥ sont donc isométriques. De plus on a (Pv)(z)=
'=2z0(2)-z0~(2) v(z) = 2z0(2)O(2)*1(z) =v(z) et une relation analogue pour ¥,
d’ou il résulte que @ et ¥ sont des opérateurs unitaires dans L3(§) et que ¢ =¥~ 1.,

1l est’ manifeste. que si v(z) parcourt les fonctions dans H (%), zv(Z) parcourt
les fonctions dans LAFOH*(F) et zZO(z) v(2) parcourt les fonctions dans
OILAF) O HA(F)) = LA(F)© OHX(F)=G. Cela prouve que ‘

4.5) ‘ - dHX(H) =G, YG=H*({).

Notons éncore que pour toute fonction scalaire ¢EL-°° on a ¢(2)-(¥Yv)(z)=
=¢(2) £ O(2) u(2)=2 O(2) ¢~(2) v(2)=(¥(@"V))(2), donc

@.6) @-Wo=P(@ v) . (VELX(F), @cL~).

2. Soit X un opérateur (de H*(E®) dans H) vérifiant ’équation TX=XS.
On a alors aussi 7"X=XS" pour n=0, 1, --- et par conséquent o(T)-X=X-¢(S)
pour @€ H=. Or, ¢(T) s’exprime aussi par (1 5), et on -déduit de (1. 7) que ¢(S)
est la multiplication par la fonction ¢. Donc nous avons

4.7) ' _ P,,((p-Xu) = X(pu) pour uEHZ(E“’) et @€H-.
Désignons ‘
4.8) - ' . Lap=Xe® o (k=1,...,0),

o on considére e® comme la fonction constante ayant cette valeur. (4. 7) entraine
4.9) Py(pa) = X(pe®).

Soit g€ G ol G est le sous-espace de L2(F) défini par (4. 1) et soit ¢ € H~. En
appliquant (4.9) a ¢~ € H=, on obtient ' '

(& X(pme™) = (g, Pul9~a)) = (Pug. 9~ @) = (2, 9" a),

la derniére equation dérivant de ce que, en vertu de Ia seconide des représentations
4.1)deG,la projection de g 4 H est égale 4 sa projection 2 HZ(‘&) Comme ¢~ =¢~,
notre résultat peut €tre ecrlt aussi sous la forme

(4. 10) ' (&, X (go. e®) = (@8 a).
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Envisageons alors une somme de la forme

>
5

2 (Z (ﬁfl;g;a ak)
k=1 j=1

ol r et s sont des nombres naturels, r ne dépassant pas @, et ou
ei€H™ et gi€G.

En vertu de (4. 10) cette somme est égale a
N , r

2 (&, X 2 one®)
i=1 k=1

et sa valeur absolue est par conséquent majorée par

1x1- 2 0l 5 oie®l].

Ce resultat peut étre formulé au551 dans la forme suivante: pour g€ G (k— I -

quelconques, '

(4. 11) ’,,2 @ a0)

S r
= |IX1I-inf > [lgjl-|l 5 oje®]]
i=1 =1
ol gj, @y varient sous les conditions
4.12) - g€G, <p,-,,EH°° Zaﬁ‘g}:gk (=1,

Soit ¥ l’operateur unitaire dans Lz((y) 1ntrodu1t ci-dessus, et posons

(4 13) ‘ o =Ya, k=1, 0). ’

Puisque ¥ apphque G sur . Hz(i}) (¢f. (4. 5)), on déduit de (4. 11—]2) et de’ 4.6)

que pour ykEHz(lg) (k=1, ---, r) quelconques on a

(4.14)

2 OG> %) | = I1X| - inf > [|]y;.|;.||k21 05ie®]]
= j= =1

.ol y; et @, varient sous les conditions

.15 Y;€eH*(), @pcH=, Zl%.ky;:yk k=1, 0).
Jj= : :

Envisageons le cas particulier ol les fonctions y, sont bornées. Elles engendrent

alors une fonction y€ H=(E", §) par la définition -

(4.16) §(@) x = 2 @x, x = [nJEE
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D’aprés le lemme du n°3 il existe . des fonctions 91 CH>(E", M) et
Q, € H=(M, §), avec un espace de Hilbert mtermedlalre M, telles que Q, est extérieure
‘ et les relatlons suivantes sont vérifiées: :

@1 =000,
@y 2@ =007
(4.19) o Qz(z)*gz'(z)=Ql(z)gl(z)*.

_ Le fait que Q, est extérieure entraine dim M=dim E"=r; cf. [A], corollaire ala
proposition V. 2. 4. Ainsi, on peut supposer MM =EFE°, O0=s=r. Laissant a part .
le cas banal y= 0 (c’ est—a—dlre ol 7, =0 pour tous les k) on a méme 1=s=r. Les

fonctlons
Q€H(E, EY), Q,¢ H(E*)

" peuvent &tre représentées sous les formes

(4‘_ 20) : o Q,@)x = [k;r’l (p‘jk(z)xk]j,=1 ol x = [x ) €E", -
@ 2@r= Sy@y o y=Dkek,

moyennant des fonctions ¢, € H=(j=1, ---, s; k=1, r)et Yi€H(F(j=1,-, ).
En vertu de (4. 17) on en déduit pour la fonction y€ H=(E", &) la représentation

4.22 y(2)x = 21 y;.(z)kz1 ¢4(2)x, ou xEE".
i= = o :
En cofnparant (4. 16) a (4. 22) il résulte qué '
Ve = 21 Vieg (k=11
J= .

Ainsi, les fonctions obtenues -y} et. @ ;. vérifient les relations (4. 15).

Evaluons la double somme correspondante, figurant au second membre de
(4. 14). A cette fin, de51gnons par e les vecteurs de base de E, ainsi que les vecteurs
de base de E* (h=1,--,ret h=1, s, selon Jes cas). En vertu de (4 21) on a
Q,(z)e?? =y)(z); vu aussi (4. 19) et (4 20) on en déduit :

@I = 12 eV = (22 (@)e?, eP)pe =

(QI(Z)Q (z)*e(” e(’))}: 2 I(ij(z)l
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Par intégration sur C il en résulte : ‘
”)’1“2 = Z ”(pjkllz'
. D’autre part, il est manifeste que
. r X 2 r r - 3
“2 (Pj~ke( )“ =2 |](P1~k"2 =2 ll sl
k=1 . k=1 k=1

_ Faisant usage aussi de (4. 18) on obtient donc
é[lw;u-n 2 oxeVl] = 3 L2 o] = 2 [ 2 leal?] =
_2 f (@22, ()e®, e®); dm () = f tr [Q, (2)* Q, (2)] dm (z)

= [t @ @1 dm (),

des1gnant la trace de lopérateur. :
_ En utilisant la notation |t} =(z*1)* pour un operateur 7 (d’un espace de Hilbert
en soi-méme ou dans un autre) nous pouvons résumer nos résultats dans I’inégalité

@3 }2 () | = 1X1- [ 1y @) - dm ),

" valable pour les o, = Wa, et pour-des v, ¢ H(F) quelconques, en nombre fini r=w. ¥)

Ajoutons que si ’on compléte la suite [y,]; 4 une suite [y,]¢ par des fonctions
=0 (k=r) il y 'correspondré, par la méme formule (4.16), une fonction
Y€ H=(E®, ). La trace de [y(z)| ne change pas lors de ce prolongement. '

5. Application du théoréme de Hahn—Banach

1. L’inégalité que nous venons. d’obtenir impose d’introduire I’espace linéaire
normé L suivant. Ses éléments sont les fonctions y € L=(E®, §) définies par

G.n - y(‘z)x:;’yk(z)xk, x =[xt €E®,

ol y,;e L=(F) (k=1, -+, »), 7, =0 pour k =r, r étant un nombre fini =w, dépendant
~de 7. Les opérations llnealres étant celles ¢videntes, on définit la norme par o

5.2 . . bl= f @) dm(2).

-8) Le cas y=0, mis a part dans la demonstratlon, s’y range d’une maniére évidente.
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Cette mtegrale existe. En effet, fy(z)[—(y(z)* 7(2))* est un opérateur autoadjoint
de rang =r, de borne indépendante de zet fonction (faiblement et alors aussi forte-
ment) mesurable de z; par conséquent tr |y(z)| est une fonction mesurable bornée
de z. La propriété |cy| = |c||y] est manifeste. La propriété |y + ] =}v|+]v] résulte
de ce qu’on a méme tr|y(z)+ y (z)[<trh;(z)| +tr|y ()| par points, et cela en vertu
de I’inégalité '
i jr+ o] =tr ]t|+tr 7],
valable pour des operateurs 1,7 (d’un espace de Hilbert dans soi-méme ou dans .
un autre), de la ,,classe de trace” (,,trace class”), classe qu1 comprend en particulier
les opérateurs de rang fini. %) ,
‘On déduit de (5. 1) que P'opérateur y(z)* (de dans E®) est déﬁni par

)’(Z)*f = [(ﬁ Yk(z))ry]k=1 (€W

_et par conséquent on a _ » .
(5.3) Y@*y(@)x = [é’; xj(}’j(z)’ Yk(z))r;]k=l ' (xEEb),

C’est-a-dire la matrice de yp(z)*y(z) par rapport a la base {¢®} a ses éléments »
(5.9 ) mkj(z) = ()’j(z)> )’k(z))a- k=1, m). -

2. Envisageons le sous-ensemble H de Lv évidemment linéaire, constitué des
y€L tels que vy, H”(Qy) pour tous les k, et la fonctionnelle linéaire L dans H
deﬁme par

(CR)) L(y) = kzl (i) (GEH).
Drapres (4. 23) et la remarque y ajoutée, L vérifie l’iﬁégalité’

G.6) L) = 1X) -7}

En vertu du théoréme de Hahn—Banach il existe donc un prolongement de
L a tout Yespace L de facon qu’elle reste une fonctionnelle linéaire vérifiant (5. 6)
pour tous les y€L. A :
_ Pour chaque nombre naturel r=w définissons fa fonctionnelle L, sur I'espace
L=(§) par
(5.7 : ' L) = L(ve"’) (ve L= (F)).

Pour y=ve® la matrice (5.4) a tous ses éléments O sauf 'élément m, (z) qui est
égal & |u(z)lI3. 11 en résulte que tr [y(z)| =|v(z)|lz et par conséquent

foe} = [ Ho@)lzdm @) = [o],

%) Cf. [3], lemma 5.14. "
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d’ou : ,
"(3.8) AL @I = 1X] Dol (veL=(F)).

Le dual de I’espace L1(§) étant L=(F), il s’ensuit de (5. 8) qu’il existe des fonc-
tions B, € L=(F) (r=1, -+, ) telles que -

A

(5.9) | L) = [ (v02), B.(2))z dm (2).
- Comme v et B, sont compris a fortiori dans LA(®), (5. 9) s’écrit aussi sous la forme
(5. 10) L(»)=(v, B) (produit scalaire dans LX(%)).

Dans le cas particulier ou UEH”(Q‘), on a ve”¢H et 11 résulte de (5 3), (5 7) et
(5. 10) que

(.11 . - ®B) ='(v, o). (r=1,-,0). .

Puisque les fonctions bornées sont partout denses dans H2(§) dans la métrique
de ce dernier espace (il n’y a qu’a prendre les sommes partielles de la série de Fourier)
on conclut que (5. 11) subsiste pour toutes les fonctions v € H*(F).

3. Envisageons un élément y€ L quelconque. On peut Pécrire sous la forme
¥y =2 y e® (il n’y a qu’un nombre fini de termes 0);

vu (5. 7) et (5. 10) il 'en dérive

(5:12) L(y) = 2 L(Yke(k)) = Z L () = 2 (Yk, B).
Soit en particulier y la fonction aux composantes

G 13 - nl(2) = X 6(2)- f k=10

ou feg, 6EL"" a valeurs 6(z)>0 et x=[x,]¢ € E® tel que x,=0 pour tous les k
qui dépassent un nombre fini r (dépendant de x). En vertu de (5.°12) on a alors

(5.19) L) = 2 5[50 (4 A@)dm @)
et la matrice correspondante (5. 4) a ses éléments-

my(z) = X;x,6(2)? 1115 -

Or la matrice hermitienne [X; x,] (j, k=1, ---,r) a son polyndéme caractéristique

PE) = &r—&-t 2 12

parce que tous ses mineurs principaux d’ordre =2 s’annulent. Si' x0, la seule
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valeur propre =0 de cette matrice est donc égale & |x||Z. et par conséquent la
racine carrée positive de cette ‘matrice a la seule valeur’ propre =0 égale a || x| o,
qui est alors égale 2 la trace de cette racine carrée. Ce résultat subsiste aussi dans
le cas x=0. On en déduit que pour la fonction y aux composantes (5 13) ona

tr |9(2)] =8(z)-1.f llgHXIle,

o L
.15 - [ 6 dm @)1l - Ixl e
~ En combinant (5.6), (5. 14) et (5. 15) on obtient

.16 = 1X1- [5(2) dm )1 /s Il e

2% 0@ (f: By dm ()
Choisissons § en particulier de la maniére suivante:
-8(2) :?‘hﬁ " lorsque r=argz<it+h (mod'.2.7'c)_

et 5(2)%0 ailleurs. L’intégrélé au second membre de (5. 16) est alors égalé’ alet,
lorsque 4 —0, ’intégrale dans le premier membre tend vers

(f’ ﬂk(C));’f ’ '(Czeit) .
en presque tous les points { € C. On a donc Tinégalité
Gan 3% (s B©)s| = 1 X117 151

en presque tous les points de C, I’ensemble exceptionnel pouvant dépendré de f.
'Grice a la séparabilité de & il existe alors un sous-ensemble ¢ de C, de mesure 0,
tel que (5.17) est vérifiée pour z§¢e quels que soient fe‘& et x€E®. Pour {{e

(5. 17) entraine (en choissant f= Zxkﬁk(C))

I1X] - |x|zo pour tout x€E®

(5.18) H 2 hOx| =

6. Conclusion de la démonstration du théoréme 1

Les fonctions 8, obtenues dans le n® 5 étant, comprises dans L2(i§) ony peut
appliquer Popérateur @ du n° 3; sment

b, = DB, r=1,-- o).
Vu que Pa, —CD‘I’a =aq,, ¢f. (4.13), on déduit de (5 11) que
(6 1) . (g3 br) = (g’ r)' (r = ls ,(,0)
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pour tout g€ PHA(F)=G; cf. (4.5). Les éléments g du sous-espace L_z(?s-)eH g6
de G sont orthogonaux aux g, (parce que a,€ HC HX(§)); (6.1) entraine alors
qu’ils sont orthogonaux aussi aux b,, donc

(6.2) L b EHAY) (=1, o).

D’autre part, envisagée pour les éléments g du sous-espace H de G, la. relation
(6. 1) entraine que - . ) ‘
6.3 _ a,=Pyb, (r=1, «, w).

Appliquons la premiére des relations.(4. 4) a v=2r' xB,. Grace a (5. 18) on
1 .
obtient ' _ _ .
6.4 I ;'bk(z)xk H%§ X1 - §xlgw
pour. tout x¢€ £ et pour tout z€C sauf peut-tre les points z d’un ensemble & de
mesure 0. Il s’ensuit que si z§ , Zw b,;(z)xk converge (dans &) pour tout x € E” et que
(6.4%) o Hzm@nn DY RE P
Définissons la fonction B, a valeurs B(z) opérateurs de E° dans H2(F), par
. (6.5) "B)x = Sh@x,  (xCE®).
. . : 1

En vertu de (6. 4*) on a p.p. o
o 1B(@)xlg = I1X) - lixllgw,

donc B¢ H‘;"(E“’, &) et _ v
(6.6) _ ' | Bll.=1X]:

Pour o€ H” on'a .
6.7 Py(B-9e®) = Py(p-Be®) = Py(p- PyBe®)
parce que ‘

Pu(@-(I— Py)Be®) € Py(p - OH(F)) < PyOH () = {0},
Vu que B(z)é“" =b(2), ¢f. (6.5), on déduit de (6. 7), (6. 3) et (4.9):
68 PuB(9e®) = Py(9- Pub) = Py(@-a) = X(pe®).

Soit uEH”(E“’). On peut Pécrire sous la forme

.o [
u= ue®  (eH)
1



‘Commutants de certains opérateurs 17
(convergence dans la métrique de H 2(E”)), donc, grice a (6. 8),
Xu = ﬁ' X e®) = E'PHB(uke(")) = Py Bu.
Toute fonction u€ H 2(E®) étant la limite, dans la métrique de H 2(E“’), d’une suite
de fonctions bornées u™ ¢ H=(E®), I’équation

6.9 - _ . Xu= Py Bu

s’étend par continuité & toutes les fonctions u € HX(E®).
Inversement, toute fonction B’ € H~(E®, §) engendre, moyennant la formule
(6. 9), un opérateur X’ de H*(E®) dans H vérifiant (1. 1) et tel que

(6.10) 1X'|=18Y..
En effet, la linéarité de X’ étant manifesté, il 0’y a qu’a observer que pour u €& H*(E®)
1Xul = 1Py B'ul = |Bul = | B'||.|u]
et que, en vertu de (1. 6—7), A |
TX'u = TPyB u = Py(z-B'u) = Py B'(zti) = X'(zu) = X’Su.

En choisissant pour B’ la fonction B que nous avons construite plus haut,
(6. 6) et (6. 10) entrainent qu’il y a égalité dans (6. 6).
Cela achéve la démonstration du théoréme 1 et finit notre étude.
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