- Minimaxprinzipe fiir stark gedimpfte Scharen

Von ROLF KUHNE jn Dresden (DDR)*)

~ O. Einleitung

_ Es sei $ ein komplexer ') Hilbertraum, versehen mit dem Skalarprodukt
(x, ¥) (x, y€9), und es seien 4, B, C auf § definierte selbstadjungierte beschrinkte
.Operatoren. Wir betrachten die fiir jede komplexe Zahl A durch

©. 1) ' L)=124+1B+C

definierte Schar L unter fofgender Voraussetzung
(D) Dxe Schar L sei stark gedimpft, d.h., es gelte

(Bx, x)? > 4(4x, x)(Cx, x) fir alle xESj, x#0.

(Zur Terminologie vgl. [1], [2] und [4].)
4 Die bendtigten Voraussetzungen, Definitionen und elnfache swh daraus er-
gebende Folgerungen enthdlt Abschnitt 2.

Abschnitt 3 beschiftigt sich mit den fiir L (durch (2.2), (2 3)) definierten
Funktionalen erster und zweiter Art (sog. Verallgememerte Raylelgh Quotlenten
s. [1]).

In Abschnitt 4 betrachten wir das Spektrum der Schar L. Mit Hilfe der Funk-
tionale erster und zweiter Art werden fiir das Folgende wesentliche Teile des. Spek-
trums, das sog. Spektrum erster bzw. zweiter Art, ausgesondert und niiher behandelt.

Das eigentliche Ziel der Untersuchungen ist der Inhalt ‘des Abschnittes 5,
wo unter gewissen Voraussetzungen an das Spektrum der Schar L Minimaxprizipe
fiir die Bestimmung sog. Eigenwerte erster (bzw. zweiter) Art und zugehdriger
Eigenelemente angegeben werden (Sitze 5. 1 und 5. 2). Ergebnisse dieser Art erhielt

*) Diese Arbeit ist im wesentlichen Teil einer Dissertation. Herrn Prof. Dr. P. H. MULLER,
Dresd en, bin ich fiir seine stete Unterstiitzung, ihm und Herrn Prof. Dr. M. A. NEUMARK, Moskau,
" auBerdem fir die Ubernahme der Referate zu groBem Dank verpflichtet.
-1 Die folgenden Untersuchungen bleiben mutatis mutandis auch in reellen Raumen gultlg
Eine gew isse Ausnahmestellung nehmen dabe1 reelle Raume der Dlmensmn 2 ein. An entsprechender '
Stelle w ird darauf hingewiesen.
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erstmals R.J. DUFFIN [1], [2] unter zusitzlichen Voraussetzungen in endliche-
dimensionalen Ridumen (Niheres s. Ende des Abschnittes 6); die dort benutzten
Methoden beruhen aber groBenteils auf charakteristischen Figenschaften endlich-
dimensionaler Rdume und sind deshalb auf den hier betrachteten allgemeinen
‘Fall im wesentlichen nicht iibertragbar.

Anwendungen der M1n1maxpr1n21pe auf Scharen speziellen Typs erfolgen
in Abschnitt 6 (Sitze 6.1 und 6 2) wobei sich als Spezialfall die Aussagen von
[1} bzw. [2] ergeben.

SchlieBlich- sind in Abschnitt 1 einige fiir unsere Untersuchungen wesentliche
Beziehungen zwischen quadratxschen Formen, deren Nullkegel nur das Nullelement
des Raumes gemeinsam haben, vorangestelit.

Es sei noch erwihnt, daB Teile der vorgelegten Ergebmsse anfangs iiber Zu-
sammenhinge gewisser ‘Scharen mit speziellen J-selbstadjungierten Operatoren .
(zur Terminologie s. [4], [5]) gewonnen wurden.. Genauer gesagt liBt sich einer
Schar L z.B. unter den zusitzlichen Voraussetzungen A=1 und (Bx, x)=0,
(Cx, x)=0 (x€9) in einem geeignet gewdhlten J-Raum ein J-selbstadjungierter
Operator T zuordnen, dessen von O verschiedenes Spektrum mit dem von 0 ver-
schiedenen Spektrum der Schar L iibereinstimmt (eine solche Linearisierung wurde
von M.G. KreiN und H. LANGER in [4] beim Studium der. ‘Operatorgleichung
. Z®+ BZ + C=0 betrachtet und ist einer entsprechenden von P. H. MULLER ([6], [7])
unter der Voraussetzung (Cx, x)=0 (x€$9) verwendeten Linearisierung analog; .
der Verfasser verdankt Herrn Prof.- DR. H. LANGER, Dresden, den Hinweis auf -
solche Zusammenhénge sowie auf die Arbeiten [I] und [2]).

Wie H. LANGER bemerkte, gehort der Operator T genau dann zu der in [5]
betrachteten Operatorénklasse, wenn L stark gedampft ist. Wird zusitzlich gefordert,
daB C vollstetxg ist, so gelangt man dann unter teilweiser Benutzung der-in [5] ange--
gebenen Aussagen und Methoden auch auf diesem Wege der Llnearlslerung zu
Spezialfillen unserer Ergebmsse

1. Quadratische Forhen

Dieser Abschnitt enthilt unmlttelbare Verallgemelnerungen der Lemmata 1.1
" und 1.2 aus [5]. : :

"~ Es sei € ein komplexer linearer Raum. Unter einer hermetzschen Bilinearform
auf € versteht man eine Abbildung a von EXE in die Menge der komplexen Zahlen
-mit den Eigenschaften

a(i, X1 + 3%, y)= }*10("1 » ) +12a(x2 s )
, , a(x, y)=a(y, x)
fiir beliebige komplexe 4, 4, und x;, x,, x, y€€.
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- Die durch a(x, x) (x€€) auf € definierte (reellwertlge) Funktlon heiB3t die zu
a gehorige quadrattsche Form. Die Menge

={x € €la(x, x) 0}
nennen wir deren Nullkegel

Lemma 1.1. 2_) Es seien a und b zwei hermetische Bilinearformen, wobei
zwischen den Nullkegeln a® und b° der zugehorigen quadratischen Formen die Bedingung

a1y . S a®Nb° ={0}

bestehe. Dann gilt eine der befiden Relationen

(1. 2)> R A © a(x, x)=0 fiir alle xEBO\{O}'
oder . '

(1. 3) - a(x, x)<0 fur alle x€b°\{0}

Beweis. Angenommen, es gibe zwei Elemente x, y €b° mit a(x, x)<0 und
a(y, y)=0. Dann lieBe sich eine reelle Zahl ¢ und danach ein reelles ¢ 70 so wihlen,
" daB  Re(eb(x, »))=0 und a(x, x)+ 2 Re (e”a(x, y)) +a2a(y, y)=0 gilt. Fir
zo=x+ae®y folgt daraus z,€a°(b® und wegen a(x x)<0 und a(y, y) >0 aber
auch zo;éO im- Widerspruch zu (1. 1).

Lemma 1.2.% a und b seien zwei hermitesche ,Bilinedtformenj dabei sei die
quadratische Form b(x,x) (x€C€) streng ‘indefinit, und, es gelte fiir alle z€b%\ {0}
die Ungleichung a(z, z)=0. Dann ist fiir alle x €€ mit b(x, x) >0 und alle Y€€ mit -

b(y, »)<0

(1.4) a(,y) _ alx,x)

5.3~ benn)

— oo, und es ist

a(x, x)
b >0 B(x, x)

Ferner gllt n=

1.5 - o a(z, 2)=pb(z,z)  (z€E).

Beweis. Angenommen, es gibe zwei Elemente x,, yo €€ mit b(x,, Xo) =
= =b(yg, yo)=1 und —a(yy, yo) =a(x,, x,). Wihlt man dann eine reelle Zahl ¢,.
fir die Re(eb(xq, yo))=0 und Re (ea(x,, o)) =0 gilt, so ergeben sich fiir

CZo=6€¥xy+y, die Beziehungen 2z, €6\ {0} und ad(z,, zo) =0 im Widerspruch. =

zur Voraussetzung.

2) Der Inhalt dieses Lemmas ist in [8], Satz 1.1- enthalten. )

3) Eine entsprechende Aussage unter etwas allgemeineren Voraussetzungen wurde (in Verall--
gemeinerung von Lemma 1. 2 aus {5]) in Theorem 1. 1 der folgenden Arbeit bewiesen: M. G. KREIN
und Ju. L. 8mMuLiaN, Uber Plus-Operatoren in einem Raum mit indefiniter Metrik, Mat. zssledovanua
Akad. Nauk Moldavskoi SSR, KiSinev 1 (1) (1966), 131—161 [russ]
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Aus (1. 4) folgt u > — . SchlieBlich gilt die Ungleichung (1. >5) fur alle z€€,
da sie nach Definition fiir b(z, z) >0, auf Grund.der Voraussetzung fir b(z, z) = 0
und 1nfolge (1. 4) fiir b(z, z) <0 erfiillt ist. '

Bemerkun g. Ist € ein reeller Raum, so bleibt Lemma 1.2in vollem Umfang
giiltig, Lemma 1. 1 hingegen nur unter der zusitzlichen Voraussetzung, daB € eme
von 2 verschiedene Dimension ‘besitzt (vgl. [§], Satz 1. 1).’

2, Voraussetzungen und Deﬁnitioneli

Nach den vorbereitenden Betrachtungen des Abschnittes 1 in beliebigen komp-
.lexen linearen Riumen kehren wir zu den in der Einleitung formulierten Voraus-
setzungen zuriick. Es seien also $ ein komplexer Hilbertraum, L eine durch (0. 1)
auf $ definierte Schar, die der Bedmgung (D) der starken Dampfung genuge
o ~Eine einfache Konsequenz von (D) enthilt

‘Lemma 2. 1. Geniigt die Schar L der Bedingung (D), so gilt eine der folgenden' :
" Relationen:
(Bx, x)=0 fiir alle XED, x#O mit (Ax, x)=0
oder Co '
‘ (Bx, x)<0 furalle xESj x#£0, mit. (4Ax, x)=0.
" Beweis. Aus (D) folgt, daB dle quadratlschen Formen (Bx, x) (x€$) und
(A4x, x) (x€9) die Bedingung (1. 1) erfiillen. Also liefert Lemma 1. 1 die Behauptung.
Fiir alles Weitere setzen wir nun anstelle von (D) die Giiltigkeit der Bedingung
. (D*) Die Schar L geniige der Bedingung (D), und es gelte '

(Bx, x)=>0 fiir jedes x€$, x»0, mit (Ax; x)=0.

voraus, was insofern keine weitere Einschrinkung bedeutet, als nach Lemma 2.1
unter der Voraussetzung (D) entweder L oder —L sogar der Bedingung (D+)
geniigt. ’ .
An dieser Stelle soll der Fall reeller Hilbertriume erwahnt werden. Dié soeben
vorgenommene Ersetzung der Bedingung (D) durch (D+*) beruhte auf Lemma 2.1
und nach- dessen Beweis also auf Lemma 1.1, das im reellen Fall. — wie bereits
“vermerkt — unter der zusitzlichen Voraussetzung dim $ > 2 richtig bleibt. Somit
ist alles bisher Gesagte auch fiir reelle Riume einer von 2 verschiedenen Dimension
giiltig. Bei dim $ =2 ist die Bedmgung (D*) i. a. tatsdchlich stirker als (D). Dies
ist jedoch der einzige hier auftretende Unterschied zwischen reellen und komplexen
Réiumen. Alles Weitere gilt vollinhaltlich auch im reellen Fall.
Wir setzen nun abkiirzend '

d(x) = V(Bx, ¥ = 4(Ax, 9(Cx, 9.
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Nach der Voraussetzung (D) gllt dann
. 1) . - d(x)=0 (xess, x#O)

Eine entscheidende Rolle spielen im weiteren ,dle Funktionale

. ‘mi—x) [(Bx, x)— A0 x€$, (Ax,%) %0
A e )’c) : o
. | (Bx’ x) X€9, x# 0’ (4x, x) =0,
(é 3) } s(x) = ‘ 2(A1x %) ! [(Bx, x)+d(x)1 XESI), (4%,%) # 0 »
° % *€5, ¥ %0, (4%, =0,

Dabei heile p Funktional erster Art und s Funktzonal zwezter Art von L (zur Defini-
tion und Terminologie s. [1]). Oﬂenbar gllt

o - plex)=p(x) u o
.49 . - . (x€9, x#0; 0=0 beliebig komplex).
s(ex) = s(x)

Wir definieren noch fiir jede (komplexe) Zahl bl
Q.5) . fix)= (/1 +p(x))(Ax, x)+(Bx, x) -(x€9, x#0)

und fassen nun die unmittelbar aus den Deﬁmtlonen folgenden Elgenschaften von
0, s und f; in den folgenden beiden Lemmata zusammen

Lemma 2.2. Fir eine beliebige (komplexe) Zahl A und beliebiges x¢€ $, x #0

gilt .
R (Bx, x) Jalls (Ax,x)=0
‘ (2',5) fil) = {(Ax N(A—s(x) falls (Ax, x) # 0,
Q.7 ' . ﬁ(x) #0 genau dann, wenn A s(x),
@8 (O ) =(A=p()) /i),
."Be.weis -Ist (Ax, x)#O so folgt aus (2. 2) und (2 3)
P Hs(o) = gﬁ 3

%) Unter<sei im folgenden stets der die komplexe Zahleﬂebene (im Sinne von ALExANDROFF)
bikompaktifizierende Punkt zu.verstehen. AuBerdem wollen wir diesen Punkt als reell definieren.
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‘und Spmit
“(Bx, x)
(4x, x)

also (2. 6). Im Falle (Ax x)=0 erg1bt sich (2. 6) direkt aus (2. 5)
© (2. 7) erhilt man aus (2.6) unter Beriicksichtigung der Bedingung (D).
(2.6), 2:2) und (2. 3) ergeben auf bekannte Wexse (2 8).

falx x) = A— ——s(x)] (Ax, x)+(Bx, x) = (Ax, x)(A—-s(x)),

Lemma 2. 3. Fiir ein (komplexes) /10 und ein xég x #0, besteht genau dann .
die Gleichung (L(Ap)x, x)=0, wenn eine der Beziehungen p(x) =2, oder s(x) Ao gllt

Ferner zst
2.9) ﬂl(j%ﬁ — fy () = 2() (A, )+ (B, ) = 0 (€S, x # 0),
. A=p(x) L : ) » . .
(-2. 10) M—(gﬁﬁ ;{= ( ): 2§(x)(4x, %c)+(Bx,'x) <0 - _.(xesj, (Ax, xy = O)v .
und . ,4 , A e )
Q1 S (x);és(x) (x€9, x=0).

~ Beweis. D1e erste Behauptung des Lemmas gilt oﬁ'enswhthch

Die Bezichungen (2. 9) und (2.'10) ergeben sich 1m Falle (4x, x) =0 daraus :
-daB per definitionem fp(x)(x) 2p(x)(Ax, x) + (Bx, x) =d(x) >0 und 2s(x)(4x, x)+. .
» +(Bx, x) = —d(x) <0 gilt. Ist (4x, x)=0, so folgt aus (D+) Jo(®)=(Bx, x)=0.
’ (2 11) erhdlt man aus (2. 9) und (2. 10) .

‘3. Die Funktionale pund s

~ Die folgenden Lemmata enthalten Eigehséhaften von p und s. Dabei beschrinken
_ wir uns im wesentlichen auf die Betrachtung des Funktionals p, da sich Aussagen’
iiber p unmittelbar auf s iibertragen lassen, wie in Lemma 3.6 gezelgt wird.

Lemma 3.1. Das Funktzonal p ist auf 55\{0} stetzg

_ Beweis. Fiir ]edes X€$H mit (Ax, x)#O exxstlert wegen der Stet1gke1t von A
eine Umgebung von x, fiir deren Elemente z ebenfalls (4z, z) =0 gilt.-Die Stet1gke1t
von p in x erglbt sich dann nach (2. 2) aus der Stetigkeit von 4, B und C.

Ist x€H, x=0 und (4x, x) =0, so gilt wegen (D+) die Unglelchung (Bx, x)=0.
Folglich gibt es eine Umgebung U von x mit (Bz, 2)=0 fiir alle zeU. '

Nun gllt nach (2. 2) fiir alle z¢ U

(B2, ) +d@1p@ = —ACz, 2)
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.und daher unter Beachtung von (Bz, z)>0 und (2. 1)

2(Cz, 2)

T Grorde Y

p(@) =

Also ist auch dann p_in x stetig, w.z. z. w.

Wir definieren fiir jede reelle Zahl ¢ die Opératoren:
T,=¢*4A-C
R,=204+B
und setzen ' . , .
‘ P={olo reell ‘fiirjedes x€H mit (Rx, x)=0 gilt '(Ax x) %0}.

» Lemma 3.2. Die quadratzsche Form (Ax, x) (xef)) sei streng._indefinit. Dann
.extstzert eine reelle Konstante p mzt

6an . BrYzmuxn® (s

Beweis. Wegen (D*) genugen die quadratlschen Formen (Bx, x) (x€$5)
und (4x, x) (x€9) den Voraussetzungen zu Lemma- 1. 2 Daher folgt aus (1. 5)
. (Bx, x)
w0 (0

S mit p= die Beziechung (3. 1)

Folgerung 1. Fiir alle x€$ mit (Ax, x)>0 gilt
s(x) < —%

Beweis. Wegen (3. 1) ist fiir jedesAxesj mit (4x, x)>0

Folgerung 2. Fiir jedes reelle ¢ < —%’ gilt o€P.

" Beweis. Essei g<»—% . Fiir jedes x £ H mit 2¢(4x, x) +(Bx, x) = (R,x, x)=0 .
~ folgt aus (3. 1) - . ' . '

2 [_-fzi'_g] (4x, x) : —pu(Ax, x)+(Bx,x) = O,‘
also ' : o

) : (Ax, x)=0.
Somit gilt o€P. :
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Lemma 3.3. Sei 0€P. Dann gilt fiir jedes x€$H mit (R,x, x)>0 und jede&
y€9H mit (R,y, y)<0 die Ungleichung

. ‘ (To3,9) _ (Tox,x)
G2 (Roy,y) (R, %)

, _ Bew_eis Es sei z ein Element aus '$ mit (R,z, z)=0 und (T,z, z)=0. Aus
(R,z, 2) =0 folgt (Bz, z)* = 40%*(4z, z)*> und wegen o€P (d4z,z)=0. Dies liefert
unter Benutzung von 0*(Az, z) — (Cz, z) =(Ryz, z) =0 die Beziehung

(Bz,2)*= = 4(A4z, 2)(Cz, 2).

Also gilt nach (D+) z=0. D h., fiir die quadratischen Formen (T z, z) und (R,z, 2)
sind die Voraussetzungen zu Lemma 1. 2 erfiillt. (3. 2) ergibt sich somit aus (1. 3)
_ Genauere Auskunft Giber die Wertebereiche von p und s gibt nun’ '

Lemma 3. 4. %) Es sei xX€9, x#=0, beliebig. Dann gilt

(3.3 s(M)<p(x), falls yc$ und (Ay, y)=0
und . . - L :
G4 s(¥)=p(x), falls y€9 und (Ay,y)<O.

Beweis. (1) Wir bewelsen zunichst (3. 3). Angenommen es gabe zZwei von
0 verschiedene Elemente x, y€9, so daB :

3. 5) ‘ . (4y, »)=0 und s(y)=p(x)
gilt. Wir setzen o=p(x)...
. Fall 1: Die Form (4x, x) (x€$) sei streng mdeﬁmt Dann gilt nach F olgerung 1

aus Lemma 3.2 p(x)és(y)<—%, also wegen Folgerung 2 aus Lemma 3.2

0 =p(x)€P. ' ' _
© Fall 2: Die Form (4x, x) (x€9) sei (sem1 )definit. Auf Grund von (Ay, y) =0
st dann (Ax, x) =0 (x€9H). Somit gilt wieder 9= p(x)EP
‘Folglich 1Bt sich Lemma 3.3 anwenden.

‘Nun ist nach (2. 9)

_ (Re%, %) =/(%) =/pi(3) >0
und wegen (Ay; »)=>0 und s(y)=p(x)=¢ nach (2. 10)
(R, ) =20(Ay, ¥) + (By, ) =25(y)(A4y, ) + (By, ) <0.
5) Dieses Lemma ist fiir dim << und (Bx, x) = 0 (x€$) in [1] enthalteh Die hier allgemeiner ‘

formulierte Aussage 1483t sich (abweichend vom obigen Beweis) im Prinzip auch durch (schrlttwelse) :
Reduktion auf diesen Spezialfall nachweisen.
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Daher erglbt die Be21ehung (3 2) des Lemmas 3: 3 die Unglelchung o

(Tey’y) < (Tgx, x) . | B L

@9 Ry " Rex®)

Wir benutzen nun die fiir alle z€ $ giiltige Gleichung

G (T )= Az, ) — (Cz, 2y=20%(4z, )+ e(Bz, 2) - (L(Q)z z)_

"Q(Roz’ Z) (L(Q)Z Z)
Da nach . Definition fiir o=p(x) die Gleichung (L(g)x x) 0 gilt, liefert (3 Tr.
Smit z=x

(T, ox, x) = o(R,x, x).
" (3. 6) vereinfacht sich so zu '

8 ‘ o(R,y, ) ~(T,, ) <0.
(3.7, mit z= y in (3 8) emgesetzt ergibt-dann

G. 9 . ' (L(Q)y, y)<0.

Andererselts folgt aber aus (2 2) und (2. 3) p(y)~—s(y)— ( A)Ey i])>0 also untex
Beachtung von (3 5) |

r)=s(=e.
© (2. 6) und (2. 8) liefern so zusammen mAit‘ (3. 5) die Ungleichung

(L(@y, »)=0 -
im Wlderspruch zu (3 9).

(2) (nach [1]) Zum Beweis von (3.4) betrachten wir die Schar L~(1)=:
=)24-+AB-+C~ mit A~ =—4,B-=B,C~=—C, die offenbar wieder der
Bedingung (D*) geniigt. Die Anwendung von Teil (1) des Beweises auf L‘ 11efert_
dann (3. 4). - .

Folgerung 1. Es sei p eine reelle Zahl zu der Elemente X, yéﬁ mit p(x)< '
<u<p(y) exzstleren Dann gilt fiir alle z€ 9, z#0, die Unglelchung '

fu(Z) ~0.

Beweis. -Gilt (Az z)= 0 so folgt aus (D*) (Bz, z)>0 und. somit aus (2 6)
" die Behauptung.

Ist (A4z,2)#0, so erglbt sich aus (3 3) und (3 4) (u—s(z))(Az z)>0 also.
nach (2.6) f,,(z)>0
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Folgerung 2. Ist u eine- reelle Zahl mit  inf p(x)§y§ sup p(x),
xe 5\ {0} - x€$,/{0}
so gilt fiir alle z€ 9, z#0, dze Ungletchung :

£.(2)=0.

Der Beweis ist dem vorstehenden Beweis der Folgerung 1 analog.
Aus dem fiir das Folgende grundlegenden Lemma 3. 4 ergibt sich

Lemma 3.5, Es sei ueine reelle Zahl mit f,(z) >0 fiir alle z€ 9, z;éO und
seien x, y Elemente aus S) mit p(x)=p(y) und (L()x, y)=0. Dann gilt

(1) Aus p(y)=p(x)=p folgt p(x+y)y>p.

@) Aus P(Y)=p(x)=p und x # —y folgt p(x +y) B

3) Aus p(x) <p()=p folgt plx )< ’

" Beweis. (0) Wegen f.(2) =0 folgt aus (2. 8) ‘
(3. 10) sgi [(L(wyz, 2)] =sgn -p@N9). (€S, 220 .
‘Weiter benutzen wir die nach VorausSefzung giiltige Gléiéhung |

G.11)  LWE+), x+y) = (L, %)+ (LG, 3).

(1) Aus p(»)=p(x)=p erhilt man infolge (3. 10) (L(wyx, x)=0. und
(L(1)y, y) <0, daher wegen (3. 11) (L(u)(x+ y), x+ y)<0 also auf Grund von

C(3.10) p(x+y)=p
Analog ergeben sich die Bewelse von (2) und (3)

Folgerung (s.[1]). Es seien x,y von 0 verschzedene Elemente aus Sj, wobei
zu x eine reelle Zahl p mit L(u)x =0 und p(x) = existiere. Dann gilt: :

(1) Aus p(y)=p(x) folgt p(y+x)>p(x). ,
(2) Aus p(y) p(X) und y # —x folgt p(y+x)= p(x)
3 Aus p(y) <p(x) folgt p(y + x) < p(x).

. Beweis. NachVoraussetzung gilt (L(y)x y) 0. AuBerdem 1st wegen der Folge-
tung 1 zu Lemma 3.4 f,(z) >0 (z€ 9,z #0). Also 146t sich das Lemma 3. 5 anwenden.

Wir geben nun noch einen Zusammenhang zwischen Funktionalen erster und
zweiter Art an, mit deren Hilfe die bisher bewiesenen Aussagen iiber p auf s iiber-
tragen werden konnen. '

§) sgna = 1,0, ode_r —1 je nachdem @=0, a=0, oder a<0.
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Lemma 3 6. (1) ‘Es sei x0€5, X # 0 belzebzg Mit Hzlfe von o p(xo) ordnen
‘wir der Schar L eine Schar L, durch :

L= /12;4" +AB, +C‘

mit A = L(o), B =244+ B, C,=A zu. Dann erfiillt L, die Bedingung (D+) und |
fur die. zugehorigen Funktionale Da> 84 gzlt '

JERY) N N (€S, x%0) 7,

Skx)—oc
61 W= omy @S x=0.

(2) Es sei B=0. "Danﬁ gelten die in (D Jormulierten Ausségén mit 0=0.
Beweis. (1) Die Deﬁmtlonen ergeben unmittelbar die Bezlehung

(3 14) (B,x, x)* — 4(A X, x)(G x,x) = (Bx, x)? —4(4x, x)(Cx, x) - (x€H).

Da auBerdem aus Lemma 2 3
(A Xg, Xo) = (L(P(xo))xo, xo) 0

(B Xos Xo) = 2P(xo) (Ao, xo) + (on, Xg) >0

folgt, ergibt sich auf Grund von (3. 14) und Lemma 2.1 aus der Bedmgung (D+)
-~ fiir L sofort die Giiltigkeit von (D+) auch fiir L,] -
Wir betrachten nun die Schar L,(1)=A%4,+ 1B, —|-C mit A, C‘a, B
C,=A,. Wieder folgt d1e Gultlgkelt von (D+) fiir L, unmittelbar aus der Bedmgung
(D*) fiir L.
Fiir L,, und die zugehdrigen Funktionale d s P> Sa erglbt sich

und

L)=224+ A(ZaA +B)+a?4+aB+C =LA +a),
aus (3. 14) - .
di(x) = d(x) (x€9)

und daher aus (2.2) und (2. 3)

Pu(x) =p(x) —a, 5,(x)= S(x) —x  (x€9, x#0).

A (@) Nach Lemma 3.4 ist s(x)#p(x,)=uo (xeﬁ, x#0) und somit s, (x) #0,
Dabher gilt nach Definition von L, und auf Grund von Lemma 2. 3firallex€$, x=0,

mit s,(x) #

(3.15) (L e, x)=s;2(x)(La(sa(x»x, x)=0

7) Hierbei sefzen wir wie iblich coc—a = e, — =10, — = o,
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| und nach (2. 10)
d(L,(2)x,x)

dl.  |a=sii
~25,(0)(Cx, ) — (B, ) = — [25,(x) (4o %, ) + (B, x, x)] > 0.

Entsprechendes gilt mutatis mutandis fiir s () =o0. (3.15) und 3. 16) ergeben
- so wegen Lemma 2.3 die Beziehung (3.'12). ‘
“(b) Fiir x€$ gelte p,(x) =0. Analog zu Tell (a) erhilt man dann

(L(p )% x) =0

a’(L (2)x, x) o
i i=mte o
also nach Lemma 2. 3 die Glelchung (2. 13).
Ist p,(x) =0, so folgt aus (L (p(x))x, x)=0 die Beziechung (A, x x) (C X, x) 0
und somit §,(x)= . Daher gilt auch dann (3. 13). ‘ ‘
(2) Ist B=0, so folgt aus (3 14) fiir 7, unmittelbar die Gultlgkelt von (D+)
Alles Weitere liefert der BCWCIS zu (1) mit A= 0 (vgl [1]) '

: = 2571 (9 (A, )+ (B, %) = 25, (L5 (9)x, x) -
(3.16) . ' ' o

. und

4. Das Spektrum von L

- Wegen der Einheitlichkeit der Darstellung setzen wir fiir alles Folgende
L(<)=A48) und haben damit die Schar L auf allen Punkten der erwelterten komplexen
Zahlenebene, die mit € bezeichnet werden soll, deﬁmert i
" Seien nun fiir einen beliebigen festen Wert A€ € das Spektrum a(L(i)) dessen
Teile 6,(L(4)), 6,(L(D), 6.(L(A) und die Resolventenmenge Q(L(/l)) des Operators
L(A) wie liblich (s. z.B. [10] S. 292) erklart. )
"Wir definieren o(L)= {/le Cloco(LA)}, o(L)= {/16 (E]OEG(L(A))} o, (L)=
={A€T|0€0,(LAN, 0.L)={2€ E|0€a(LM)}, 0.L)={ie T|0€a,(LD)).
o(L) heiBe Resolventenmenge, O'(L) Spektrum und o,(L) (bzw. ¢,(L) und o (L))‘
Punki- (bzw Residual- und kontinuierliches) Spektrum der Schar L.
Eme Folge (x,) von Elementen aus $ nennen wir eine zu A€ [ gehorlge Folge
~erster (bzw. zwezter) Art, wenn sie den fo]genden Bedmgungen gentigt:.

@n k=T =120,
(4.2) ‘ - Jlimp (x)=4" (bzw. lim s(x,) = 2);
4.3) S ~ L(M)x,~0 _' (n—>o0).

". 8) Vgl. FuBnote 4). '
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- Damit lassen sich weitére Téilmengen des Spektrums fol gendermafBen definieren:
| a‘”(L) {,1 €€|zu 2 existiert eine Folge erster Art},

' a“)(L) {Ac €| es ex1st1ert ein x€ 9, x#O mit p(x) A und L(A)x 0},

a(”(L) {AeaV(L)| fiir jede zu A gehorlge Folge (x,) erster Art m1t Xy Xo
© (n>) ) gilt x4520 und p(x) =4} 1%)

und in Analogle hierzu (mit s(x) anstelle p(x) und ,,Folge zwelter Art” anstélle
. ,,Folge erster Art”) die Teilmengen ad(L), ¢@ (L) und a(z)(L)

' Zum besseren Verstindnis der Deﬁmtlonen von ¢fY(L) und 0(2)(L) soll an ein
Kriterium von H. WEYL erinnert werden, das folgendermafBen lautet (s. [9], S.- 348):

Eine reelle Zahl v ist genau dann ein isolierter Punkt endlicher Vielfachheit
des Spektru_ms eines selbstadjungierten Operators 7, wenn fiir jede Folge (x,), x,€9
(n=1,2,-) mit. (T—vI)x,,—-»O;. X, X (n>e) und [x,|=1 (n=1,2, ) gilt
X, 7#0. '

Wir nenneninun o)(L) bzw. 0(2)(L) Spektrum erster bzw. zweiter Art, auf
_entsprechende Benennungen der iibrigen Mengen soll der Einfachheit. halber ver-
zichtet werden.

Gilt 2€0,(L) (bzw. Aea“)(L) oder AEa‘”(L)) $0 heiBt /. ein Eigenwert (bzw.
ein . Eigenwert- erster oder zweiter Art) und entsprechend. jedes x€9H, x=0, mit
L(A)x=0 ein zu 4 gehdriges Eigenelement (bzw. ein Eigenelement erster oder zweiter
Art), SchlieBlich sagt man, der Bigenwert 1 habe die endliche Vielfachheit n, wenn
es zu A genau n linear unabhingige Eigenelemente gibt. '

~ Die folgenden Lemmata belnhalten einige emfache Eigenschaften der oben
eingefithrten Mengen. :

Lemma 4.1. Es gilt , _
() P co(L), L) Co®(L). @) cDIL)Ue@(L) ist reell.

@) TOMUeDD)Co@). ) @) oOE)NeD (L) finf p(x), sup p(x)}.
. ’ . . x#0 x#0

) ehWNePL=0. (6 eP(D)Ue(L)=0,(L).

() oL istreell. L ®) o(l)=0.

?) Das Symbol — soll im folgenden stets die schwache Konvergenz in .{) das Symbol - aus-
schlieBlich die starke Konvergenz in $ bezeichnen.
10) Die Forderung p(xo)=4 ist offenbar automatisch erfullt falls inf p(x)<).< sup p(x) gllt

x#0
(s. Lemma 3. 4).
1) Es gilt i.a. a“’(L)Ua‘”(L)#a-(L)
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Beweis. Die Aussagen (1), (2) und (3) gelten per definitionem. (4) und (5
ergeben sich aus Lemma 3.4. (6) folgt daraus, daB fiir jedes A€o, (L) und ein
" beliebiges zugehoriges Eigenelement x die Gleichung (L(4)x, x)=0, also wegen -
Lemma 2.3, 2 =p(x) oder A=s(x) gilt. (7) ergibt sich aus (1), (2) und (6). (8) Ange- -
‘nommen, es sei A€0,(L), d. h. 0€6,(L(4)). Dann gllt (5. [10], S. 304) 0¢ o ([L(A)]*) =
= p(L(Z)) d.h. Z€o,(L). Wegen (7) gilt aber =4 und deshalb lEa (L) im Wider-
spruch zu A€o, (L). ,

" Lemma 4.2. Der Schar L werde auf die in Lemma 3. 6, (1) oder (2), ange-
- gebene Weise dze Schar L, zugeordnet. Dann sind die Bezzehungen

_ Agg(z)(L)" und l—_EEJ(”(f,a),' 12y iéa(z)(L) und —/11—60' (L,)

ebenso wie

A€ a“)(L) und }l%oce o@(L), - - A€a(L) und .Aitx caP (L),
zueinander dquivalent.

Der Beweis des Lemmas folgt unmittelbar aus den entsprechenden Deﬁmtlonen
und sei deshalb dem Leser iiberlassen.

Im folgenden werden wir nun alle Aussagen ausschhethh fir das Spektrum
erster Art formulieren. Die entsprechenden Aussagen fiir das Spektrum zweiter
- Art ergeben- sich dann sofort mittels Lemma 4.2,

- Lemma 4.3. Jeder Wert A€a} 1)(L) ist ein Ezgenwert endlzcher Vzelfachhezt .
von L, und es gilt A€aS(L). -~ = . , :

. Beweis. (1) sei /160 DL). Nach Definition existiert eine zu ,1 gehorxge Folge
(x) erster Art. Wegen |x,[ =1 (ni=1, 2, ---) besitzt diese Folge i in $ eine schwach
- konvergente Teilfolge (x,); es sei x,,~ X, (k—~<c). Auf Grund von A€6{(L) gilt
~ dann Xo#0 und p(xo)= A AuBerdem folgt aus x, —~x, (k—) die Bezichung
L(A)x,, ~ L(A)x, (k —oo). Nach Voraussetzung gilt aber L(Y)x,, —~0 (k —<0), somit
erhalten wir L(A)x,=0, also 1€ 0 M(L).
" (2) Angenommen, J wire ein Eigenwert unendlicher Vlelfachhelt Dann exis-
‘tlerte ein unendliches Orthonormalsystem' (¢,) von Eigenelementen der -Schar L
zum Eigenwert A, das offenbar eine zu 1 gehdrige Folge erster Art ist. Bekanntlich
gilt aber e,~0 (n-<0) im Widerspruch zu A€ a{"(L).

Lemma 4. 4. Ist ) ein Hc’iufungspunkt der Menge aM(L), so gilt

AeaD(D)\a{V(L).

12) ygl. FuBinote 7). -
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Beweis. (1) Sei 45 co. Nach Voraussetzung existiert eine F olge (l,,) A, € a(”(L)-.
n=1,2,-.), nntl#/l und -
(4.4) -  lim A,=A.

n—co

 Dann g1bt es wegen A, Ea“)(L) (n~1 2, - ) zu Jeder natiirlichen Zahl n eine Folge
(x{M)-aus $, so daB fiir die Bezwhungen ‘

49 O < Ut PGE) =Rl < wnd =1
fiir alle n,m=1,2, - gelten. }
Setzen wir y,=x{" (n=1,2, ), so folgt

also wegen (4 4) v o ‘
Jim p(p)=2

uﬁd unter Beaéhtung von |y,l=1 (n=1 2, ~--)

||L(/1)yn|| = ”L()'n)yn”'i_”(L('ln) L(l))ynll < ——l,l —/1|+|'12—/12|||A|I+M — B,
also wegen (4. 4) ' -
4.6)  Ly~0  (ne).

Daher gilt A €aM(L), wobei (y,) eine zu 1 gehonge Folge erster Art 1st Diese enthalt
eine schwach konvergente Teilfolge' (,,), ¥,,~y (k —~<2), die offenbar wieder eine
zu A gehorige Folge erster Art ist. 4

4 Angenommen, es wire AEG(”(L) Dann g11t y#O und p(y)=4. Aus Ve ¥
(k—»oo) erglbt sich L(l) V™ L(l) y (ko) und somit aus . 6) .

@7 o : L()y=0.

Weiter gilt ‘ ' ) ' ) , v
| PN 1 o,

77 L) —L@) = 71—"_—,1[(15_—/1 YA+ (a~N)B] =

o =(a+DA+B  (n=1,2, ). .
Hieraus folgt = -~ IR : - :

(Gt DA+ 13y, 3) = 77 [CG )= EDR)] (1= 12,0,

Unter Beachtung der nach (4.7) giiltigen Bemehung (L(A)y,,, y)= (y,,, L(A) y) -0
erhdlt man so auf Grund von (4. 5)

@8 . l([znk+A)A+B]ynk,y)!§ﬁuLan,‘)mej'ny|l <%"y”-
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- Nun gilt aber wegen y, —~y (k—»boo) und -lim A=A
([(n, + DA+ By, , y) ~([224 + By, y)

Zusammen mit (4. 8) erglbt sich dann

- fi(»)=(214 + Bly, y)=0.

. Dies steht im Widerspruch dazu daB fiir y als ‘Eigenelement erster Art zu A nach

(29) £,()>0 gilt.
(2) Sei A=-oo. Wird L, wie in Lemma 3.6 deﬁmert so ist nach Voraussetzung

wegen Lemma 4.2 0 ein Haufungspunkt der Menge o@(L,). Wie in (1) zeigt man
" dann 0€6@(L,). Aus Lemma 4. 2 ergibt sich so - €gV(L). Oﬁ’enbar'gilt aber
o §of)(L), dadas F unktional p(x) per deﬁnltlonem auf $\ {0} nur endliche Werte
anmmmt

Folgerung. Jedes /166,(1)(L) zst ein.isolierter Punkt von a(l)(L)

5. Minimaxprihzipe

- Lemma 5.1 (s. (1. Sind'j.1<).2 <l Eigenwerte erster. Art von L und
Xy Xpy otos Xy zugehorzge Eigenelemente *?), so gilt : '
o Ay <P xat e %) < A | o

-Folgerung 1. Essei S;= {xESj(L(l,)x 0} (1—1 2, .-+, n). Dann gilt fiir
]edes x661+62+ +C5,,,x¢0 : S

C M=p) =4,

Folgerung 2. Die‘Elemen'te Xi, Xy ™ty X smd lmear unabhangzg

Den Beweis des Lemmas und seiner Folgerungen erhilt man wie in [1]. v
Fiir das Folgende werde mit £; (i= --) die Gesamtheit aller der Teil-
" ‘riume von $ bezeichnet, deren orthogonales Komplement in § ein i- dlmensmnaler .
. Teilraum ist. Wir nennen -die reelle Zahl :

k;=sup inf p(x) (=01, -)
geo xeo\{o) . :

=
F
Lagvy

- den i-?én Minimum-Maximum-Wert (erster Art) von L.

Das wesentliche Ergebnis dieses Kapitels soll nun darin bestehen, unter geeigne-
ten Voraussetzungen die Eigenwerte erster Art von L als’ Minimum-Maximum-
Werte - erster Art zu charakter1s1eren Zuvor bewelsen wir elnlge vorbereltendeﬁ
Lemmata. :

13) Man beachte, daB nach Definition und wegen Lemma 4 1 (5), fur JCdCS Elgenelement X zu
einem Elgenwert i erster Art gllt ()= ,1 : -
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Lemma 5 2. Zu jedem (1+1) dimensionalen Tellraum %chﬁ (1—0 1, )
existiert ein Element yl+1€$;+1 mit :

_ P(Vir1) = k v .
Bewe.is. Angenommén, 'fii'r alle ye%,-ﬂ, y%O, gelte
Gn - P <k, |
Wir betrachten das Supremum Sip1= €g}sup\{o p(x). Da p(x) nach- Lemma. 3. 1
. X€Biay

auf der Einheitskugel ];., von B, stetig ist, existiert ein Element Xiy Gﬁ,“:
mit p(x;4y) = sup p(x) =s;4,. Auf’ Grund von (5. 1) folgt so :

XERi+1 -

-G 2) ' ' ) z+1—l7(x;+1)<k A .
Bekanntlich gibt es aber zu jedem £€%; ein ygeﬁﬂ%,ﬂ mit y,#0 (s zB [9],.
: S 223). Also gilt fiir Jedes 53653 inf p(x)=s;+,; und daher

xEﬁ\{O}

k =sup inf p(x)=sis1
] 2621 xce\{o}

im Wlderspruch Zu (5 2) » _

‘ Lemma 5.3. Es seien xq, x,, -, X, ‘linear unabh&ngige Eigenelemente erster ;

Art von L und Ay =), =--- =], die zugehdrigen Eigenwerte. Ferner sei p eine reelle

Zahl mit den Eigenschaften A n=H und f,(x)=0 fiir alle x¢$, x#0. Dann gilt fiir

55,,+1—{x€f>l([(u+/1)A+B]x,,X) 0 (=0,1,--,m}

(l) die Elemente y,=[(pn+ A )A + B]x (i=0, 1, .-+, n) sind linear unabhingig,
Cdh., es ist H,41€8,41; ‘ :
Q) fiir jedes z€D,41,2 750 sind X, Xys vy Xy, 2 linear unabhingig;
(3) esist . :
(5- 3) o C9=%X01F 90 ),

wobei X, die lineare Hiille der Elemente Xo5 xl, ey X,, bezeichnet.
Beweis. Wir vermerken fiir das Folgende die Bezichung

G4 . Lwx = [L() ~ LEA)]x: = (ﬁ —4) [(ﬂ +2)4+ Blx;
und definieren J {z Iz-O 1, n und Ay # 1} bzw J,={ili=0,1,-,n und
Ai=u}. - '

(1) Fiir d1e komplexen Zahlen oc, (i=0,1, -, n)_ gelte _

G5y o . Say=0,
coA . i=0

" 14) Durch das Symbol + seien im folgenden direkte Summen gekennzeichnet.
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o

Wu' setzen z,= 2 ) x;, und z,= 3 ax;. Oﬁ“enbar gilt nach V(5. 4)
’ IGJn i i€Jn
L(;z)zl = S d,y; und per deﬁmtlonem -(2ud +B)22 = 2 a;y;. (5.5) erhilt
HF .

so die Gestalt ,
(. 6) ' . L(#)Zl = 4(2HA+B)22

Angenommen es sei z, =0, Dann ergébe sich aus Punkt 2. der Folgerung von
Lemma 3.5 p(zz) u. Da weiter nach Definition L(u)z2—0 g11t folgte somit
~aus (5.6) :
f;:(zz) ([(ll ‘|‘P(Zz))A +B]Zz, Zz) = ([ZMA +B]Zz, Zz) =

—(L(H).Z1 ,Zp) = —(zl_ s L(y)zz) 0.

'Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt 2 ox; —22—0 und
’ ) - leJn

» déher wegen der linearen _Unabhéingigkeit der x;
.7 | %=0 firalle icJ,

AuBerdem erhilt man aus 5.6 L(uz, =0.

Wire nun 'z, #0, so ergdbe sich nach Voraussetzung f4(z:)=0 und.daher
aus (2. 8) p(zy) =u; z, wire also ein Eigenelement erster ‘Art zu p. Dann sind aber -
auf Grund der Folgerung 2 zu Lemma 5. 1 die Elemente z1 und X (IEJ,,) linear
unabhiingig im Widerspruch zur Definition von z,. :

~ Es gilt also z, =0. Dies ergibt wegen der linearen Unabhéingigkeit der x; a;=0
fiir alle i€J, und zusammen mit (5.-7) schlieBlich ;=0 fiir alle i=0, 1, -+, n,
W.Z.Z.W. | : -

2 Angenommen es sei.z= Z'ozx Dann folgt aus (5 4)

(L(ﬂ)z,Z) Z’Oﬂ(ﬂ i,)((ﬂ+l)A+B]an)—0

' (2 8) liefert so zusammen rmt f;,(z) >0 die Beziehung p(z) U H1eraus erglbt 51ch ;=0 -
fiir alle i€ J,; andernfalls wire namhch nach Lemma 5. 1 n= p(z) =p ( Z'oz x)</1

-im Widerspruch zur Voraussetzung l =
- Daher g11t z= D X Aus Z€EH 1 erhalt man aber wegen p(z) u

© i€dn
f.(2) = (2ud+ B] z,z) = (2 ([(;H—/'L)A+B]x,,z)) =0

im Widerspruch zu f(z) >0.

(3) Wir betrachten die — nach (2) direkte — Summe =%, +5.4.. O
ist dann infolge der endlichen Dimension von X,., ein abgeschlossener Té11—_
raum Von $ (s. [10]). :
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. Fiir jedes i=0,1, - wn ‘bezeichne . [x;] d1e hneare Hiille ‘des Elementes X;.
Wegen (2) existiert ein zo E[xo] -1-35,,+ 15 ||201] =1, mit (zo, Hn+1)={0}. Entsprechend
findet man ein

21€[x1]+[xo]+5n+1,|121”—~1 m1t (21’[xo]+55n+1) {O}

(n+ 1)-malige Anwendung dieses Verfahrens hefert ein in §’ zu S5,,+1 orthogonales:
Orthonormalsystem zo, 2y, =+, Z,; a1 besitzt also i in Sj einen Defekt =n+1. Da
aber 9,,; in H den Defekt n+1 hat, folgt

5 55 xn+ 1 + Sjn+ 12 W.Z.Z,W..
- Wir kommen nun zur Formuherun g eines- Minimaxprinzips. )

Satz 5. 1. (M1n1mum—Max1mum-Prmznp.) Es sei o= m\{o) p(x);éoo und

es existiere eine reelle Konstante /3 >a mit der Eigenschaft a(”(L) Nle, B) c_or,-(”(L),
Dann gilt : .
(1) Jeder Minimum- Maximum-Wert k €fa, B) ist ein Elgenwert erster Art
und endlicher Vielfachheit von L. : :
(2) Jeder Punkt A€o™®(L)N[x; B) ist ein Ezgenwert erster Art von- endlicher
* Vielfachheit und trttt in der Menge derk, (n 0, 1, ---) seiner Vielfachheit entsprechend
oft auf. . : . : ~ :
(3) Es sei k,€c[a, p). Dann existiert ein System von n+1 linear unabhingigen
Eigenelementen Xos X1, ++*» X, mit den zugehdrigen Eigenwerten Ay =k, Al —kl, e
e, A, =k,. 13) Definieren wir 55 ={xe9| ([k, +21)A +B]xj, x) 0 (] 0, n—1},
" so gzlt uberdles :

Gy k p().

e.s \(0} h
(3,) Jedes Element y€$§,,, y#0, mit. p(y) k, ist ein zu k, gehorzges Eigen-

element und ist auflerdem linear unabhdngig von den Elementen Xq, Xy, **; Xy_1.

Beweis. Zu (3) (vollstindige Induktion). Es sei k,€[x; B) Ferner sei die -
‘Aussage (3) des Satzes fiir n=/—1 richtig. Dann kénnen wir uns beim Beweis.
von (3) auf den Beweis von (3 1) und (3,) beschranken, da aus diesen Bemehungem
unmittelbar die Existenz eines zu k; gehorigen Eigenelementes x; folgt, das von. .
‘den. nach Induktionsvoraussetzung existierenden E1genelementen Xos Xq1y=ots Xi_1 -
linear unabhingig ist.

(a) Wir zeigen als erstes

.68 : k, p(x).

es\(o)

(ay) Es sei zunachst k, 1 <k, Offenbar existiert dann ein y0 65 mit p( Yo) <k,
~und auBerdem nach Lemma 5.2 ein y, 65 mit k= p(yl) Daher smd wegen der

3

" 1%) Es sei daran erinnert, daB nach Definition a=k,=k,=... gilt.
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Folgerung 1 aus Lemma 3. 4 fiir p=k; die Voraussetzungen -zu Lemma 3. 5 und
mit Xy, X;, -, X—y und pu=k; zu Lemma 5.3 erfiillt. Diese beiden Lemmata
sollen im- folgenden angewendet werden. ' :

Wir nehmen an, es gdbe eln 2,635,, z, #0, mit p(z;) <k, Ist dann x ein (be11eb1- :

ges) Element aus £5) der Gestalt x= 2’ , so gilt wegen z, €9, unter Benutzung

«der auch h1er gultlgen Be21ehung (5 4)

' (L(k,)x, 7)) = Z’ oc-(k, ,)([(k,+l,)A+B]x,,z,) =0.
' Welter ist wegen der Folgerung 1 aus Lemma 5. 1 .
_p(x_) = P [j;(') ocjxj] é ,1,__1 =k,_y < k-
- und nach Anna_hme p(z)<k;. Somit liefert'Lemma'3. 5 Q3), '

| o plx+z)<k. | _
Bezeichﬁet _3, die lineare Hiille der Elemepte xo; xl; vt Xp—1, ZZ,_,.s'o gift a'l'so.
69 : - pO)<k firalle ye3,y=o0. | .

Auf Giund von Lemma 5. 3 (2), ist aber dim 3,=17/41, daher erglbt 81ch aus-
Lemma 5.2 die Ex1stenz emes Elementes y,,, € 3; mit p(y,1,)=k,. Widerspruch -

,vzu (5 9). _
, ‘Damit ist die Ungleichung
k= inf p(x)
(5.10) ) ok neg\{o)p(x)

_bew1esen
' Andererse1ts 1st infolge Lemma 5.3, (1), 55162 Daher g11t

' (5 11) inf - p(x) = sup mf, p(x) =
. xegpnfoy - eeg; x€2\{0}
{5.10) und (5. 11) ergeben (5. 8). -
‘(a,) Bs sei ki_; =k;. Auch dann gilt offenbar die Unglelchung (5.11). AuBer— _
dém ist nach Definition $,<$H,_ 15 'somit erhalt man

< (5. 12) . xesl\{o}p( ) = 1nfl'\(0}P(X) =kj—y = kl

Wleder hefern (5. 11) und (5. 12) die’ Glelchung (5 8).
(b) Wir beweisen nun d1e Existenz eines Elementes X 65,, x, #0, mit p(x,) ki
and L(x)=0. - ,
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Da nach (5. 8) fur alle’ xesj,, x#0, die Unglelchung Kk — p(x)SO gllt erglbt ‘
~ sich aus (2. 8) zusammen mit Folgerung 2 von Lemma 3.4

5.13) o (L)% 9)=0  (x€H).

Wegen - (5 8) ex1st1ert eine Folge (x), xL€ 9, (n—l 2,- )b 'imvit' IxH =1 und
lim p(x,,) k. Da dann unter Beachtung von (L(p(xi)x%, x ) 0 :
(L(kl) xn’ 'xfl) - ([L(kl) L(p (xn))]xn= xl) = .
‘ = k2 —p2 (D14l + k—pGHIIBI =1,2,-)
gilt, folgt , : o ' .
(5.14) : - lim (L(k)xh, xE). = 0.

Wir definieren mit P, die: orthogonale Projektion von-$ auf $,. Die infolge

(5. 13) fiir die Bilinearform (P,L(k,)x, y) (x, y€H) gultlge Schwarzsche Unglelchung
liefert

”PIL(kl)x||4_:(PIL(kl)x9 PIL(k )x)z = l(PlL(kl)x: x)] |([P,L(k,)]2x, PlL(kl)x)| =

= |(Lkyx, DIPLEIPIA (xe$)).

Hleraus folgt fiar (x) nach (5. 14)
(. 16) ' P L(k)x,—~0 - (n—»oo)

Per definitionem ist nun (I—P)(H) der von den Elementen y; = [(k, +i )4 + Blx;
(j=0, -+, I—1) aufgespannte Teilraum; es gilt also dim (I — P)($) =/< . Somit '
existiert wegen der Kompaktheit beschrinkter Mengen in (I P)$ eme Tellfolge
(x,,k) so daB die Folge (L(k,)x .) auf Grund von

L(kz) P  L(kp)x, g + (I —P I)L(kt)xka
und nach (5. 16) konvergiert.

Wir zeigen jetzt L(k;)x} —~0 (k —eo). Fiir P, 1 folgt dies sofort aus (5. 16).

Im Falle P,=1 gilt 1= p(xo) <k,, aullerdem existiert nach (5 8) ein zy,€$H, mit

k,=p(z,). Auf Grund der Folgerung 1 aus Lemma 3.4 ist also Lemma 5.3 mit .
p=k, anwendbar und liefert entsprechend (3) eine Zerlegung Jedes Elementes _
yE€ s5 in die Summe
y=y'+y
mit y'=2-aix,. und 7€ $,.
. i=0
Da wegen (5.4) und x;, €9, (k=1,2, )

' (L(k,)xf,k,y’j = [xfw Ltkl) [_I_E'l.“-xi}] =

i

= [xflk’:.lill ai(kl x)[(l‘ +'1)A+B]x] = (k = 152’ )

i=0
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gilt, ergibt sich so fiir jedes y€$ die Bezichung

(517 (Llk)xh,,¥) = (L), y) = BLLEDR,,Y) . (k= 1,2, ).
Also folgt aus (5. 16) und (5. 17) L(k))x}, ~ 0 (k - <) und’ deshalb
 Lkxh, =0 (k=) -

da die Folge (L(k;)x},) nach Konstruktion stark kon\}érgieft Somit ist (x},) eine
zu k; gehorige Folge erster’ Art; demnach gilt k,€¢(L) und wegen ki€[o, B)
auf Grund der Voraussetzungen des. Satzes. schlieBlich

(5. 18) L k,cat(L).

Wie in Teil (1) des Beweises zu Lemma 4.3 erhalten wir nun durch Ubergang
zu einer Teilfolge (y)), y;=x, (j=1,2, ), eine zu k; gehdrige Folge erster Art
J
mit y;~ _x #0 (j—~o). Dann gilt ' '

L)% =0 und px)=k, .

und wegen y;€9,j=1,2, -, ist x;€H,.

(¢) Die Beziehung (3,) folgt nun unmittelbar aus den in (a) und (b) ‘bewiesenen
Aussagen. . Ferner folgt fiir jedes y€ $, mit p(y)=k, aus (5. 15) P,L(k;)y=0 und
entsprechend aus (5.17) L(k)y=0. Die lineare Unabhingigkeit der Eleémente )
Xgs X1, ***s Xj—1, y ergibt sich aus Lemma 5. 3, (2). Also gilt auch (3,).

(d) Zur Vervollstindigung unseres Induktionsbeweises bleibt noch die Richtig- '

_ vkeit von (3) fiir n=0 zu zeigen. Wegen H=9, gilt aber koa mf{ o)p(x) ‘Wie

in (b) 14Bt sich dann die Existenz eines ‘X0 €90, X070, mit p(xg)=kq bewezsen ‘
" Also gilt (3;) fiir n=0. Der Beweis fiir (3,) im Falle n=0 erfolgt w1e in (c).

Zu (1). Nach (5. 18) und Lemma 4. 3 gilt (1).

Zu (2). (a) Es sei dim §=m<ce. Dann gilt 6(L)=0"(L)=0{"(L) und
daher (3) mit f=oo. Also existieren m linear unabhingige Eigenelemente erster:
Art zu den Eigenwerten kg, k,, ---, k,,—,; hieraus folgt (2).

(b) Es sei $ unendlichdimensional und sei 4¢€a™(L)N[a, B). Nach Voraus-
setzung und wegen Lemma 5. 3 ist dann 1 ein Eigenwert erster -Art und endlicher
Vielfachheit von L. -

‘Wir beweisen zunéchst, daB es zwei benachbarte M1n1mum—Max1mum-Werte
k, und k,, gibt, so daB k, _,1_<k,,+1 gilt. Andernfalls wire nidmlich k,¢[o, AJc
cla, B) fiir alle /=0,1, --+; es gibe also nach (1) und (3) in [«, 1) unendlich viele
voneinander verschiedene Eigenwerte erster ‘Art und somit einen Hiufungspunkt -
p€fo, B) der Menge oV(L), fiir den wegen Lemma 4.4 p€o™M(L)\ o{(L) wire.
Dies stéht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung o™(L)N[a, ) <ofV(L).

Also gibt es unter allen natiirlichen Zahlen # mit k,> A eine.kleinste, die mit
n, bezeichnet werden soll. Weiter sei S={xq, X, -, X,,_1} €in nach (3) existie-
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rendes System linear unabhingiger Eigeneleménte zu den Ei'genwerten ko, ki, e,
" e, kpy—1. Gibe es nun ein zu A gehoriges Eigenelement y, das von dem System
* § linear unabhingig ist, so wire die lineare Hiille £ von S und y ein (n, + 1):dimen-

sionaler Teﬂraum von 9, fir den emerselts pach Lemma 5.2 s= sup p(x)=k,,,.
- oxee\{o}

also s>,l und- andererselts nach Folgerung 1 aus Lemma 5 1 s=41 wire. Wlder-
spruch. : : _
Folglich tritt A unter der ‘Menge der k (n= 0 1, ) seiner Vielfachheif ent-
sprechend oft auf, w.z.z.w. :

Das folgende Lemma glbt mit Hilfe von Satz 5. 1 .eine andere Charakterlslerung
A “-der Minimum-Maximum-Werte an. Hierbei bezeichne M, die Gesamtheit. aller
.om- dlmensmnalen Teilrdume von 9. ’

Lemma 5.4. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 gzlt fur Jedes k,E[oc, ﬁ) '

619 L. o Y

Beweis. Nach Satz 5.1 existieren i+ 1 linear 'unabhé’mgige Eigeneléx_nente
Xg, X1, +++, X; erster. Art- von L zu den Eigenverten ,10-.k0, A=Ky, Ai=k;.
Dann gehort die lineare Hiille X, ., der Elemente xo, Xy, x; z0 My, und -es
gilt nach Folgerung 1 aus Lemma 5.1 : B
(5.20) ’ I k.=l. p(x).

. x€£.+1\(0)

Aus Lemma 5. 2 folgt aber ,ax p(x)>k 16y fur Jedes QEiUl,+1 Also gilt

5.21) : : Qelg‘f;“ Jceﬁaﬁg}p(x) = k.
(5.20) und (5.21) ergeben schlieBlich (5. 19). -

Wir geben nun noch ein zweites Minimaxprinzip zur Bestlmmung von Eigen-
werten der Schar L, begonnen beim groéfBten Elgenwert erster Art, an. Zu diesem °
Zwecke definieren wir unter. Beibehaltung der vorn emgefuhrten Bezelchnungen

m; = inf sup p(x) (1—01 ).
. 2e8; xca\{0} .

Dabei heille m; der i-te Maximum- Minimuin-Wert

Satz 5.2 (Max1mum-M1n1mum—Prmz1p) i Es sei o= sup p(x) #Foo, und - -
- xes\{0}
es existiere eine reelle Konstante B<ao mit der Elgenschaft a (DN (B, o caf(L).

- Dann gilt:

" 16) Im Beweis zu Lemma 5.2 wurde gezeigt, daB auf Jedem endhchdlmensmnalen Tellraum '

McH sup  p(x)= -max.p(x) gilt.
x€m\{0} | xEm\(0}
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(1) Jeder Maxlmum Mlmmum-Wert m, E(,B, oz] ist’ em Etgenwert erster Art
und endlicher Vzelfachhelt von L.

(2) Jeder Punkt A€ V(L)N\(B, a] ist ein Ezgenwert erster Art von endlicher
Vielfachheit und tritt in der Menge der m, (n=0, l ) seiner Vzelfachhett ent-
sprechend oft auf : - A

(3) Es sei m,€(B, oc] Dann existiert ein System von n+1 lmear unabhangzgen
Ezgenelementen Xos X1, °*5 X, Wit den zugehorlgen Ezgenwerten do=mg, A =ny, -

YA, =m,. 17 Deﬁmeren wir 5,,—{)6635! (lom, + 4 )A+B]x,, x)=0 (j=0,-
— 1)}, so gilt iiberdies

(31) m,= max p(x).

-(3,) Jedes Element yESj,,, y¢0 mit p(y)=m, ist ein zu m, gehoriges Ezgen-
' :element und zst auﬂerdem linear unabhdngig von den Elemienten Xo, X1, -+ Xp_ 1.

Bewels Anwendung von Satz 5.1 auf die Schar (vgl. [1])
: B L-(A)= iZA +AB‘+C‘ .
mit A~=—A, B-=B,C-=—C liefert unmittelbar die Behauptung.

‘6. Anwendbarkeit der Minimaxprinzipe

v_Derv’vorliegendc; Abschnitt gibt einige einfache hinreichende Bedingungen -
_ fiir die Anwendbarkeit der Minimaxprinzipe an. o
Zur Abkiirzung werden wir im folgenden sagen, dal die Schar L fur eine reelle,
Zahl )5 oo 18) der  Bedingung (V) geniigt, wenn gilt: : :
(V,l) Fiir jede zu A gehonge Folge (x,,) erster Art m1t x —nx0 (n—»oo) gllt _
Cx,—~Cxy (n—> ). ' :
AuBerdem werden im weiteren stellenweise elmge der nachstehenden Bedmgun-

. gen (L), (Ig), (I und (B) benutzt.

(Ly) (bzw. (Ip) oder (Ip)). Die Schar L sei so beschaffen daB, falls 0€o(A)
(bzw. 0€a(B) oder 0€0(C)) gilt, O ein isolierter Punkt des Spektrums
von A (bzw. B oder C) von endlicher Vielfachheit ist.

(B) Der Operator B der Schar L =424 +AB+C sei positiv 12) oder vollstetig.

Lemma 6. 1. Jede der nachstehenden Bedmgungen ist hinreichend fiir die Be-
schrénktheit des Funktzonals p:

(1) Die Form (Ax, x) (x€$) ist streng mdeﬁmt

(2) L genugt der Bedmgung (IA)

17) Es sei daran erinnert, daB nach Definition a=me=m,=... gi]i. -
18) Im weiteren werden stets nur endliche reelle' Zahlen betrachtet.
) D. h. (Bx, x)=0 fir alle x¢$ (Bezeichnung: B=0).
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- Béeweis. Im Falle (1) folgt die Aussage direkt aus Lemma 3. 4.
" (2) L geniige der Bedingung (I,). Angenommen, p wire unbeschrinkt, d.h.,
" es gabe eine Folge (%), X, €9, Ix,l =1 (n—l 2, --+) mit

(6 1) ]p(xn)l>n (n=1,2,-).

Wegen (1) ist dann die Form (4Xx, x) (seml ) definit. Weiter existiert nach Deﬁmtlon '
(2.7) auf Grund von (6. 1) eine Teilfolge (x,,), fur die hm(Ax,l x,,k) =0 g11t-

Aus der (beschrinkten) Folge '(x,,) wihlen wir "eine schwach konvergente -
: Tenlfolge (D> y1=xn,, (l=1,2 )1 y;=~Y,, fiir die wegen’ l|m (Ay,,y,) 0

Y0 (I > o)

gxlt wie man durch Anwendung der wegen der Deﬁmthelt von (Ax, x) (x€9) gil--
tigen Schwarzschen Ungleichung aus

4y, Ay)* =4y, YNAR 1, ») (l =1,2,-)
erkennt. ’ : ' »
Es bezeichne nun N den Nullraum von 4 und R dessen orthogonales Komple-
ment. R und N reduzieren bekanntlich 4 .und es gilt S=R®N; y, =y’ +yf .
(I=1,2, ---) sei die hierzu gehorige Zerlegung von y,. Dann folgt aus Ay, ~0 (I > )
wegen Ay¥=0 (I=1,2,--) die Bezichung Ay —~0 (/~<) und auf Grund der.
Voraussetzung (I,) hieraus yR—~0 (/). Wegen y¥ +yf=y,~y, (I—><) 'ergibf'
“sich somit y}—~y, und wegen der nach.(I,) endlichen Dimension von N also

Yi~yo (=20), lyoli =1. A
Infolge der Stetigkeit des Funktionals p (s. Lemma 3. 1) erhilt man schlieBlich

- lim p(x,,) = lim p(y) = p(yo)
" in Widerspruch zu (6. 1). 4

Lemma 6.2. Jede der folgenden beiden Bedmgungen ist hmretchend dafur
daf die Schar L fiir jedes reelle A der Bedingung (V) geniigt:

(1) Der Operator C ist vollstetig.

(2) Die Operatoren A und B sind beide vollstetig.

BCWCIS Im- Falle (1) ist die Aussage ev1dent Bei (2) folgt wegen der Voll- :
stetigkeit von A und B fiir jede Folge (x,) erster. Art mit x,~x, (n-<0) aus
L(A)x,=(A24A + AB)x,+ Cx, ~0= L(A)x0 (A4 + AB)xo+ Cx, (n—»oo) die Bezie- .
hung Cx, —~Cx, (n—-o), w.z.z.W. '

Lemma 6. 3. Geniigt. die Schar L in einem Punkt l#O der Bedmgung V) -
und auflerdem der Bedingung (B), so gilt fiir jede zu ). gehdrige Folge (x,) erster Art' :
mit x,~ 0 (n—»oo) gleichzeitig. Ax, ~0 (n—<0) und Bx,—~0 (n—>). :



64 R. Kiihne

Beweis. Es sei (x,) ei’ne zu A gehorige Folge erster Art mit x,~0 (n-<0). Dann
folgt zuniichst aus (V)
(6. 2) : Cx,~0 (n —»oo)

Der Voraussetzung (B) entsprechend unterscheiden wir zwei Fille. -
(1) B sei vollstetig. Dann gilt Bx, -0 (n—<°) und wegen L(ll)x —lex,,+
-~ ABx,+ Cx —~0 (- oo) infolge (6. 2) und A0 schlieBlich Ax, ~0 (n—oo), W.Z.Z.W.
" (2) B sei positiv. Wir betrachten die nach (2. 2) gﬁltige' Beziehung

6.3 - [(Bx,, x,) +d(x)]p(x,) = —2(Cx,, Xn)-
Da_aus (6. 2) wegen ixll=1(n=1,2,- .Y die Glelchung hm (Cx,, x,,) 0 folgt
liefert (6. 3) auf Grund von hm p(x) A0
hm ((Bx.,, X +d(x)] = 0
und somit wegen B=0 und d(x)=>0 (n=1, 2, ---)
,.Hﬂ (Bx,, x;,) =0.

Infolge B=0 ergibt sich hieraus -
Bx,—+0 (n—o).

Wle in (1) erhdlt man nun Ax —»0 (n—- ), w.z.z.w. -

.Lemma 6.4. Die Schar L geniige fiir eine reelle Zahl A der Bedmgung VD).

Ferner gelte (B). Ist dann (x,) eine zu 2 gehorzge Folge erster Art mtt Xy~ x0 #0 -

{n—<), so gilt p(x,)=A.

Beweis. Wir vermerken zundchst, daB aus x,~x, (n-><) die Benehung'
V;L(ﬂ.)x —~L(,1)x (n— o) folgt und somit wegen L(A)x, 0 die Glelchung ’
L(l)xo =0
gilt. Daher geniigt es-auf Grund von Lemma 2. 3, zum Beweis von p(xo) A die
Giiltigkeit der Unglelchung :
©.49 . ' C 2M(Ax,, xo)+(on, Xo) = 0
" zu zeigen. (B) entsprechend unterschelden wir hierzu zwei Falle
(1) Essei B=0.
(a) Im Falle 1=0 gilt offenbar (6. 4). : :
(b) Es sei 40. Wir setzen ohne Emschrankung der Allgememhelt voraus
dal} die offenbar beschrinkte Zahlenfolge ((Bx,, x,,)) konvergiert. .
Aus L()x, ~L(A)x, =0 folgt, da wegen (V,) Cx,—~Cx, (n—<) gilt, die Be-
ziehung A24x, + ABx, ~A2Ax, + ABx, (n—»oo) und unter Beachtung von’ /1#0
~ somit .
-21Ax,, + 2ch,l —»2/1Ax0 +2Bx, (n— ).
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"Deshalb ergibt sich auf Grund der Relationen x,,’—- xo' (n—><) und
Jim Z(A—p( ))(Ax,,, x,)=0 - . :

hm [2P (xn) (Axn ’ xn) + 2(an ’ xn)] - 2/1 (Axo H xO) + 2(Bx0 s xO)
Mit f ) (x0) = 2p(x,,) (Ax,, , X,) + (Bx,, x,) erhilt man so

(. 5 . 22 (Axo;_xo) + (Bxo, x0) = '}irgfp(x") () + }H{lo (Bxy, X,) — (Bxo, Xo)-

Weiter gilt, weil aus x,—~ x, die Bezichung hm (Bx,,, xo) =(Bxg, Xq) folgt in-
folge B=0 . :
hm (ana xn) (on, xo) - hm [(me xn) (ana xO) (on, n) +(Bx0: xO)] -

6.9 = lim (B(x, — Xo), (% —x0)) =0,

Nun ist nach (2. 9) fp(xn)(x,,)>0 Somlt liefern (6. 5) und (6. 6) die Unglelchung
(6. 4), w.z.z.w. )
(2) B sei volistetig. Dan ist’

(6.7) "~ Bx,~Bx, (n-oo).

(a) Gilt 1=0, so folgt aus der nach (2. 9) giiltigen Ungleichung J’I,(xHS(xn)z
=2p(x,)(AX,, x,) +(Bx,, x,)>0 wegen der Bezichungen limp(x,)=21=0,

(dx,, x)|=]l4] (m=1,2,--) und nlim (Bxy, X,)=(Bxg, Xo) die Ungleichung

(Bxo, Xo) = lim f,ey(x) = 0,
also 6. 4).
(b) Es sei 1540. W1e in (1) gelangt man zu (6. 5). Daraus folgt auf Grund
von (6.7)  limf,, \(x,)=24(4Ax,, xo) + (Bxg, Xo). Wieder gilt (6. 4) Wegen

f;z(x,.)(xn) = 0 ’

Lemma 6. 5. Es sei A€oV (L). Ferner gelte fiir die Schar L die Bedingung (B).

(1) Geniigt L im Punkte A der Bedingung (V,) und erfiillt L auferdem die
Bedingung (1¢), so gilt A€a{V(L).

(2) Ist A0 und geniigt L neben der Bedingung (V,) wenigstens einer der Be-
dingungen (1) oder (1), so gilt A€o{V(L).

Beweis. Wegen A€oW(L) existiert eine zu A gehorige Folge erster Art (y,,),
“die infolge || y.l=1 (m—l 2,.) eine schwach konvergente Teilfolge (x,) mit -
X,~x (n—o<s) enthilt. '
" Angenommen, es wire 1¢ o{(L). Dann ergabe sich wegen Lemma 6.4 x 0 '
d. h X,~0 (1n—o0), :

5 A
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Fall (1). Aus (V,) folgte nunmehr Cx, -0 (n - ). Dies steht aber nach dem -
auf Seite 51 zitierten Kriterium von H. WEYL im Widerspruch zur Bedingung (Io),

Fall (2). Aus Lemma 6. 3 erhielte man dann sowohl Ax,—~0 (n- o) als auch
Bx,—~0 (n—<). Dies ist w1eder nach dem Kriterium von H. WEyYL zu (I,) bzw.
(Izp) im Widerspruch.

Wir konnen nun die Mlmmaxprlzlpe auf spemelle Scharen anwenden.

Satz 6. 1. Die Schar L=22A+ AB + C geniige den (auf Seite 42 bzw. 62 genann-
“ten) Voraussetzungen (D*), (B) und (1,). Ferner sei der Operator C vollstetig.
Dann sind die Sitze 5.1 und 5. 2 mit B=0 anwendbar und es ergibt sich:

Die Menge 6V (L)\ {0} besteht aus hichstens abzéihlbar vielen isolierten Punkten,
die sich nur im Nullpunkt héufen konnen, und jedes 1€ a(L) mit A0 ist ein Eigen-
wert erster Art von endlicher Vielfachheit.

Gilt. C#0, so ist e ML)\ {0} 0; das Minimum- Maximum-Prinzip (Satz 5. 1)
liefert dann alle negativen und das Maximum-Minimum-Prinzip (Satz 5.2) alle posi-
tiven Ezgenwerte erster Art von L. -

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung des Satzes folgt aus Lemma 6. 1

inf p(x)# oo, sup p(x);éoo und aus 'Lemma 6. 5, (2), mittels Lemma 6. 2, (1),
x€5\{0}
(1)(L)\{0}ca(1)(L) Daher sind die Voraussetzungen zu den Sitzen 5.1 und

5.2 mit =0 erfiillt. Hieraus folgen alle iibrigen Aussagen des Satzes, wobei man
beim - Beweis von "D\ {0} #0 im Falle C 0 beachte, da8 dann entweder
ko = inf p(x)<O0 oder me= sup -p(x)=0 gllt '

xe$5\{0} x € 5\{0}

Satz 6. 2. Die Schar L=)2A+iB+C geniige den (auf Sezte 42 bzw 62 genann- '
ten) Bedingungen (D+) und (I;). Ferner seien die Operatoren A und B volistetig, und
" es gelte A # 0. Existiert dann ein x€$ mit (Ax, x)=0, so ist Satz 5.1 und andern-

Jalls Satz 5.2 mit unendlichem B anwendbar. Dabei ergibt sich: : )
 Gilt dim $=n<-co, s0 besteht ¢'(L) aus endlich vielen Eigenwerten, zu denen
ein System von genau n linear unabhingigen Eigenelementen erster Art gehort.

Ist © unendlichdimensional, so besteht oV (L)y\ {} aus genau abzihlbar vielen
isolierten Punkten, die sich nur gegen oo hiufen. Jedes 1€ o'V (L)\ {} ist ein Eigen-
wert erster Art von endlicher Vielfachheit. Der Operator A ist dann positiv oder negativ.

.Beweis. Wir vermerken zunéchst, daB nach Voraussetzung fiir Ldie Bedingung
(B) gilt und somit das Lemma 6. 5 angewendet werden kann.

(1) Es existiere ein x € H mit (4x, x)=>0. Dann folgt aus (3. 3) 1n\f{'0} D(x) # oo

und wegen Lemma 6. 2, (2) aus Lemma 6. 5, (1), a(l)(L)\{oo}ca(l)(L) Daher
sind die Voraussetzungen zu Satz 5. 1 mit unendlichem S erfiillt, woraus die Aus-
sagen des Satzes folgen, wenn man beachtet, daB p(x) und somit alle Mlnlmum-
Max1mum Werte k, (n=0, 1, ---) nur endliche Werte annehmen. .
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Im Falle unendlicher Dimension von $ ergibt sich aus der Haufung von
oM (L)\ {=} gegen < die Unbeschrinktheit von p und daher nach Lemma 6. 1, ),
die Definitheit der Form (Ax, x) (x€$); also ist A entweder positiv oder negativ.

(2) Existiert kein x¢$ mit (4x, x)=0, so gibt es wegen 440 ein y€$H mit
(Ay, ¥)<0. (3. 4) liefert dann su\;zo} P(x) # oo. (1) entsprechend zeigt'man, ‘daB jetzt

x€EH

Satz 5.2 anwendbar ist, W.Z.Z.W.

Folgerung. Die Schar L geniige den Bedingungen (D*) und (1,). Ferner
seien die Operatoren B und C vollstetig, und es sei B=0, C 0. Dann gilt:
© - Ist dim $=n=<-oo, so besteht 6P(L) aus endlich vielen Eigenwerten, zu denen
ein System von genau n linear unabhingigen Eigenelementen zweiter Art gehort.

Besitzt $ unendliche Dimension, so besteht o®(L)\ {0} aus genau abzéihlbar
vielen isolierten Punkten, die sich nur gegen 0 hiufen. Jedes ).¢ d®(L)\ {0} ist ein
Eigenwert zweiter Art von endlicher Vielfachheit. Der Operator C ist dann posmv
oder negativ.

Beweis. Wir ordnen der Schar L entsprechend Lemma 3. 6, (2), (bzw. Lemma
4.2) die Schar Ly(4) =224, + 4B, + Cy mit 4,=C, B,=B, C,=A zu. Offenbar
erfilllt Z, die Bedingungen (D+), (Iz,) und geniigt daher wegen 4,=C=0 und
auf Grund der Vollstetigkeit von B=5,, C=A4, den Voraussetzungen zu Satz
5.2, der dann unter Benutzung von Lemma 4.2 die Behauptung liefert.

An dieser Stelle .sei nochmals auf die bereits’ zitierten Arbeiten [1] und [2]
hingewiesen. In [1] wird in einem endlichdimensionalen Raum die Schar L unter
der Bedingung (D) und der zusitzlichen Voraussetzung (Bx, x) =0 (x € H) betrachtet;
in [2] werden u.a. stark geddmpfte Scharen untersucht, die sich durch eine Para-
metertransformation auf diesen Fall zuriickfiihren lassen. Stets geniigt hierbei
die Schar L der Bedingung (D*). Wegen der endlichen Dimension von § sind auch
die iibrigen Voraussetzungen zu den Sétzen 6.1 und 6. 2 erfiillt. Wir erhalten so

" als Spezialfall die in [1] bewiesenen Aussagen.
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