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Introduction

Dans la monographie [A], n° IX. 3, on a montré que certains aspects de la
théorie des matrices finies peuvent €tre retrouvés dans I'étude de certaines
classes d’opérateurs de ’espace de Hilbert. Le but de cette ‘Note est de poursuivre
la recherche de ces analogies. : E N

On s’occupera en particulier d’opérateurs T ;,sans multiplicité”. L’une des

caractérisations de ces opérateurs est qu’il n’y a pas de sous-espaces invariants -

£,,8, (8,#2,) tels que les restrictions T[2; et T|¢, soient quas1 51m11a1res
(Pour la définition de la quasi-similitude, cf. [A].)

Nous montrerons que la plupart des caractérisations qu’on obtient pour tels
opérateurs dans les espaces de dimension finie, gardent leur validité aussi pour les
opérateurs des classes’ Co(N) (N=1, 2, ---) dans I’espace de Hilbert (de dimension
finie ou infinie), si I'on remplace la fonction matricielte 7— 2/ et le polynome
minimum par la fonction caractensthue O(2) et la fonction intérieure minimum,
selon les cas.

Il est manifeste que pour les operateurs dans les espaces de dimension finie -
la notion de la quasi-similitude coincide avec celle de la similitude. Nous montrerons
au n° 8 que pour les operateurs des classes Co(NV) cela n’est plus le cas.

Observons que de tout opérateur T dans I'espace euclidien EV de dimension
finie N on obtient un opérateur 7 =a7 de classe Co(N) si I’on choisit le facteur numé-
rique a0 tel que || 77}l <1. Ainsi, les résultats sur les opérateurs de classe Co(N)
" s’appliquent aussi aux opérateurs dans E¥. Dans ce cas la fonction minimum de
T’ sera un produit fini de Blaschke; le produit des numérateurs de ce. produit

fournit alors le polyndme minimum de 77, d’ou le polyndme minimum

de T résulte d’une maniére évidente. Nous laissons au-lecteur ‘de se rendre compte
des détails de cette réduction. Nous préférons de rechercher les opérateurs
‘dans_des espaces de dimension finie d’une maniére directe; en nous appuyant sur .
les méthodes classiques de la théorie des matrices finies. Ce sera objet du n°1.
Les opérateurs de classe Co(N) seront étudiés dans les numéros ultérieurs, sauf
le n° 3 qui contient un lemme sur les fonctions mterleures
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1. Matrices finies

1. Sdit T une matrice finie de type de Jordan:
(1 C T T= Ol H ) e Qed )

ou I, désigne la matrice unité et J,, désigne la matrice auxiliaire, de rang m.') Considéré

comme opérateur dans I’espace euclidien complexe EY de dimension N=m, +--- +m,,

T a les valeurs p‘ropres Ays -++5 4., comptées conformément & leurs multiplicités.
Le déterminant de Afy—T est égala -

D) = I C=Aay™
tandis que le polynéme minimum de 7 est’
MOy = I O—m

ou 1y parcourt les valeurs propres différentes de T et Iexposant n, est égal
au maximum des exposants my; correspondant aux valeurs A; égales & .

Pour qu’on ait DT =Ml faut et il suffit donc que toutes les Valeurs propres

de T soient ‘simples.

Observons aussi que, dans le cas general le polynéme minimum de 7T est egal a

celui de la matrice . .
T, = (ﬂlln‘ +Jn;)+ + (.uslns"f_']ns)

dont les valeurs propres sont simples. Regardé comme opérateur, 7’ peut étre‘co'nsidf_’:-

ré comme la restriction de 7" 4 un sous-espace invariant. I1 y a éventuellement plusieurs

sous-espaces invariants de ce type; par exemple dans le cas ouil y a, parmi les
" nombres m; correspondant aux 4, egaux 4 la méme valeur Hs plu51eurs qui attelgnent
_le maximum M-

2. Cherchons des conditions pour quun vecteur x soit cychque pour T,
cest-a-dire que x, Tx, T?x, --- sous-tendent I’espace E¥. '

A cette fin, observons d’abord que pour un polyndme p(i) quelconque on a

am-mn=-%kwmﬁﬁm@m+w+ ﬂWWMWH]

1=i=r

1
(m;—1)!

" Numérotons les composantes des vecteurs x € E¥ conformément 4 la décomposition

en somme directe (1. 1), par deux indices:

X = (X0gs ey Ximys Xags ooes Xamgs ooe 3 Xpgs oins Xy )e

H J.=(a:w) (1,k =1,..,m), avec a;;,,=1 pour i=1, ..., m—I] et a,=0 poLlr les autres
pairs i, k. i '
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En vertu de (1.2) on a alors pour y=p(T)x:

‘ 1 ’ ’ m;—
Yii = p(li)xil +-1—!—p ()"i)xiZ + .“: S ey ( l), p( ! 1)(Al)x1mi3
o ' . ' 1
1.3) Vo= PADxi T P("'"’”me
Vim = o PO)Xim,

(i=1,--:,r). Lorsque x;, =0 pour un i, on a donc y,.,,;.,=0 et cela pour tout

polyndme p. On en déduit que si x est un vecteur cycligue pour T, on a nécessairement.
Xim; Z0 pour i=1, .-, r. Cela entraine, a son tour, que les valeurs propres de T
sont toutes 51mples. En effet, si ‘1=a<b=r, le vecteur _zEE” défini par. '

Z,

am,,,=:'xbmb’ meb‘ = —xama’ .Zij = 0 pour les autres i:js

est différent de 0 et pour y:p(T)x on a

(7, 2) = PO Xam, * Xomy + 7 Cs)Xomy * (= Xams) = [2Cha) = PO X am Koy

si' I’on avait A,=4,, z serait donc orthogonal a p(T)x quel que soit p, ce quicontre--
dirait Vhypothése que x est cyclique. Donc A,%4,. '

Inversement, si les valeurs propres de T sont simples, tout vecteur Xx€EN
tel que Xy, #0 (i=1, ---, r), est cyclique pour T. _Cela veut dire que, x étant fixé
de cette fagon, pour tout vecteuryEE” il existe un polyndme p vérifiant le systéme
d’équations (1. 3). Or, ce systéme se réduit évidemment a un systéme de la forme

PR =ty, PG) =12, 2.y PR = i, . (=1,..r),

les valeurs 1;; dérivant des composantes des vecteurs x et y. Il s’agit donc d’un
probléme d’interpolation d’Hermite, et ce probléme a pour solution un polynéme p,
“méme de degré =N-1. ' -

Donc, une condition nécessaire et suffisante pour que 7 admette un vectcur
_cychque est que les valeurs propres de 7T soient simples.

De plus, s’il existe un vecteur cyclique pour T, tous les vecteurs x sont cychques
sauf peut-étre les vecteurs situés dans un nombre fini (= N) de sous-espaces de EV,
de dimension N —1; ainsi, lensemble des vecteurs cycliques est ou bien .vide ou
bien dense dans -EV. '

3. En su'pposant que les. valeurs propres de 7" sont simples (c’eét-a-dire Ags ooy Ay '
des valeurs différentes), cherchons de déterminer les sous-espaces invariants pour
T. Soit x un vecteur fixé dans E¥. Si les composantes x;,, *--, X;,,, nI€ sont pas toutes
~ égales 2 0, soit Xy, 1a derniére entre elles qui n’est pas 0; autrement on pose ki=0'.
~ En se servant toujours de I'interpolation d’Hermite on déduit des équations (1. 3)
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que si p parcourt les polyndmes, y =p(T)x parcourt les vecteurs dont les composantes
Yij . ki<j=my; i=1,...,r)

sont (et les autres arbitraires. L’ensemble de ces y est un sous-espace de E¥ qui
- est évidemment déterminé par les nombres k 1s, k,; désignons-le par (k,, ---, k).
En faisant x varier, on conclut aussitét que les sous-espaces invariants pour T sont
précisément les-sous-espaces 2(k,, ---, k,) ou les nombres_k,. peuvent Etre préscrits
arbitrairement sous la condition O=k,=m; (i=1,---,r). :

- Le ‘polynéme minimum de la restriction de loperateur Ta Q(kl, -+, k,), qui
doit €tre un diviseur de M(1), est évidemment egal a

| M(D = [ =2y

Ainsi, si les valeurs propres de T sont snmples il y a une correspondance
blumvoque entre les diviseurs M(1) de M(2) et les sous- espaces invariants pour T .
Notamment, pour tout diviseur M(2) il existe un sous-espace invariant € et un seul .

_tel que la restrlctlon de T a 2 ait le polyndme minimum M(l) notamment

2= {x.‘ M(T)x = 0};

Inversement, cette propriété caractérise les 0p°rateurs T dont toutes les valeurs
‘propres sont simples. Il suffit méme de savoir qu’il ‘n’existe pas de sous-espace
non-banal £, invariant pour 7, tel que 7€ ait le méme polynome minimum que 7.

A cet effet, rappelons le fait, observé dans le paragraphe I, que pour tout T
il existe un sous-espace invariant £’ tel que 77 = 72’ ait le méme polynéme.minimum
~que T et que lés valeurs propres de 7" soient simples. Sous I’ hypothése faite sur 7,
£’ ne peut étre différent de I’espace entier, donc 7" =T et par consequent T a ses va-
leurs propres simples.-

4. Deux -opérateurs similaires dans des espaces de dlmensmn finie ont évidem-
ment le méme polynéme minimum. Il s’ensuit que si 7 jouit de la propriété que
ses restrictions 4 des sous-espaces invariants différents ont des polyndémes minimum
dlfferents alors T jouit aussi de la propriété que ses restrlctlons a des sous-espaces
différents ne sont pas similaires.

Inversement, cette derniére propriété entraine que les valeurs propres de T
sont simples et alors aussi la premiére propriété. En effet; si x,, x, étaient des vecteurs
propres linéairement indépendants de 7, correspondant & la méme valeur propre,
les sous-espaces unidimensionnels {cx,}, {cx,} (¢ complexe) seraient différents,
mais les restrictions de 7" & ces sous-espaces seraient similaires (méme umtalrement
équivalentes).



Opérateurs sans multiplicité o ' 3 5

5. Observons encore que si le vecteur xg est cyclique pour T et si X est un
opérateur permutant a3 T, Xx, est la combinaison linéaire d’un nombre fini des
" vecteurs Tixg (i=0,1,--), soit Xxq=aoxo+a,Txg+++a,T"x,, d’ou XTixy=
=T Xxq=(agl+a,T+ - +a,T")T'x, et par consequent X=¢(T) avec g¢g(l)=
=qy+a; A+ +a,A’: X est un polynéme de T.

Inversement,-si T jouit de la propriété que tout opérateur X tel que TX XT,
est un polyndme de 7, alors les valeurs propres de- T sont simples (et par conséquent
il existe un vecteur cyclique). En effet, soit E, la somme directe, analogue 3 celle
fournissant T (cf. (1. 1)), dont le a-iéme terme est ¢gal a I, et les autres égaux aux
matrices O de rang correspondant. E, permute a T, mais si T a des valeurs propres
multiples, p.ex. si A,=4, (a=b), E, n’est pas de la forme p(T), parce que les éléments
diagonaux de p(T) sont égaux a la méme valeur p(,l,,) dans la a-iéme et dans la
b-iéme cellule. :

6. Comme tout opérateur 7 dans un espace 9 de dimension finie a,'par rapport
a une base convenable, Ja matrlce de type (1. 1), on peut resumer les resultats obtenus
comme il suit:

_ Théoréme L. Pour tout opérateur T dans un espace de dimension finie .,
il existe un sous-espace invariant $, tel que les valeurs propres de To=T|9H, sont
toutes simples et que My, soit égal a My.

Théoréme II. Pour un operateur T dans un espace 5 de dzmenszon ﬁme les
conditions suivantes sont équivalentes: : <

(0) toutes les valeurs propres de T sont szmples

(i) il existe un vecteur cycliqgue pour T;

(ii) le polynéme minimum de T est égal au déterminant de M- T par rapport
‘G une base quelconque dans ©: Mp(A)=Dy(}); '
 (iii) " pour tout diviseur M du polynéme minimum My il existe un sous-espace
" Q jnvariant pour T et un seul tel que .le polynéme minimum de T|8 soit egal aM,
notamment le sous- espace L=9Hy ou

O ={x: x€H, M(T)x=0};

_(iv) i ny a pas de sous-espace propre L de 5, invariant pour T, tel que MTIQ
soit égal a M; : .
(v) iln y a pas des sous-espaces £y, £, (2, #L,) invariants pour T tels que
" T|2, et T|8, soient similaires;
(v1) tout opérateur X permutant a T est un polynome de T X= q(T ).

Défi mmon. Les opérateurs T dans des espaces de dimension finie, vérifiant
les conditions équivalentes (0)—(vi), seront .appelés sans multiplicité.
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Théoréme- Ill. Pour tout opérateur T dans un espace de dimension Sfinie 9,

Pensemble des vecteurs cycliques est ou bien vide, ou bien dense dans .

~ Pour terminer ajoutons la remarque suivante, conséquence immédiate de la
forme de Jordan des matrices: si 7, et T, sont sans multiplicité, ils sont szmzla:res
si leurs polynémes minimum comczdem et dans ce cas seulement.

2. Opérateurs de classe Cy(N). Théorémes et corollaires

Dans la suite nous cherchons ‘les analogues des propriétés établig:s ci-dessus,
pour certains opérateurs dans des espaces de Hilbert $ (de dimensibn finie ou in-
finie). Nous allons énvisager notammaent les classes Cy(N) (N 0, 1,---) composées
des opérateurs dans $ tels que ‘

Ve §'I, T"~0 et T*"+0 (o)
(c’est-a-dire T¢ Céo) et que les sgus-espéces de défaut
| Dy =DrH et Dy =D
sont de dimension N; DT et Dy« desngnent les opérateurs de defaut
D, = (- T*T)l/2 Dy = (I-TT*YV2, 2)
‘ Rappelons quelques faits sur les opérateurs de classe Cy(N), établis dans [A].~
Co(N) est comprise dans la classe C, des contractions 7" complétement non-,
unitaires, pour lesquelles il existe une fonction intérieure u(4) (dans le disque unité) )

telle que u(7)=0; parmi ces fonctions il y a une qui divise les autres; cette
fonction, déterminée a coincidence ‘prés, est appelee la fonctlon minimum de T

et est désignée par my(d).

Pour. T€ Cy(N), la fonction ,,caractéristiqﬁe”
GT(l) = [_T+DT*([—AT*)_1DT]IET

~est une -fonction analytique A valeurs contractions de D; dans D, intérieure

des deux cotés (Cest-a-dire ‘que O(e'") est un opérateur unitaire de D, sur Dy

2) L'égalité des dimensions des sous-espaces de défaut Dy et D+ s’ensuit deja de ce que
Te Cyo, consequence de [A], théoréme II. 1.2 et proposition 1. 2. 1.

3) On désigne par. H= I'ensemble des fonctions scalaires u(1), holomorphes et bornées dans le . -

disque |A| <. La fonction ue H= est intérieure si ses valeurs limites (non-tangentielles) sur le cercle

unité sont-p.p. de module 1. Pour deux fonctions intérieures, on dit qu’elléé colncident, lorsqu’elles

ne différent qu’en un facteur constant prés (de module 1). Les fonctions intérieures forment, par

rapport a la multlpllcatlon usuelle, un semi-groupe commutatif, avec ’élément unité #(4)= 1. Toute

notxon arithmétique (multiple, diviseur, etc. ) pour les fonctions intérieures seraentendue par rapport
4 cette structure de semi-groupe.
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‘en presque tous les points du cercle unité). Le déterminant d;(1) de la matrice de
©.(2), prise par rapport & deux bases orthonormales quelconques dans les espaces -
de défaut, est une fonction scalaire intérieure telle que d(T)= O (I’analogue du
théoréme de Cayley—Hamilton pour' les matrices finies). La fonction minimum
my s’obtient comme le quotient de dj par le plus grand diviseur.commun intérieur
des mineurs d’ordre N—1 de la matrice de @4 (dans le cas N=1 ona mT—dT),
cf. [A] théoréme VI. 5. 2.

‘La restriction 77 d’un operateur Te€Cy(N) a un sous-espace mvanant est
d’une classe Co(N’) avec N’ =N (cf. [A], n°IX. 3).

Notre but prmmpal dans cette- Note -est de demontrer les deux theoremes
suivants:

Théoréme 1. Pour tout opérateur T de classe Co(N) dans § il existe un sous-
espace Do invariant pour T, tel que Ia restriction Ty = T |9¢ ait un vecteur cyclzque
dans 9, et que my,=mr.

Théoréme 2. Pour un 'opérmeur TE€Cy(N) dans Pespace © les conditions
suivantes sont équivalentes: . :
(i) il existe un vecteur cyclique pour T,
(i) my=dy;*)
(iii) pour tout diviseur intérieur u de my il existe un sous- espace 9, invariant
pour T et un seul tel que mTl 5. = U, il est donné notamment par

‘ = {h: he 9, wu(T)h = 0};

(1v) il ”’y a pas de sous-espace propre L de §, mvanant pour T et tel que
My =My, :

(v) il i’y a pas de sous-espaces différents £, et- 22, invariants pour T et tels
“‘que T|Q, et T|L, soient quasi-similaires;

. (vi) tout opérateur borné X permutant & T est une foncnon de T: X= qo(T )
ot @€ Ny . %) :

Ce théoréme suggere la définition suivante:

'D@éfinition Les opérateurs CO(N) (N quelconque) vérifiant les. condmons
.equlvalentes (1)—(v1) seront appeles sans multiplicité.

4) Pour des fonctlons 1nter1eures nous utlllsons le signe degallte ‘pour indiquer qu elles
coincident.

. " .
5) Ny est la classe des fonctions ¢=— telles que u€ HT et v¢ KT, et on définit:
. . . v - .
o(T) = o(T)~'u(T);

¢f. [A], chap. IV (13, on suppose aussi que ¢ soit holomorphe dans Al<1, mais cette restriction est
superflue).
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Remarque 1. Le probléme de savoir si pour un opérateur T€ Co(N) dans
" 9 I’ensemble des vecteurs cycliques est ou bien.vide ou bien dense dans §, est
laissé ouvert. (Pour des operateurs de type general cet ensemble peut étre non-vide
et non-dense.) ®) -

La démonstration des théorémes 1 et 2 fera I’objet des numéros suivants. Tout
d’abord on établira un lemme appartenant a ’arithmétique des fonctions intérieures,
dont on fera usage dans la démonstration du théoréme 1.

Remarque 2. Si Te¢ C(,(N) et o(T)={1}, alors my=e¢, avec a=0. Ici on falt
usage dé la notation

e(d) = 'oxp [s jfi ] (3= 0);

cf. [A], chap. III. Les diviseurs intérieurs de e, étant les fonctions e, (0 =s=a),
ces diviseurs font un systéme ordonné par rapport a la divisibilité et par consequent
les sous-espaces . v

= {h: eS(T)h =0 (0s=s=a),
invariants pour T, forment un systéme ordonne par rapport a Vinclusion. Si T est
unicellulaire, il n’y a pas d’autres sous-espaces invariants pour 7T (cf. [A], proposition
II1. 7. 5), donc T vérifie la condition (iii) du théoréme 2, donc T est sans multiplicité.
Inversement, si T est sans multiplicité, il n’y a'pas en vertu de (iii) d’autres sous-
espaces invariants, donc T est unicellulaire. Ainsi, pour T€Cy(N) avec o(T)={l},
les conditions d’étre sans multiplicité et d’étre unicellulaire sont équivalentes.
(Cf. [A], théoréme IX. 3.4.) ‘ -

3. Un lemme sur P’arithmétique des fonctions intérieures

Lemme. Soient u,, ..., uy des fonctions intérieures. On peut attacher d chaque
w, des diviseurs intérieurs vy, v, de u, de sorte qu’on ait S
a) U Avy =1 (k#m), v, Vo,V-Voy=u;Vu,V--Vuy,
et : i .

by v vy =1 (k#m), viVoiV---Voy = uAugh-Auy. 7).
Démonstration. Nous envisagerons seulement Passertion a); Passertion b)
se démontre d’une maniére analogue. D’ailleurs, on fera usage dansla suite seulement
de l’assertion a). : '

¢) C’est le cas, par exemple, pour la translation unilatérale simple (x,, x,, ...} = (0, x,, x5, ...)
dans I’espace complexe /2. :

7} On indique par A et V le plus grand diviseur intérieur commun, et le plus petit multiple
intérieur commun, selon les cas.
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Posons, pour abréger, u, —ul\/uzv -Vuy.

1) Supposons d’abord que u, est un prodult de Blaschke; I’ensemble des Zéros:
de u, dans le disque unité ouvert soit désigné par A. Soit r,(a) la multiplicité du
point a€ A comme zero de u,(4), et soit r(a) sa multrpllClte comme z€ro de uk(/l) .
On a : :
0= rk(a) = ra) et r*(a) = max {rl(a), N (1)) 8

Deﬁmssons pour k=1, .-, N, _
A, = {a ac A, r*(a) = rk(a), r(a) =r; (a) pour i= 1 k— 1}

Les ensembles A sont drsjomts et Jeur réunion est égale 3 A.
Soit v, le produit de Blaschke attaché aux zéros a€ 4,, chacun de multiplicité:
‘r(a). Les proprie’tés a) découlent d’une maniére évidente de ce que 4,NA4,=0

(k =m) et que U A, =A. De plus, comme vk(A) n’a pas de zéros en dehors de A4,

et ‘que les points aEAk sont, comme zéros de v,(4) et u(4), de la méme multrplrcrte:
~ (égale a r,(a)), on conclut que v, est un diviseur de . ‘
2) Supposons ensuite que u, est une fonction intérieure de type

5 ‘ e
: . et A
u,(4) = exp [—/ mdﬂ*t]
N . T 0 . .
ou. 4, est une mesure borélienne non-négative ﬁhie_,dans [0,27), singuliére par
rapport a la mesure de Lebesgue. Les fonctions u, (diviseurs de u,) sont alors de

méme type;  la mesure attachée a u, soit y,. Comme y, est majorée par y,, on a.

' () = f R dn,  (k=1.,N; o bdrélien dans [0,27r)),

les fonctrons r(t) étant borelrennes définies p.p. par rapport a y*, et telles que:
0<rk(t)<1 de plus on a p-p. par rapport & p, ~

: max {r,(2), ..., ry(t)} = 1.

Soit’ . ' _ .

Ay = {t:1€[0,2n), r, () = Lr(t) <l pour i =1, ..., k—1}. .

Les ensembles A, ---, Ay fournissent une décomposition de [0,2r) en des parties

boréliennes disjointes (modulo des ensembles de p -mesure nulle). :
Définissons:

v.(4) = exp [—— fm du*,] (k=1,..,N).
N Ak - . :
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Les relations a) en résultent aussitdt. De plus v, est un diviseur de #,. Cela s’ensuit
- de ce que, pour w borélien quelconque,

m@NA) = [ du,= [ r®)du, = [r(0du, = plo).

wN Ak . wﬂAk' Lo

3) Le cas général résulte des cas particuliers précédents en prenant les facto-
risations = u{Vu? ol uf" est le facteur de Blaschke et uf> estle facteur de type
,singulier” de.u,. En construisant les fonctions v{! attachées aux u{!) d’apres 1),
et les fonctions v» attachées aux ul® d’apres 2), les produ1ts

v = oY -v,ﬁz) k=1,...,N)

_ fournissent un systéme de type exigé.

4, Démonsﬁ’ation du théoreme 1

Comme T* -0 (n—»oo), on a
= 2’ ."(I TT*)T*;‘h pbur tout ‘h633,'
0 o .
d’out il s’ensuit que si 1’on choisit dans le sous-espace de défaut D« (de dimension N) '
. une base quelconque f;, ---_,fN, on aura

(4.1):' | | g:_l\v/ 8 ob 2,.:_§_7 T

les sous-espaces £, étant invariants pour T Posons T;= TIQ D’apres [Al], propo- _
sition ITL. 6. 2 (qui se généralise du cas de deux sous-espaces au cas d’un nombre
quelconque de sous-espaces) on a pour les fonctions minimium correspondantes:

M= mp g Ve Vg

Posons u;=my, (i=1, ---, N) et choisissons pour chaque »; un divise ur intérieur
v; selon le lemme, et soit w;=u,/v;. Posons

=Wy =1y o €= V 1
) . n=0

On a alors évidemment . :
| £ = wi(DE; = wlT)E,

d’our il s’ensuit que )2 est 1nvar1ant pour T; De plus ona

5T < v (Tyw(THR: = u(T)8, —{0} puisque  u;=rmy,
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donc en posant T, = T[Q (= T|52) on a u(T) O et par consequent v; est '

divisible par my:

v, =My p; (avec p; intérieure).

_|Tm ox
Tl_[o 7}”]‘

Soit

1a triangul\a'tion de T, correspondant a la décomposition £,=82/¢ L. Comme

1

Q= w(T)L;, ona _
e = (h: heﬁ,, wi(T)*h = 0} = {h: he &, wi (THh = 0}.)
Cela en‘train_e Que T (=THE) a sa fonctlon minimum égale 4 w;”. Donc
mT;: w;. |

Or on sait que mr, eSt un. diviseur de m;;. mT,. (cf. [A], proposition III. 6. - 1D;
par consequent w;p; (= mTp) est un diviseur de u; (—vw =mr;p;: myy). Cela
'entrame i =1@(=1,- N), donc

y L ompp = Ui-v.
" Posons
N o : .
) = 12,ﬁ K 50 = \_/0 T”g:} TO = T]S.”o et p = mTo.
On a alo;s : :
N .
2p(Df; = p(De = p(To)g =0,
d’ou _ ' :
2 5p(N)f; =— ZpMfi € VE,
ixj ) ixj

donc
' p(T)f; €MV; ou M; = Q}H(Vﬁ{).
ixj .
M; est invariant pour T et la fonction minimum q; de T|9M; est un diviseur com-

mun de v; et de V v;; puisque v;Az;=1 pour i#j, cela entraine qJ—l d’ou
. i+j .

m; :{0} et par conséquent p(T)f; = 0. Comme

f5

<38
o

il en dérive que p(T)L;={0}, donc p(T;) =0. Ainsi, p est divisible par v;=my;

" %) On se sert de la notation #”(A)=u(h).
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" (=1, -, N) et par conséquent aussi pai‘ 0,V Ve Voy=u NV, -V uy =my.
D’autre part, p (=my,) est un diviseur de riz;. On conclut que

p=mT, mTo=mT.-

Le sous-espace 9, jouit donc des propriétés. énoncés dans le théoréme 1:
To=T|9He admet le vecteur cyclique g dans H, et les fonctions minimum de T,
et T coincident.

Remarque. Il convient d’observer que cette démonstration porte non seulement.
pour les opérateurs de classe Co(N), mais pour toute contraction T dans $ pour
laquelle il existe un nombre fini' d’éléments f; (i=1, -, N) de sorte que (1. 1)
soit vérifié, ou, en d’autres termes que dim; 9 soit ﬁme (cf (BD. -

5. Démonstration du théoréme 2: premiére partie

Dans cette premiére partie de la démonstration on établira, pour T¢€ Cy(N),
Péquivalence des conditions (i)—(iv) et cela en démontrant les implications.
0~ (i) = i) = () ~ D

(i) —(ii): ¢f. [A], proposmon IX. 3. 3 : 4 :

~-(if) - (iii): Soit £ un sous-espace invariant pour T et posons u= mﬂ,2 Il est

". manifeste que
| . : Qc5“={h:hes5,u(T)h=0}.

Posons 9)i=5 ©L et considérons la trlangulatlon de T,=T]9, correspondant
a la décomposition $,= QEBE)JR soit

o [4 %
-4 %]

" On a alors :
Cdp,=dy-dy

par [A], lemme IX 3. 1.

- Comme ¢’était montré au cours dela démonstration de la proposmon IX 3.2
de [A], la condition mT—dT entraine my;, =dy, pour toute restriction 7 de T a

un sous-espace invariant. On a donc en particulier
dTu——‘mT" . et dA'—:dTlQ:mTIQ

Or mge=u par la deﬁmtlon de u et my =u en vertu de [A], theoreme [118 6 3.
Il en resulte que '
' u = u-dg,

donc dg=1, ce qui ehtréine M={0}, 2=9,.
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(111) (1v) implication évidente.

‘(iv) ~(i). Soit $, un sous-espace invariant pour T tel que T, =T|H, admet
un vecteur cyclique g dans 9, et que my, =my; lexistence de tel §, est affirmée
par le théoréme 1. Or par (iv) I'égalité m;, =iy entraine H, =9. Donc g est cyclique
pour T dans $. ’ ' ’

6. Quelques conséquences

_Avant de completer la demonstratlon du théoréme 2, nous indiquons quelques
" conséquences de ce qui a été deja prouvé.

Proposition 1. Si un opérateur T de classe Co(N) admet un vecteur cyclique,
il en est de méme de T* ainsi que des’ restrlctmns de T a des sous-espaces muarlams
.. pour T.

Démovnstrati'on.rrPour TcCy(N) on-a aussi T*¢ Cy(N), avec
drv = dy et va*' = my.

La condition (i) du théoréme 1 se transfére donc de T a T* D’autre part, la condi-
tion (iii) pour 7 entraine évidemment la méme condition pour la restriction de T 'a
un sous-espace invariant. Ainsi, la proposition resulte de Véquivalence des condi-
tions (i), (i) et (iii).

Proposition 2. Tout opérateur T€ Cy(N) admettant un vecteur cyclique
un opérateur S€ Cy(l).

\

est quasi-similaire a

- Démonstration. Comme T et {en vertu de la proposition 1) 7* admettent
des. vecteurs cycliques, il s’ensuit par la proposition 1 de la Note [B] que T et T*
ont des transformées quasi-affines S et S, de classe: Co(1). T est alors une trans-
formée quasi-affine de Z = S¥ et par conséquent S est une transformée quasi-affine
de Z. Pu1sque z appartlent a Cy(1) ensemble avec S,, on a deux opérateurs de
classe Co(l) S et Z, dont S est une transformée quasi-affine de Z, donc, en vertu
de [A), Corollaire VI. 5.3, S et Z sont unitairement equlvalents On conclut que
T est quasi- 51m11a1re a S - :

Proposition 3 Pour que deux operateurs TECO(N,) (i=1,2), admettant

des vecteurs cycliques, soient quasi-similaires, il est nécessaire et suﬁ?sanr que leurs -

fonctions mmzmum coincident.

Démonstration. La nécessité de la condition lnTl—mf2 résulte comme
“un cas particulier de [A], proposition I1L 4.6. La suffisance de la condition se
démontre comme il suit. Par la proposition 2 ci-dessus il existe des operateurs S;
(i=1,2) de classe Cy(1) tels que S; est quasi-similaire & 7,. Comme mg, =mr, =
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=my, =ms,, il sensuit de [A], corollaire VI. 5. 3, que S, et S, sont unitairement
équivalents. Il en résulte que 7 et 7, sont quasi-similaires au méme opérateur
S, donc aussi quasi-similaires I'un a lautre. :

Proposition 4. Tout sous-espace invariant 9, vérifiant le théoréme 1 est
.maximal dans le sens que si $, est un sous-espace invariant pour T, comprenant £,
et tel que T, =T|9, aa’met un Lecreur .cyclique, on a H;=9,.

Démonstration. Comme T, = T|9, peut étre considéré comme une restriction
de T; qui, a son tour, est une restriction de 7, my, est un diviseur de my, et my
est un diviseur de my. Puisque mr =my, cela entraine my,=my . En vertu de
Péquivalence des conditions (i) et (iv) (appliquée & T;) on a donc H,=29.

7. Démonstration du théoréme 2 : cbnclusi(;n

Pour achever la démonstration du théoréme 2 il sufﬁt d’établir les 1mphcatlons '
suwantes (iii) ~ (v) > (1) ~(viy (). ‘

(iii)) ~(v): Clest évident puisque les fonctions minimum de deux contractlons
quasi-similaires, de classe C,, comc1dent, cf..[A], proposition III. 4. 6. ’

(v) > (i): Soit 9o le sous-espace invariant pour 7; vérifiant le théoréme 1,
donc tel que T()_Tlﬁ0 admet -un vecteur cycllque et que mp,=my. Il s’agit de -
montrer que H,=9H

Or, dans le cas contraire il existe un 2€H09H,, ~#0. Soit 521 le sous-espace
invariant pour 7, engendré par h, et soit 7, =T|2,; T, admet alors le vecteur
cyclique 4 et my, est un diviseur de my, donc de my,. Par conséquent il existe
un sous-espace £, de $,, invariant pour T, et tel que, en posant T = 5L, (=TI2y),
-on a my,=my,. Comme T, admet un vecteur cyclique, il en est de méme de T,
en vertu de la proposition 1 du n® précédent. Ainsi, T, et 7, admettent des vecteurs.
cycliques et my =my . Comme T'€Cy(N) entraine aussi T;€ Co(N)) (0= N, =N),
- il s’ensuit de la proposition 3 du numéro précédent que T, et T, sont quasi-similaires.
Comme, ¢videmment, £, #&,, nous  sommes aboutis ‘a2 une contradiction
- avec (v). Ainsi, H,=9. '

(i) ~(vi): En vertu de la proposition 2 du numéro précédent, 7 est quasi-
similaire. & un opérateur SeCy(l), donc il y a des quasi-affinités 4, B telles que-

71y . AS=TA, BT=SB.
Soit X un operateur borné quelconque tel que XT=TX. Grice a (7.1) on.a alors

SBXA BXAS
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donc il résulte par le théoréme de SARASON [S] (cf. aussi [C]) que BXA est une fonctlon
de S: : .
(7. 2) BXA = ux(S) ol uycH<.

'Comme AS= TA entrame Au(S)—u(T)A ‘pour u¢€ H= quelconque on dedult
“de (7.2) que
ABXA AuX(S) = uX(T)A

- d’ol, vu que le domaine de A est ‘dense,

(7.3) : - ABX =ux(T).
Dans le cas partlcuher X=1 cela donne

7.4 o AB = u(T).

‘Comme AB est une quasi-affinité, #,(T) admet un inverse & domainé dense, donc d,
appartient & la classe des fonctions K5 (cf. [A], n°IIL 3. 2). Comme de p]us Uy € H““ =
=Hy7, il résulte de (7. 3) et (7. 4) que

X=0T) ou ¢ =uyfu€Ny..

(vi) ~(@): D’aprés le theoréme 1 il existe un sous- espace 9, tel que Ty = T|556 :
admet un vecteur cychque et que Mgy =Ny I's aglt de montrer que (vi) entraine
'\)0 = \) N .

Supposons le contraire, c’est-a-dire que H' = ‘395307é{0} D’aprés la propo-
sition 2, T, est quasi-similaire-a un opérateur S€ Cy(1) dans un espace &. Donc
il existe une quasi-affinité 4, de ® dans $, telle que Tody,=4,S: En regardant
Ao comme un opérateur A4 de ® dans $, on a donc T4 =AS.

Appliquons maintenant ie théoréme 1 et la proposition 2a "opérateur 77 = T*|9’.

Il résulte qu’il existe un sous-espace $, de-$’, invariant pour 77 et tel que, en posant
To=T’|96, on ait my,=my. et que T soit quasi-similaire & un opérateur S”€ Co(1)
dans un espace ®". Donc il existe une quasi-affinité -B, de ® dans $H, telle que
ToBy=B,S’. Comme $H,C$H, on peut regarder B, aussi comme un opérateur
B de & dans 9; puisque Ty T T* on aura T*B= BS’. En prenant les adjoints
on obtient B*T=ZB* ol B* est un opérateur de § dans & et Z=S"*; Z est un
- opérateur dans ®’, de classe Co(1) et tel que my =mg =mz,, donc m, est un diviseur
de m7s, Cest-a-dire de my. Comme de plus mp=m, =myg, il résulte que m;
est un diviseur de mg. Ainsi, il existe une restriction de S & un sous-espace invariant
dont la fonction minimum est égale a m,, par éonséqhent (puisqu’il s’agit d’opérateurs
" de classe Cy(1)) cette restriction est unitairement équivalente & Z (cf. [A], remarque
a la fin du n® VL 5. 1) Donc on peut supposer que Z est la restrlctlon de S aun
‘sous-espace ®” de &, invariant pour S.
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Pour- €9, et g €® on a (B*hy, g")=(ho, Bg) (ho, Bog) 0 parce que
Byg’ €90 D L Hy: Ainsi, B*h; =0, donc B*H,={0}.
Posons X =AB*. C’est un opérateur borné dans $, permutant a 7. “En effet,

TAB*=ASB*=AZB*=AB*T.
En vertu de (Vl) on a donc X @(T) avec (p——ENT, donc U(T)X u(T).

'Cela entrame .
_ u(To) = u(T),S."o = U(T)AB*’550 = 0,
d’oil il s’ensuit-que u est un multiple de my,, donc de my. Par conséquent, on a -
:u(T) 0, d’ott X =1(T)~'u(T) = O. Or,comme 4 estinversible, 4B* = X = O entraine
‘ =0, donc B=0,. B,= 0, ce qui contredit le fait que B, est une quasn aﬂimté
-de Pespace G {0} (dans $q).

Cette contradiction démontre que $H,=9.

8. Opérateurs quasi-similaires, mais non similaires

1. Les propositions 2 et 3 du numéro 6 établissent la quasi-similitude entre-
certains opérateurs T;€ Co(N;) (i=1,2). Vu les analogies entre les opérateurs
~des classes Co(N) et les opérateurs dans les espaces de dimension finie, on peut
se demander si cette quasi-similitude est méme une similitude? On montrera
que cela n’est pas le cas. Notamment, on donnera un exemple d’un opérateur T°
de classe Co(2), q u1 est qua51 -similaire, mais non similaire, 4 un operateur de classe
Co(l).

‘Nous commenc;ons par demontrer un fait ‘d’un certain 1nte1et en soi-méme.

. Proposition 5. Soit T€Cy(N) et wsoit” Q(2) =[wy(2) (1, =1,:, N)
Ladjointe algébrique de la matrice de la fonction caractéristique ©@4(1). Pour que T

.. Soit similaire 4 un opérateur’ SECO(l) 11 est nécessaire qu’il ex:ste des fonctions
x(A)e H™ telles que :

» . N N - )
3.1 _ _ZI' k_z; Oy Xy = 1.
Démonstration. Supposons que_T_est dans l’éspéce 9, S est dans Vespace
" 9, et quil existe des opérateurs bornés X: H -9 et Y:H —~H tels que
- | SX=XT, TY=YS et Y=X-1.
Comme S est sans multiplicité (mg=dg=0y), il en .est de méme de T (donc-
mr=dy), de plus on a mg=my. On peut représenter T et S par leurs modéles
fonctionnels dans les espaces '

3.2) $ = H(EV)O O H¥EY) et & = H*Om H?,
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ce qui entraine pour X et Y les représentations o T

8.3 - X=Py o9 et Y =P¥|§
mbyennant deux fénctions analytiques bornées, '
8.4 dcH=(EN,EY) et YcH=(E', EV),
telles que : _ : ,
(8.5 OO HYEVYCOsH? = myH* et YOsH?C OpH2(EVN);
¢f [C]. Vu que XY=1 ,» (8. 3) entraine ' o
8.6) Iy =Py 0P WIS
comme de plus, par (8.2) et (8.5), ‘

P ®(I-Py)¥$H' C Py <I>@TH2(EN)CP5 mrH? = {0}
on a aussi
8.7 _ Ig, = Py, @!l’[s:),
donc, pour tout ey, tb‘l’h’—'h’EmTHz. En choisissant en particulier A’ =
=1—my(0)myr, on conclut qu’il existe une f~nction uc H? telle que

8.8) - ' Y —1 = mpu.
Pour presque tous les points' z du cercle unité
u@)| = Imr @] u@@)] = [2@Y¥ ()~ 1] = [P].1¥]-+1,

d’ou u€ H™.

En veitu de la premxere des relations (8. 5) on peut attacher a tout u™¢ H 2EN)
un v€ H? de la sorte qu’on ait ¢O ;4" =mv; puisque my est une fonction intérieure,
on a Hv||,,2=llmfvn,,g:I\(DOTuNHHzé|ld5||w||uN||,;z(EN), donc v=@u" définit un
opérateur (linéaire) borné @,: H2(EN)—H?. 1l est manifeste que &, permute

"4 la multiplication par z, d’ou il s’ensuit qu’il existe une fonction @DI(A) € H“(E" EY
de la sorte que (@,uM)(1)= ¢1();)u"’(,l) Donc on a

_ (N O (A) = me() P, (4),
d’ou :
mT(b = ¢mT = ¢@TQT = 'mT¢1QT
et par conséquent o .
8.9 x | P =0,0;.

En combinant (8. 9) avec (8 8) et en observant que mr=dr=(Q:07);4,
obtient ‘
45191*//_‘(91' uu =1
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‘Or, les fonctions (scalaires ou opératorielles) u, @, &, et ¥ étant  analytiques
et bornées dans le disque unité, il en résulte 'existence des fonctions x, € H>,
vérifiant (8. 2). '

Cela achéve la démonstration de la proposmon 5.

2. Env1sageons mamtenant les fonctions intérieures

At = g~
u(i)—exp[l l] et u(i)=Hf—im

k=1
ou g, = l—l/ki; u et v sont premiéres entre elles. La fonction matricielle
u(HV2 u(i)/@]
vAV2 —v(V2 |-

est intéricure des deux cotés, et contractive pure. Donc il existe un opérateur 7€ Cy(2)
dont la fonction -caractéristique coincide avec: ©(1). Comme I’adjointe algébrique
de ©O(/) est la matrice

o) = [

oI -u(_iwz]
—u(V2  u@)y2

dont les éléments sont premiers entre eux, on a. m(A)=dy(A), donc T est sans
multiplicité et par conséquent quasi-similaire & I’opérateur S€ Cy(1). pour lequel
mg=my. Mais T n’est pas similaire & .S puisque la relation ’

uMx(A) +o)y) =1 (x, yeH")

est impossible; en effet, u(a@)=0 pour k=1,2,- et u(@)—~0 lorsque k—~ .

9"(/1) = [
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