'Ein Divergenzsatz fiir Fourierreihen
Von KAROLY TANDORI in Szeged

Herrn Prbfesor.' Georg Alexits zum 70. Geburtstag gewidmet

" 1. Fiir ein & O=e<l, ist 9(x) =x(log log (x +€°)* eine in [0, o) streng
wachsende, nach unten konvexe Funktion, @40)=0. Mit L, bezeichnen wir
die Klasse der 27r~per10dlschen meBbaren Funktionen f mit endlichem [ f lo,=

= f d5(| f(x)[)dx f bedeutet die zu f trlgonometrlsch kon]uglerte Funktion.

V. I. PROCHORENKO [2] hat bewiesen, daB es eine Funktion f derart gibt,
daB feLg, fiir jedes &, 0=e<1, gilt, und die Fourierreihe von f fast iiberall
-divergiert. :

' Durch einfache Modxﬁzwrung eines Beispieles von KOLMOGOROFF [1] und
mit Anwendung gewisser Ideer von STEIN [3], Taikov [4) und YUNG- MING CHEN [5],
werden wir die folgende ziemlich schirfere Behauptung beweisen. :

Satz. Es gibt eine Funktion f derart, daf f, f€ Lg, fur jedes e gilt (O=¢g<1),
weiterhin die Fourierreihen von f und f iiberall divergieren.

Es seien D,(x) die n-te Dmchletsche und K, (x) die n-te Fejérsche Kernfunktion,
ferner seien Dj(x) = D,(x)—cos nx/2. Bekanntlich hat man D}(x)=sin njc/ (2 tg;)' ’

[ K x)dx ==, 0= K, (x)=2n(—oo < X <), K"(}cj;cln (|x|__47;}

(¢;, ¢,, -+ bezeichnen positive Konstanten.) Weiterhin sei
2n

_V,,(x):—;— k;;cosk,v+ 2 [l—i

k=n+1

—n ] cos kx.
+1
Durch ‘eine Abelsche Umformung eréibt sich:

2n+]
V. (3 )~— —

KZn(x) K, (X),



- _erhalten wir durch eine emfache Rechnung
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folglich gilt: . . ) .
. 2%
V@l = e (meo<x<e), fan(x)wxécs.

3. Es sei {,{} eine monoton ins Unendllche strebende Folge von positiven
Zahlen, fiir die

M SR '4n.=‘?(('°g”)”)

bei jedem ¢, 0 <e=1, besteht. Fiir n=8 setzen wir

S Jx) =+ nlogn - .
[n/2} n+[n/2) I
, {2 Kiny2y2 [x——-k]-i—(cosS 2nx+cos2:8. 2nx) 2 Vasy [x——(k n)J}
© k . ‘k=n+1" -

TR I TN

7 (n/2] bezelchnet den ganzen Teil. von n/2) Nach den oblgen g1lt
@ S Mhwisasn

®» fm(x)ldx<cs n/logn

' Die m-te Partlalsumme der Fourierreihe einer Funktlon g bezelchnen wir
v ! :
mit s,(g;, x) Es se1

o

| : . [n/21 [—k—— _1] ,, i '. _'_'f_
Oﬂ"ensichtliéh ist’ R TR
@ - S:n/z]z(fn;x) = cshy - (XEG).

W1r setzen .
n+[nf2]

g,,( ) = = > ;VBk,,[x———(k n)] C st

\ +
nlogn k=n+1

-

e R UL PRy

L] l' . 2
Es sei 1<k [n/4] eine ganze Zahl und ~(k0 )<x <7k0 Fur positive ganze.

Zahlenaundmmlt I . o I R i

5 . 2. gkotn— 1n < mn an < mn—f an < §kotny

' Heviee gt

P . .
ey, RS PR A SRR R

(6) . smn+an(g_; .x)‘,,_ smn—;n—-l(g; X) = R 7' : - [

-

Y n+nf2] mn+an o
= n 2 Z cos[[x——(k n)]=,

nlogn k=n+ko I=mn—an

S I4 e, Ty .f.

); n+[n/2] |

2 2> Cos;mn'[x ——25— (k—; n)] D,, [x — 2% k— n)] =

"~ 2nlogn i
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n«i-.[nIZ]

w_) cos mnx > px. [x—z—:—(k—n)]ji—

2n logn k= nrko

n+[n/2]
A, cos mnx

dnlogn ="t

" cos an [x 2 (k— n)]

. A,c0s mnx sin anx "*2["7’2] t')g—_"ZnU(k—n)/n -1
- 2nlogn k=niko &7 2 '

A, cos mnx "2

dnlogn 1D, 095 anx = Sl(x)+Sz(x)

Offensicﬁtlich gilt . -
Q) C 1S:0|=¢;  (—eo<x<eo).

Fir n+4ky= k<n+[n/2] ist —n<x—27t(n k)/r1<0 und so, auf Grund der
_Ungleichung |tg x| =V2|x| (x| =n/4), ergibt sich

l,,[cosmn_x-‘s.inanx[ "H"/‘fli ) x—=2n(n—Fk)n|”
2nlogn k=n+ko .g -2

® s =

il

' = cgl,|cos mnx - sin anx].
Wir beweisen, daf ‘ o o
[O) . max |[cos m nx sin anx| =cq

fir xe [% (ko.‘ 1), —ko] G, besteht, wobei das Max1mum fiir positive Zahlen
- a, m mit (5) gebildet ist. Um (9) zu beweisen, nehmen wir 27(k°_ 1)+—n—2-<x< :

2n T T ‘
—(ko—1D)+—~——= an. I
'<n(kf’ )+n;n2 an‘st

00 s =x = -4ty
n 3n
4 4
Fiir m=m,, a=1, bzw. fiir m=2m,, a=1 ist (5) offensichtlich erfiillt; weiterhin
gilt max ([cos mnx|, |cos 2mnx|)=c, iiberall. So ist max (|cos m, nx-sin anx]|,
cos 2mgnx-sin anx) Zcyy, woraus (9) im Falle (10) mit n/4<sS3n/4—'1 folgt:
Gilt aber (10) mit 1 Ss<n/4 so gibt es eine positive ganze Zahl ¢ mit nf4=2cs=

mlt'

=s=>-—1, dann gilt sm%ssm nx. Es sei mg=(2. 8%*"~1n2n)/n,

S%n —1und 2cSn Dann ist sin i =sin 2cnx ‘Es sei iun mq = (2. 8"°+" 1y +4cn)/n'

T
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Fir m=m,, a=2c, bzw. fiir m=2mg,, a=2c ist (5) offensichtlich érfﬁllt, woraus
(9 im Falle (10) mit 1=s5<n/4 folgt. Da

(@a=1,a=2c)

. |2= 4 > 2n "
snnan[T(ko—l)+2—n—x] = sman[—r—l—(ko—l)fﬂ-i-x]

bestehf; gilt also (9) iiberall in dem Intervall _
© 2. . n on
[—(ko—1)+ 2:7 0—])+71—_n—2]
Im Falle 2% (kg — 1) + =4+ 2 < <2 k=T folgt (9) au
n'l- a e-,T( o—1) e x =y Ko— 5 folg aus

sin an [2l(ko -1 + X +x] .

sin an [2i(ko— 1)+—’3~x]
Aué der Definition von f,(x) und aus (2), (6), (7), (8), (9) folgt
(1) , max Isn(fs D = crphe (xEIO, ﬂ/4])-

Wir setzen .
P, (x) = (cos 83"x +cos2-8%x4sin3- 83"x +5in 6 - 83 x) £, (x).

,,(x) 1st ein trigonometrisches Polynom:

. . 6-83"+4.82n o
(12) P,(x) = > (a,coskx+ b, sin kx).

k=83 —4.82n

. Offensichtlich gilt

| P,(x) = (sin 8¥x +sin 2+ 89— cos 3 87x — cos 6 - 83 %), ().
Fiir ein ¢ (0=¢<1) aus (1), (2), (3) und (11) folgt also

1) - MPle.=cis, WPlo,scs (1=89,..),

() max]s, (P )| = ciadyy max s, (Pl = ciady (€0, /).

4. Es sei (8=)n <--<m<-- cine Indexfolge mit ., =k3 (k=1,2,--).

- Mit ‘Rademacherschen Funktionen r,(¢)=sign sin 2"zx bilden wir die Reihen

15) » | S lél’kI_B;.k(z)B,,k [x{-%k],»
(.16) - : 2 L n ()P, [x+£k]
. ‘ : k3 k 4 »

—l

die v-ten - Partlalsummen dleser Reihen bezelchnen wir mit R(x,t), bzw. mit

R(x, 7).
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A"u\s-"(13) e’r:geben sich -

L n hE w1

k=2110 f [k3 ;k(t)P,,k[x+4k dxdt =c3 Z:k—3<oo,
ﬁ,oo 21:71 1 7 .
Z f@ [ rk(t)P,,k [x—i— k]“ drdt = = Ci3 Z 3 < %o,
k=18 § 4 1 k :

woraus, wegén @,(x)=x, erhalten wir, daB dié Reitien (15), (16) bei fast jedem

't fast iiberali zu einer Funktion £, bzw. f (x) konvergieren. Da Y (x) =& (V;):

eine nach unten konkave Funktion ist, erglbt sich durch ‘Anwendung der Jensen-
schen Unglelchung '

2n 1 2n

[ qu (IR, (x; z) R(\', t)l)dxdt f [[l &, (IR, (x,1)— R, (x, t)|)dtJ dx =
0

0o

e

—f [fn//.,: (R, 1)~ R(v,t)lz)c?t] éf [f'(R,xx,mer(x,z»ldz]'dx=

21 L 2w 7[
.0 k=v+1 k= v+lo _ . ‘
T R . 1
f@ \'+4k dx = ¢y 2 k—éé:cls—g (v=p).
k v+lg . k=v+1 v . .

Fiir p-='oo ‘ethalten wir

2 1 L -
f f ¢3(|f;(x)-Rv(x’ t)l) dxdt = .c15v1—2 ,_(v =12, )
0 0

Daraus .folgt
2n
- [ -RE D)0 ()

" bei fast’ Jedem t. Wegen ¢5(2x)-—016@£(\) ist R(x, r)éLq,,__ und so gllt f(\)ELd,R

" bei fast jedem'r. Da ¢£(x)>x ist,. gilt-auch

- Ue-Re a0 e

" “bei Fast jedem 7. Ahnliche Behauptungen kénnen wir auch fiir die Reihe (16) beweisen.

Es- gibt also eine Zahl ¢, derart, daB die Reihen (15) und (16) in der Norm
von L(0,21) gegen den Funktionen f (x) bzw. f,o(x) konvergieren; weiterhin

" gelten f,o(x) f,n(x)ELq,; wir konnen auch rk(to);é-O (k=1,2,---) annehmen.

¢

- Aus (12) folgt,"dafB3 die- Relhén (15) und (16) 1m*Falle t=1, die Fourlerrelhen von
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f,o(x) bzw von fio®) sind, und f,o(vc) die konjugierte Funktlon von f; (x) 1st
Aus (14) erhalten wir weiterhin, daB fiir die Funktion f(x) —f,o(x) auch die iibrigen
Forderungen des Satzes erfiillt sind.

5. Mit einer kleinen ModlﬁZIerung des oblgen Beweises konnen wir auch dle .
folgenden Behauptungen beweisen.

Essei 0=¢<1und {p,} eine Folge von positiven Zahlen mit y, = 0((log log n)!~*).
Dann gibt es eine Funktion f€ Ly, mit f€ Ly, .derart, dap iiberail gilt:~

hm |s fs x)|/;l r_ fS (f, x)|/ﬂn

[N

(Verscharfung eines Satzes von YUNG-MING. CHEN [5]) , A
Essei 0=e<1 und {i,} eine Folge von positiven Zahlen mit = O((log nyl- e)

Dann gibt_es eine Funktion f¢ Ly, mit f € Ly, derart, daf iiberall gllz
m]}.I_r}w {Sm(f: x)_sn(fs x)l/“]m—n] - ml}lr_{lm [Sm(fa X)— n(f, x)l/iulm—pl = o

- (Verschirfung eines Satzes von STEIN [3].) ,

Schriftenverzeichnis

{1] A.N. KocmoGororF, Une série de Fourler—Lebesgue dlvergente partout C. R. Acad. Scz Parts,
183 (1926), 1327—1328.

{2] B. 1. IIpoxopenko, O pacxomumxca psaax <I>ypbe MameM C6opnuk, 75 (117) (1968),

185—195. : .

{3] E. M. STEIN, On limits of sequences of operators Annals of Math,. 74 (1961), 140—1 70.

[4] JI. B. TaiixoB, O pacxomumoctu pspoB ®ypsee, Jookaiadee AH CCCP, 137 (1961), 782—785..

[5] YunG-MiNG CHEN, On Kolmogoroff’ divergent Fourier series, Archiv der Math., 14 (1963),
116—119.

( Eingeg&ngen am 28. Ma(' 1968)



