Erwelterung von Halbgruppen durch wiederholte
Quotientenbildung. 1

Von H. SEIBT (Potsdam, DDR)

Einleitung

Ist M eine Halbgruppe und n eine Unterhalbgruppe (zwéiseitig) reguldrer
Elemente von - M, so versteht man unter einer Rechtsquotientenhalbgruppe -
S=9,(M,n) von 9 nach n eine Oberhalbgruppe von 9N mit Einselement, in der
jedes Element a€n ein Inverses o—! besitzt und deren Elemente als Rechtsquo-
tienten ax~! mit a€N und a¢n dargestellt werden kdnnen. Letzteres driicken
wir- auch durch die Schreibweise 6 LN, )= iltn‘l aus und nennen n eine
rechtsseitige Nennermenge von 9.

Eine solche Rechtsquotientenhalbgruppe &= Q (N, n) existiert nach [1], [2}
genau dann, wenn die folgende Bedingung Q,(R, n) erfiillt ist: Zu je zwei Elementen
acM und x€n gibt es Elemeénté /¢ 0N und A€n mit al=al. Die Rechtsquotienten-

- halbgruppe ©=Q,N, n) ist dann durch 9N und n bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

Dagegen konnen verschiedene Unterhalbgruppen n; (i€7) von 9t zur glelchen
'Rechtsquotientenhalbgruppe & = Q,(N, n,) fiihren. Unter ihnen gibt es dann genau
eine maximale Halbgruppe n, die gerade aus allen in & invertierbaren Elementen
von N besteht. Nach [2] (§ 4, Satz 2) ist eine rechtsseitige Nennermenge n von Rt _'
genau dann relativ maximal in diesem Sinne, wenn aus ab ¢ n fiir beliebige regulére

~ Elemente a und b aus 9 stets a€ n und b € n folgt. Dabei erhélt man aus jeder Nenner-
menge 11; mit &=Q,(MN, n,) die zugehdrige relativ maximale Nennermenge n mit
. ©=9,09, n) durch Hmzunahme aller reguliren Elemente a und 5 aus 9 mit
aben;. :
Andererseits sprechen wir von der absolut maximalen rechtssemgen Nenner-
menge von N in folgendem Sinne: Wenn ndmlich die Halbgruppe 9 iiberhaupt
Rechtsquotientenhalbgruppen Q,(%, 1) besitzt, so liegen alle rechtsseitigen Nenner-
mengen 1 in einer maximalen Halbgruppe mt dieser Art (vgl. [2], § 4, Satz 3). Es gibt
dann also die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte maximale Rechtsquotienten-
halbgruppe  Q.(9)=Q,(9N, m), die jede Rechtsquotlentenhalbgruppe Q0% n)
von N als Unterstruktur enthilt.
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SchlieBlich ist fiir unsere nachfolgenden Untersuchungen'noch von Bedeutung,
daB sich jeweils endlich viele Elemente einer Rechtsquotientenhalbgruppe Q,(R, n)
stets mit ,,gleichem Nenner”, also in der Form a,a~!, ---, a,a~! schreiben lassen.
Natiirlich gelten alle diese Resultate in entsprechender Form auch fiir Links-
quotientenhalbgruppen (M, n), wobei wir hier wie im Folgenden mit jeder
Begriffsbildung bzw. Aussage auch immer die aus ihr durch ,,Vertauschung von
rechts und links” hervorgehende duale Begriffsbildung bzw. Aussage .als gegeben
ansehen. Wir erwihnen in diesem Zusammenhang noch, daB fiir eine -Unterhalb-
gruppe n von %, die sowohl rechtsseitige wie linksseitige Nennermenge von N ist,
die zugehorigen Quotlentenhalbgruppen Q,(N, 1) und Q,N, n) als gleich angesehen
werden konnen (vgl. [2]).

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir nun Halboruppenerwelterungen
die sich .durch Nacheinanderanwendung von Quotientenbildungen der eben
beschriebenen Art ergeben. Diese Problemstellung wurde in [3] aufgeworfen und
zunichst gezeigt, daB zwei ,gleichseitige” Erweiterungsschritte zu nichts Neuem
fithren: Ist ndmlich & =Q,M, n) eine Rechtsquotientenhalbgruppe von M nach

‘n und T=9QES, s) eine Rechtsquotientenhalbgruppe von & nach einer Unter-
halbgruppe s von €, so ist T auch schon als Rechtsquotientenhalbgruppe T =Q,(N, t)
von N nach einer geeigneten Unterhalbgruppe t von 9t zu gewinnen. Damit erhebt
sich als nidchstes die Frage, ob etwa auch die Nacheinanderanwendung einer
'RechtsQuotientener_weiterung & =Q,(9%, n) und einer Linksquotientenerweiterung
T=90Q/(S,s) stets durch einen Schritt ersetzt werden kann, also T selbst schon
Rechts- oder Linksquotientenhalbgruppe von 9 ist. Dies ist Jedoch nicht der Fall,
wie wir zunichst durch ein Beispiel in § | nachweisen. N

Im folgenden Paragraphen wenden wir uns einer allgemeinen Theorie  der
Erweiterung von Halbgruppen durch abwechselnde Bildung von Rechts- und Links-
quotientenhalbgruppen zu. Beginnend mit einer Rechtsquotientenhalbgruppe
von N sprechen wir nach k Schritten von einer k-ten r-Quotientenhalbgruppe 90, =
=QM;n,n,, ..., von RN, wobei n, (2 =-1,2,...,k) jeweils die im x-ten
Schritt verwendete Nennermenge bezeichnet (vgl. Definition 1).- Uber diese Halb-
gruppen n, konnen wir noch in gewisser Weise verfiigen, ohnedabei die einzelnen
Quotientenerweiterungsschritte abzuéindern; insbesondere zeigen wir, daB wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit stets n; &n, & --- &, annehmen diirfen. Da
jedoch die Nennermengen n, jeweils erst nach der (x — 1)-ten Quotientenerweite-
rung von N als Unterhalbgruppe von RN, _, =Q* '(RN; n,,--, n,_,) zur Verfii-
gungstehen, .gehen wir zu ihren Durchschnitten x,=n,NN mit der Halbgruppe
N iber und versuchen, mit ihrer Hilfe Aussagen iiber k-te r-Quotienten-
halbgruppen R, =QN; n,, -, n) von N zu gewinnen. Eine so entstehende
Unterhalbgruppenkette x,&Sx,S---Sx, von M nennen wir eine Q,-Kette von
N der Linge k. Wir zeigen, daB- dann N, = QXN; n,, ---, ;) auch schon durch
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diese Unterhalbgruppen.von 9 eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt ist (Satz 2),
was die Bezeichnung %, = QKM;=x,, -, x,) rechtfertigt. Dabei spielt, wie iiber-
haupt bei allen Uberlegungen, eine wichtige Rolle, daB die k-te r-Quotienten-
halbgruppe - R, = QXN; x,, -+, %) von N zugleich eine (k—1)-te /-Quotienten-
halbgruppe QF~1(M,;v,, -, 1) von N, =Q(N, x,) ist, wobei die Unterhalb-
gruppen der OrKette 1, S 19; S-S, voh M, als Rechtsquotientenhalbgruppen -
y, = Q,(x,, ¥,) gewdhlt werden konnen (Satz 1). In dem Hauptsatz (Satz 3) dieser
Arbeit geben wir dann notwendige und hinreichende (bereits in M nachpriifbare)
Bedingungen dafiir an, daB eine Kette x, &%, < --- &%, von Unterhalbgruppen
reguldrer Elemente von N eine Q,- Kette ist, also die k-te r- Quotlentenhalbgruppe
QYM; x;, ---, x,) existiert.

Eine wichtige Erginzung zu diesem Resultat stellt ein zweiter Hauptsatz
(Satz 6) dar, den wir jedoch erst in der Fortsetzung dieser Arbeit behandeln werden.
Wir werden dort nimlich zeigen, daB es fiir jede natiirliche Zahl k Halbgruppen
N gibt, zu denen eine k-te r-Quotientenhalbgruppe QKMN; x,, -+, x,) existiert,
die jedoch auf keine Weise in weniger als k Schritten durch Quotlentenerwelterung
von N gewonnen werden kann. :

Dagegen behandeln wir in dem vorliegenden Teil I, §3 noch einige Fragen
. der  Darstellung der  Elemente einer k-ten  r-Quotientenhalbgruppe
N, = QM 2, -, x). Wir zeigen (Satz 4), daB fiir jedes Element a.¢MN, eine
‘Quotientendarstellung der Form

_ . -1 -1 -1 -1
A = Xy X " Xp g AXg T X gt XXy
bzw.
_ -1 ~1 -1 -1
ak = xle "'xk_l’xk a'xk__l"'xle

moglich ist, je nachdem ob k eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. Zur Darstellung
eines Elementes von 9, braucht also jeweils nur ein Element aus jeder Nennermenge
x, verwendet zu werdén. Dariiber hinaus weisen wir nach (Satz 5), daB sogar je
endlich viele Elemente von 9, eine solch@: Darstellung mit ,,den gleichen Nennern”
gestatten, wobei also fiir jedes Element die gleichen x,€x, (x=1, -, k) auftreten.

Wir vermerken noch, daB alle unseren allgemeinen Uberlegungen auch fiir die
Erweiterung von Halbringen durch wiederholte Quotientenbildung - zutreffen.
- Gemif [2], §5 ist ndmlich jeder RechtsquOtientenhalbring Q,(I, n) eines Halb-
ringes- 9t nach einer Unterhalbgruppe n multiplikativ reguldrer Elemente von
bereits durch die Halbgruppenerweiterung Q,(%*, n) der multiplikativen Halb-
gruppe 9t* von N eindeutig festgelegt, da sich die Addition von N stets auf eine
und nur eine Weise zu einer Addition in jedér Rechtsquotientenhalbgruppe Q.(9t*, n)
fortsetzen 148t. Definieren wir nun einen k-ten r-Quotientenhalbring 9t, = Q¥MN;
1, -+, n,) eines Halbringes M nach den jeweils im x-ten Schritt als Nennermengen
auftretenden Unterhalbgruppen n, genau wie bei Halbgruppen, so 1aBt sich diese
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Aussage auf jeden Teilschritt anwenden, womit alle Ergebnisse der Paragraphen 2 und
3 ebenso fiir die Erweiterung von Halbringen durch Quotientenbildung gelten. Dabei
ermoglicht -es die in Satz 5 gezeigte Darstellungsmdglichkeit der Elemente von 9i,,
die Addition in 9, sogar direkt auf die Addition in N zuriickzufithren. Auf die

Existenz k-ter r-Quotientenhalbringe werden wir in einer spiteren Arbeit zuriick- )

- kommen.

Im Folgenden konstruieren wir eine Halbgruppe 9N, fiir die eine Linksquotienten-
halbgruppe einer Rechtsquotientenhalbgruppe von 9t existiert, ohne dal} eine
solche - Oberstruktur durch eine einmalige Quotientenerweiterung erreichbar ist.
Wir werden Wt als direktes Produkt zweier geeigneter Halbgruppen gewinnen und.
stellen deshalb der eigentlichen Konstruktion den folgenden Hilfssatz voran.
Dabei verstehen wir unter dem direkten Produkt = N, N, zweier Halbgruppen
N, , N, zunichst die Produktmenge 9N, X N, mit komponentenweiser Multiplikation;
da wir jedoch fiir beide Halbgruppen 9, die Existenz eines Einselementes voraus-
setzen, diirfen wir die Elemente von 9 in der Form n=mnn, mit n;€ N; schreiben.

‘Hilfssatz 1. Sind R, und N, Halbgruppen mit Einselement und den absolut
maximalen rechisseitigen Nennermengen n, bzw. n,, so besitzt das direkte Produkt
N=N,QN, die Halbgruppe n=n, @n, als absolut maximale rechtsseitige Nenner-
menge. : '

_Beweis. Zunichst ist n=n; ®n, jedenfalls eine Unterhalbgruppe regulirer
Elemente von 9. Zum Beweis der Bedingung 0,9, n) wihlen wir a,a, beliebig:
aus 9 und a,a, beliebig aus n. Wegen Q,(N,, n;) und Q,(N,, n,) gilt dann ah =
=o,l, und a@,4,=0a,/, mit geeigneten Elementen [, €, LEN,, A, €ny und
J,€n,, und die Elemente /,/, € N und 1,4, € n erfiillen

a 0, Ay =ajdia, Ay =a byl =oga, '_IIIZa .

womit n als rechtsseitige Nennermenge von 9t nachgewiesen ist. Es existiert also
auch die absolut maximale rechtsseitige Nennermenge m von R, deren Elemente
die Darstellung a=o,0, mit o €m;SN; (i=1,2) gestatten, wobei m; die
Gesamtheit aller Komponenten «; der. Elemente o von m bezeichnet. Dabei ist.
klar, daB3 m; Unterhalbgruppe regulirer Elemente von 9, ist, fiir die wegen m2n=
1, ®n, sofort m,;2n; folgt. Andererseits gibt es wegen Q,(N, m) zu jedem a,a, €N
und zu jedem o, o, €m Elemente /;/, €N und 4,4, €m mit aya,4, 4, =0 0,01,
also a4, =a,l, fiir i=1, 2. Das bedeutet aber gerade die Giiltigkeit-von Q,(%;, i"ni),
womit aus der absoluten Maximalitdt von n; schlieBlich auch m; En, folgt.

Wir betrachten nun eine Halbgruppe $ mit Einselement, welche von zwei
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Elementen A und B mit der Relation A2B=BA erzeugt wird, weswegen sich ihre
Elemente jedenfalls in der Form A4*BY (x, y nicht negative ganze Zahlen) angeben
lassen und Je zwei Elemente von $ nach der Regel

Axth A*2BY2 = Ax1+2y‘szY1+Yz

multlphzlert werden Man kann nun nachprufen dal3 die oben angegebene Dar-
stellung der Elemente von $ eindeutig und daBl $ eine reguldre Halbgruppe ist,
worauf wir jedoch an dieser Stelle verzichten wollen, zumal sich beides aus allge-
meineren Uberlegungen im zweiten Teil mit ergeben ‘wird. Fiir diese Halbgruppe
$ zeigen wir zunichst:
a) Die absolut maximale rechtsseitige Nennermenge von § ist n, ={4*};
b) die absolut maximale linksseitige Nennermenge von § ist § selbst.

Vorerst ist klar, daB u, eine Unterhalbgruppé regulirer Elemente von $ ist.
Sind weiterhin @ = A*B* und o = A¢ beliebige Elementevon $ bzw. n,, dann erfiillen

. die Elemente ) N
= A4x*+*@-DBrvcH und A= A°€n,
die Gleichung
al = A¥BY-AS = A**t27EBY = A%. A¥H -1V By = o,

also gilt Q,(9, n,). Dagegen -erfiillt keine n, echt umfassende Unterhalbgruppe
i, von $ die Bedingung Q,(9, 1t,). Es enthilt ndmlich n, wenigstens ein Element
&= A%B" mit y = 0. Wihlen wir dann etwa a =A*BY aus $ mit y #0 und x = ¢ mod 2,
so fiihrt jedes 1=AYB"¢cn, und jedes /=A¥BY¢H auf

al = A*+2¢ Br+n’ und  al = A8+27% Bty

was aber wegen x=¢ mod 2 und y 0, r];éO auf al=al hmauslauft .

Fiir b) genugt es schlieBlich zu zeigen, dai Q/($, 9) erfiillt ist. Mit den beliebig
vorgegebenen Elementen a=A*B® und a=A%B" aus § erfiillen gerade /= A%"*B>
und A=A4%*B" \aUS/S') d1e Gleichung

Aa = A”‘EB"-A"BV = AP+ X Bty = A2"* BY. ASBT = g,

Entsprechend besteht die von zwei Elementen C und D mit der Relation DC = CD?
erzeugte Halbgruppe & mit Einselement gerade aus den Elementen C2D¥ (z, w nicht
negative ganze Zahlen), die vermoge A"By—»CyD‘ zur Halbgruppe $ antusomorph
ist. Daraus folgt fiir &: :
a) Die absolut maximale linksseitige Nennermenge von § ist n,={D"};
b) die absolut maximale rechtsseitige Nennermenge von & ist & selbst.

Gemif Hilfssatz 1 und seiner dualen Aussage gilt dann fiir das direkte Produkt
N=90F von H und §:
A) Die absolut maximale rechtssemge Nennermenge von R ist n—nl®¢57é9l
B) die absolut maximale linksseitige Nennermenge von % ist m=H@n, =N.
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Wir betrachten nun die Rechtsquotientenhalbgruppe & = Q% n) =
=M F) 1, deren  Elemente  also  die Darstellung  a=
= A*B’C*D¥D-“C~*A~¢ gestatten, und zeigen, daB die Linksquotientenhalb- -

- gruppe T=9Q,(S,b) von S nach der von B erzeugten Unterhalbgruppe b= {B*}
existiert. Zunichst ist mit $ und § auch N=H®@ § und damit gemiB [2], S. 212
auch & reguiéir, so daB} wir nur noch Q/(&, b) nachzuweisen haben. Dabei verwenden’
wir, daB die Elemente 4—1, C~! und D~* von € ersichtlich den Beziehungen BA~! =
= A"%*B, C-'B=BC-' bzw. D-1B=BD-' geniigen, und betrachten beliebige
Elemente a=A*B*C’°D*D-“°C~*A~% aus € und «=B" aus b. Mit den Elementen

| = A?'*ByC:D¥D-2C=%4- M5cS und 4= BIeh
gilt dann
}a = B1-A*B*C:D¥D=2C~tA~¢ = A?"*BrtyCzD¥ D= C~4A™¢
Io = 4275 ByC: DwD=0C~{A=21¢. Bn = A2"x By+nCzpw D-oC—% A~¢

also gerade la=lx. In T=[(S,b)=(Q,(N, n), b) sind damit alle Elemente
von N invertierbar, was wegen A) und B) weder fiir die max1ma]e Rechtsquotienten-
'halbgruppe S=RQ,(M,n) noch fiir die maximale Lmksquotlentenhalbgruppe
Q(M, m) von N zutrifft.

52

Zur formalen Vereinfachung unserer allgemeinen Untersuchungen stellen
wir zunédchst folgenden Hilfssatz bereit:

Hilfssatz 2. Es sei M eine Halbgruppe mit- Einselement, fiir die eine Rechts-
quotientenhalbgruppe Q,(M; W) existiert, und t eine Menge bereits in R invertierbarer
Elemente von M. Dann ist auch die vori wUt erzeugte Unterhalbgruppe T rechts-
seitige Nennermenge von R, und es gilt Q(N, n) = QN n).

Beweis. Ersichtlich besitzt jedes Element der von n und t erzeugten Unter-
halbgruppe 1t von N in S=Q(N, n) ein Inverses. Mit nEn folgt aus S=Nn-1 .
erst recht S=9n"1, womit & auch Rechtsquotientenhalbgruppe von 9t nach
n ist. :

Wir gehen nun von einer beliebigen Halbgruppe 0t = 9?0 aus, die eine Rechts-
quotientenhalbgruppe N, = Q,(N,, n,) besitzt, zu der eine Linksquotientenhalb-
gruppe N, =Q,(N,, n,) existieren moge u.s.f. Allgemein definieren wir induktiv:

Definition 1. Unter einer k-ten r-Quotiéntenhalbgruppe €N, (kéf) Veiner
Halbgruppe M =MN, verstehen wir fiir ungerades k eine Rechtsquotientenhalb-
gruppe QM _,, n,), fiir gerades k eine Linksquotientenhalbgruppe Q;(Me_;, 1)
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einer (k —1)-ten r-Quotientenhalbgruppe 9M,_, nach einer Unterhalbgruppe n,
regulirer Elemente von M, _,. Wir schreiben dafiir R, = Q9; i, .-, ).

Die entsprechende duale Begriffsbildung, bei der also der erste Schritt eine
Linksquotientenerweiterung ist, bezeichnen wir als k-te I-Quotientenhalbgruppe.

Eine solche k-te r-Quotie'ntenhalbgruppe N, =Q4N; n,, -, ) ist dabei
durch 9t =9, und die Nennermengen n, (x=1, ---, k) bis auf [somorphie eindeutig
bestimmt, da ja jeder Teilschritt durch 9M,_; und n, eindeutig festgelegt ist. Wie
aus der Einleitung hervorgeht, kann man dabei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
liber die Nennermengen n, noch in gewisser Weise verfiigen, ohne die entstehenden
Quotientenstrukturen N, abzuiindern. Es empfiehlt sich jedoch nicht, diese Nenner-
mengen in jedem Teilschritt relativ maximal zu wahlen, sondern gestiitzt auf Hilfs-
satz 2 festzulegen: Fiir die Nennermengenn, , ... v einer k-ten r-Quotientenhalbgruppe
N, -wird stets angenommen, daf fiir =2, ---, k die Nennermenge n, SN, _, die von
n,_, erzeugte Untergruppe von N, _, enthilt. Mit anderen Worten, wir verabreden

(%) - M_,En, wund n;l;Sn, (x=2,...,k).

Natiirlich sind. diese Nenne_rmengen n, fir allgemeine Aussagen iiber die k-te
r-Quotientenhalbgruppe 9%, = Q¥N; n,, ---, 1) wenig geeignet, da die Halbgruppe
n,, immer erst nach dem (x — 1)-ten Schritt zur Verfiigung steht. Wir .bilden daher

die Durchschnitte
x, =1, NN x=1,..k).

Diese Unterhalbgruppen x, bestehen dann aus reguldren Elementen von R, und
aus 1, En, S Eny (gemidB () folgt ¥, Sx,E - Sx.

Im Laufe unserer Untersuchungen wird sich in der Tat herausstellen, daB
diese Kette von Unterhalbgruppen von 9t die k-te r-Quotientenhalbgruppe %, =
=QKM; n,, -, ;) ebenfalls eindeutig kennzeichnet und hinreichende und not-
wendige Kriterien fiir ihre Existenz auszusprechen gestattet. Wir definieren daher:

Definition 2. Eine Kette x; Sx,<&--- &x, von Unterhalbgruppen regulédrer
Elemente einer Halbgruppe M heiBit eine Q,-Kette von N der Linge k, wenn eine
k-te r-Quotientenhalbgruppe M, = QXN; n,, ---, ) existiert und x,=n, NN fir
x=1,2, -, k giit. :

Als nichstes zeigen wir zwei Hilfssdtze iiber solche Q,-Ketten, wobei wir dem
zweiten im Hinblick auf spidtere Betrachtungen eine etwas allgemeinere Fassung
geben.

H'i]fssatiz 3. Ist x,Sx, & Sx, eine_Q,-Kette einer Halbgruppe N, so gilt
fiir x=2,3,---, k und alle Elemente a, b von N:
Aus a-bex, und acx,_ o folgt bex,; aus a-bex, und bex, | folgt acx,.
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Beweis. Es sei a-b€x, und a€x,_,. Dann folgt abén, und a€n, _,, wobet
letzteres nach (%) a@~!€n; nach sich zieht. Damit gilt a~lab=b¢n, und wegen
beN auch bex,=n,NN. Entsprechend folgt die zweite Behauptung.

Hilfssatz 4. Es sei x, Sx, < --- Sx, eine Kette von Unterhalbgruppen regulirer
Elemente einer Halbgruppe R, fiir welche die Aussagen von Hi[fssatz 3 sowie Q, (M, x,)
erfiillt sind. Dann existieren die Rechtsquotientenhalbgruppen Q,(x,, ;) mitx =2, ---, k
und fiir jedes Element bvi'€Q (RN, x,) folgt aus bvr' € Q,(x,, x,) stets bex,.

Beweis. Zum Nachweis der esten Behaﬁptung zeigen wir, daB fiir jedes
#=2, -+, k die Bedingung Q,(x,, x,) erfiillt ist. Nun gibt es wegen Q,(%,x,) zu
Elementen x,€x, und x, €x; Elemente a€9 und y, €x; mit

X, y1=X,d. '

Aus x;a=x,y,€x, und x, €x, Sx,_, folgt. abér w.egen der Gﬁltigkeit'der Aussagen
von Hilfssatz 3, daB das Element ¢ sogar in x, 11egt Fir die zweite Behauptung
_xbetrachten wir ein Element -

boit' = x,x7'€Q, (x,,,xl) €S Q0 x).

Dann gilt zundchst x.x7'v,=b. Wegen xy'v, €Q,(x,,x;) folgt x7'v =t

mit 7,€x, und 7, €x,. Wir ethalten dann x,¢,¢7 =5, also x,t, =bt, €x,, woraus-

wegen t, €x; &%,_, nach der Aussage von Hilfssatz 3 gerade b€z, folgt.

Fiir die weiteren Ubeilegungen ist nun der folgende Zusammenhang bedeutungs-
voll, der es gestattet eine k-te Quotientenhalbgruppe auch als (k — 1)-te Quotienten-
halbgruppe aufzufassen: ’ : i

Satz 1. Es sei M=%%N;n,, -, n) eine k-te r-Quottentenhalbgruppe von

N mit der Q,-Kette '
: 03 EHEEy - E.=n0N).

Dann ist M, zugleich die (k—1)-te I-Quotzentenhalbgruppe Q" Ry g, m)

- pon ml_m(m 1y) mit der QKette
9:E0:5 S0 @ =Ry,
wobez sich die v, gerade als folgende Rechtsquotzentenhalbgruppen erwetsen
Y, = Q. (z,, ¥,) (x=2,...,k).

Beweis. Auf Grund unserer Definition haben-wir nur die letzte Behauptung
Zu zelgen Nun folgt aus MEM, zunichst x, . Weiter gilt fiir x, =n, NN =n,
‘nach (%) gerade ny 1angn (x=2,. k), woraus mit x7!S R, auf

xl_lgmlmnx=l)x

i
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geschlosseh werden kann. Damit ist Q(x,, x)=xx7 S, gezeigt. Andererseits
besteht y, als Unterhalbgruppe von M, aus Elementen der Form axy U mit ae:M
und x,€x,. Dabei liefert x, Sx,Evy, sofort” ‘

a=axi' x €n,En,
also acx, und damit 1y, & Q,(x,, x,).

Gestiitzt auf dlesen Satz erhalten wir zunédchst die bereits angekundlgte Ein-
deutlgkeltsaussage

Satz 2. Eine k-te r- Quottenrenhalbgruppe ‘Jlk—Q (‘Jl y, - -, 1) von M ist
durch M und die Q,-Kette

xlngE'“gxk (xxznximm)
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Wir schreiben daher im Folgenden auch
N, = QO 2, .., %)

Beweis. Wir zeigen diesen Satz zusammen mit seiner dualen Aussage durch
vollstindige Induktion iiber k. Fir k=1 ist wegen Q}(M;n,)=,(N, n,),
QIO ) =9, ny) und n,;==x, nichts mehr zu zeigen. Weiterhin zieht die
Richtigkeit des Satzes und seiner dualen Aussage fiir k— 1 die Richtigkeit beider
fiir k nach sich, wobei wir natiirlich nur einen der zueinander dualen Schritte aus-
fiihren. GemaB Satz 1 gilt :

N, = OF (‘Jl M, e =8 TN iny,..,n) mit N, =K, n)),

wobei die (k—l) -te I-Quotientenhalbgruppe nach Induktionsvoraussetzung durch
N, und Yy, =n, NN, ---, v, =1, NN, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.
Nach Satz 1 gilt jedoch' v, = Q,(x,, ¥,), so daB N, y,, ---, v, auch durch N und
X, -, % eindeutig festgelegt sind.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir uns nun der Frage nach der Exnstenz
von k-ten r-Quotientenhalbgruppen zuwenden. Dabei wird die nachstehend definierte
Bedingung Q%(M;x,, ---, x,) eine wesentliche Rolle spielen:

Definition 3. Wir sagen, daB die Unterhalbgruppen il Cx, & Sx einer
Halbgruppe R der Bedingung Q¥M; x,, -, ¥,) geniigen, wenn es zu jedem Element
z,=zp €%, und zu jedem Element c=c'€N Elemente ')

zi€x, und cfeN (G=2,3 .., k+1),

u J

; und v; aus x; (G=12,.., k-1

) Da im Folgenden auBer Inversen keine .Potenzen auftreten werden; konnen wir folgende .
Schreibweise verabreden: Ein unterer Index i gibt an, in welcher Unterhalbgruppe x; das betreffende
Element liegt, fehlt ein solcher, handelt es sich um ein beliebiges Element von R. Obere Indices
dienen zur Unterscheidung der Elemente.

10 A .
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gibt, so daB folgende Gleichungen fiir ungerades k
A tuyy =056 ¢y = 0,2}

(A=2,4,...,k=1)

(1) ' iy, = v;ch ¢y, = v,2¢,
zk+1 = Zkok+t

bzw. folgende Gleichungen fiir gerades k erfiillt sind:

A1 — A Li-1 _ 1
C" Uy =000 Zf U =012 .
. (A=2,4,..,k=2)
cAtly, = v,c%, 24y, = v,z
' k-1 _ k
) C U = Uy C

CiHlgk — Fh+1ck
Voo 26 =25 ey

Bei der dualen Bedingung Q%(M;x,, ---, x,) sind natiirlich die Faktoren auf beiden

Seiten aller vorkommenden Gleichungen zu vertauschen. :

Wir geben zunichst einige’ Erlduterungen zur inhaltlichen Bedeutung dieser
Bedingungen: Fiir k=1 fillt offensichtlich Q;(9; x,) mit der Bedingung Q.(%, x,)
zusammen. Die Bedingung QX(M;x,, x,) '

- Qul = Ul 6‘2 .
' wie Q1 (R, %,)
auf c¢2, 22

-
323 =2z3¢%})

v, 2% = z}u,

besagt, daB die vorgegebenen Elemente c¢!¢9t und zj€x, als linke Faktoren mit
den gleichen Kofaktoren u,, v, €x; in rechte Faktoren c¢*¢€M und z}€x, liber-
gefithrt werden konnen und daB diese Elemente ,,weitergeschoben” werden, wobei
die mittlere Gleichung der Form nach der Bedingung Q}(, x,) entspricht 2). Analog
schreiben wir die Gleichungen der Bedingung Q3(9%; %, ¥,, ¥;) untereinander,
wobei wir wieder die vorgegebenen Elemente c'¢% und z}€x; unterstreichen

‘und das ,,Weiterschieben™ der Elemente durch Pfeile kennzeichnen:
ctuy =v,c*
i
Suy = v,02
wie QF}(N;1,,%,)
auf ¢?, 22

. . V
wie Qi(‘J},xa) {324

3.4
= Z5C
auf -¢3, z3 3

t
Uzzg = Zguz
t

v,22 = z3u,

2) Dabei braucht die Bedingung Q}(N; x,) keineswegs zu gelten.
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Allgemein stellt Q%9%;x,, -, ¥,) eine solche Kette von Gleichungen dar, die von
ihren beiden Enden her zu interpretieren ist, wobei wir freilich in Definition 3 die
erste und die letzte Gleichung (letztere unter Seitenvertauschung), die zweite und
die vorletzte usw. jeweils nebeneinander ‘geschrieben haben.

Fir das weitere Arbeiten empﬁehlt es sich allerdings, die Schreibweise der
Bedingung O%(%; x,, ---, ¥,) noch weiter zu formalisieren, um zu einer einfacheren
Indizierung der Elemente der auftietenden Gleichungen zu gelangen und die explizite
Unterscheidung der Falle 21k, 2|k umgehen zu konnen. Dazu fuhren wir zusitzliche
Variable gemif

d=a',t=b" =0 3=a’=at, c4 b=

ol 21 3 U S
_xk’zk"‘yk_ykgzk-‘xk—xkazk'_yk“‘yk,---

sowie u, = yf und v, = x{ ein und erhalten fiir alle Gleichungen (1) bzw. (2) ersichtlich
die einheitliche Schreibweise .

- alu/l:v/'.b)" xlj(.ui.=ui.yl/(1 (A' = 1$2: [ARE] k);

wobei fiir A=k die triviale Gleichung xfu,=xfyk=v,pf hinzugenommen
wurde. Zusammengefafit kinnen wir also die Bedingung QX3 %y, -+, %) auch
wie folgt formulieren: Zu jedem a' €M und zu jedem x} €x, gibt es Elemente

afem,' xi€x, (j=23,...k),

BeN, yiex, (j=1,2,..,k),

u und v; aus x; (j=1,2,...,k)
derart, da,B dze Gleichungen '

_ pl Ly — —
G Cdruy=uv,b*,  xtuy=v;y} A=1,2,..,k),
Sowie - .
— vk _
4 Ue=XE, U=Yi
und
(5) a21=021+ 1’ x,%l=xl%l+ 1’ b21-—1 =b21’ ylft—l =y,%x

erfiillt sind, wobei (5) stets mit i=1, 2, ,E:z———l— bzw. i=1, 2,---,1;— fiir ungerades

bzw. gerades k zu lesen ist3).”

Satz 3 (Hauptsatz). Zu einer Halbgruppe N existiert eine k-te r-Quétienten-

halbgruppe QXN ; z,, -+, z,), 4. h. die Unterhalbgruppen x,Sx,<--- Cx, regulirer .-

Elemente von R bilden eine Q,-Kette, genau dann, wenn die folgenden} Bedingungen
erfiillt sind: i

1) Fiir alle Elemente a und b aus M und x=2,3, .-, k gilt:
Aus a-be€x, und acx,_, folgt bex,; aus a-bex, und b€3c,(_1 folgt acs,.

k+l

3) Im letzten Falle sehen wir die Gleichungen ¢ =4**' und x{= als gegenstandslos an.

10*
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2) Fiir jedes x=1,2, - k ist die Bedingung Q%(M; xl; -, %) erfiillt. -
Dariiber hinaus ist QXM; x,, -, ) durch N und x, S --- S x, bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. ‘ o

Beweis. Wir beweisen diesen-Satz wieder zusammen mit seiner dualen Aus-
sage, wobei die Eindeutigkeitsbehauptung bereits durch Satz 2 erledigt ist.

1. Fiir die Notwendigkeit der angegebenen Bedingungen haben wir Wegen
Hilfssatz 3 nur noch 2) nachzuweisen und schlieBen hier durch vollstandige Induktion
iiber k, wobei fiir k=1 nichts mehr zu zeigen ist. Fiir beliebige Halbgruppen 9t
mége nun jede Q,-Kette und jede Q,-Kette der Linge k die Forderung 2) erfiillen.
Ist nun ¥, S..-Cx,.,, eine Q,-Kette einer Halbgruppe 9 der Linge k + 1, also
Ry = QN 2,, -+, %4 eine (k+1)-te r-Quotientenhalbgruppe von R,
dann existiert auch die Halbgruppe M:,=QYR; %, --, x,) und die Bedingungen
o*(R; x,, -+, %) fiir %x=1,2,--- k sind nach Induktionsvoraussetzung erfiillt.
Damit bleibt lediglich die Bedingung Qf*}(9; xy, -+, ;4,) offen. Nun ist gemiB
Satz 1 die Halbgruppe N, ., , gerade k-te /-Quotientenhalbgruppe von RN, = QXN; x,)
nach der Q,-Kette .
' Q. (x;, xl)g"'gmr‘(xkﬂs?‘l)

von M, der Liange k. Folglich gilt nach Induktionsvdraussetiung die Bedingung
OH( Ry Qx5 %), o, Qxea 15> %) doh, zu jedem A'e®, und zu jedem
XeQ (x4, %) gibt es geeignete Elemente

AeN, X/cQ.(xriqr%1) (Gj=2,3,..,k),
Bic%h,, Y,{EQ,‘(x,,AH,xl) G=1,2,...,k), .
U; und V; aus Q,(x;,1,%() G=12 ..k,

die folgende Gleichungen erfiillen:

®) - U A=BW,, UX}=Y}V, G=1,2 ...k,
@ j Vi=Xf, Up=Yf, o
(5) A= f2i+1 chzi;chzi+1’ B2i-1= B2 Y%i—}:Y%i;

dabei geltenin (5”) die gleichen Verabredungen fiir den Index i wie in (5). Insbesondere
trifft das fiir die spezielle Wahl von A'=4' aus REN,; und von X! =x},, aus

51 S Q,(51 15 %) zu. Alle iibrigen in (3') auftretenden Elemente kdnnen wir als

_ Rechtsquotienten aus 9, =Q,(N, x;) mit gleichem Nenner v, €%,

A= citiprl, Xl =zitlor!  (j=2,3,..., k),

. L S et L
B =gttt Y] = xjiiort (G=12,..,k),

Uj=vj,01Y Vi=wiop! (]= 1,2,..,k)

J
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schreiben, wobei also ¢/*1€MN, a’*’ €N und unter Verwendung von Hilfssatz 4
sogar zfil€x ., Xiti€n .y, 0540 €854 und wJﬂExJ+1 gilt. Mit dieser Dar-
stellung erhalten wir aus (3") fiir A=1 :
» B'Vi=UA', YV ,=UX},
also .
2,,~1 — -1,1 2 -1, —_ —-1..1
)] a“vy " Wy=0p01 G 0y, Xpg Uy Wa=U001 Xpy Uy
und fiir A=2,3,..,k ' ’ 4
BAVA= U,A*, YiV,=U,X{,

also :

i -1 — —1,.4+1 i+1 . = 1,441
(M atloptw, =00t i oriwa =007 2

Die Elemente oy lw,, v7lalv,, v7lxl, v, sowie v7lw,.,, v7lc**! und o7tz{t!
von R, =Q,(M, x,) diirfen wir wieder als Rechtsquotienten mit gleichem Nenner
t, € x; schreiben. GemiB Hilfssatz 4 gibt es dann zunichst Elemente b2 e‘ﬁ U, €x%,,

J’k+1€fk+1 mit
Ul Ywy, = uytyt

vitatv, = brey! baw. alvt, = v, b?,
VI XE 10 = YieatTh bZW. X008 = 0¥,
-Setzen wir nun noch v,7; =u, €%, so erhalten wir hieraus und aus (6)
3o S alul?vlbly xl.!+1u1=171)"12+1
(32) ‘ auy=v,b%, xt, uy =0y},
mit b'=5b% und yl., =y, (5,). Mit den gleichen Gedanken erhalten wir die
Darstellungen

or Wasy = 0T or M =0t or et = pitlt A=2,.,k),
‘wobei b**1€M, u,, €.y, und pitics,,, git, so daB (7) in

(33) ) Al =000 tlu =008 “=2,...,k
tibergeht. Insgesamt haben wir dann die Aussage: Zu beliebigem aleMN und
Xi+1 €%+, gibt es Elemente

AER, xy1€50y (=23, k40),

BeR, yla€xn,  (G=12,.,k+]),

’ujAund ﬁj aué xX; (=1L2,..,k+1),
welche zurﬁichst die Gleichungen (3,), (3,) und (3,), also die Gleichungen
@ - dw=ub, xoaw=oyie (=12 .,k+]0)

von Q¥+ 1(N; x,, -+, 5,4 ,) erfilllen. Dabei gelten aber auch die weiteren Gleichung‘en
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(4) und (5) als Folgerungen von (4") bzw. (5'). Aus V, =X, also wepwrt=zkttop?

ergibt sich zunichst wy,,; =zkf! und hieraus iiber

—1_,—1 K+t _  k+1,—1 k1
Ut 1 =00 Wi =010 i1 =Yl auch u,, =311,

wihrend die zweite Gleichung von (4) u_nmittelbar aus U, = U or i =xktlort =Yk
folgt. Weiter erhiillt man aus den Gleichungen B?%*-1= B2 bzw. Y2~ !=Y2 von
(5’) sofort a* =a?+' und x¥ =x#*', wihrend die Gleichungen A%'= A2+ und

X2 =X2+! von (5) {iber c2i+! =c¥+2 und zZ2H'=z%%% auf b2+1=H2+2 und .

YE&ht=yii%? fihren. Zusammen mit (3,) haben wir damit die Gleichungen

O ar=art =T 0 b, g =i
: . - k+l

wobei der Index j in der Tat die Werte 1, 2, T fir gerades K+ 1 bzw.
(k+D—1 o . L .

1,2, .-, — fiir ungerade k +1 annimmt und fiir gerades k+1 die Ver-

abredung von FuBnote 3 zu beachten ist. Somit haben wir die Giiltigkeit der -

Bedingung Q**'(N;x,, -, 1,,,) gezeigt. Die Uberlegungen fiir den: Fall, daB
Rpwy = Q"N 5y, -, x4,) eine (k +1)-te /-Quotientenhalbgruppe von N ist,

sind zu den eben durchgefiihrten dual, womit dieser Teil des Bewzises abgeschlossen

ist.

II. Wir zeigen nun, daff die im Satz angegebenen Bedingungen 1) und 2) fiir
die Existenz der k-ten r-Quotientenhalbgruppe Q%W; x,, ---; x,) hinrcichend sind,
wobei wir wieder einen Induktionsschlul nach k unter Einbeziehung der dualen
_ Behauptung durchfithren. Dabei lduft fiir k=1 die Bedingung 2) gerade auf die
bekannte Existenzbedingung fiir Q.(M, x,) bzw. QN x;) hinaus. Wir nehmen

.-

daher. an, daB jede Kette x, £---Sx, von Unterhalbgruppen reguliarer Elemente .

einer beliebigen Halbgruppe 9, die 1) und 2) erfiillt, auch Q,-Kette der Linge .

k von MNist; entsprechend gelte die hierzu duale Aussage. Es sei nunx, E... &x,4,4
eine Kette von Unterhalbgruppen regulirer Elemente einer Halbgruppe 9t mit
1) und 2). Wegen 2) gilt zunichst Q,.(9, x,), es existiert also R, =Q/(N; x,).
Uberdies geniigen die Unterhalbgruppen x, (x=2, 3, ---, k +1) wegen 1) den Vor-
aussetzungen von Hilfssatz 4; wonach auch die Rechtsquotientenhalbgruppen
1, =Q,(x,, x;) existieren. Wir werden unter a), b) und c¢) zeigen, dafl die Unter-
halbgruppen 1y, ... Sy,, aus reguliren Elementen von M,; bestehen und die
zu 1) und 2) dualen Ausségen erfiillen. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann
1,S - Sy, eine Q-Kette der Linge k£ von RN,, so dall die k-te /-Quotienten-
- halbgruppe " QM. v,, -, Yy4;) existiert, die eine. (k + 1)-te r-Quotientenhalb-
gruppe QEFY(MN; n,, iy, oo,y ,) von N ist. Dabei gilt

=z, M=y,=5%1, NN, =y, =xx7' fir »=3..,k+1,
1 i 2 28 1
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woraus zunichst '
nNN=n NN, NR=1y,NN=xx7 1 NNDx, fir =%=2,..,k+1

folgt. Es gilt aber auch x,x;! NN <x,, da ein Element a=x,x7! des Durchschnitts
‘wegen ax, =x, nach 1) auch a€x, erfiillt. Damit ist aber x,&.--Cx,,, die zu
QIO 1y, oy ) = QY (R xy, -, %,,,) gehorige O,-Kette, also einer der
zwei zueinander dualen Induktionsschiiisse von k auf k'4-1 beendet.

a) Zum Beweis der Regularitét der Elemente von 1, ,in N, sei x,, ;X7 €951,
und ayyl, byy! seien zwei (sogleich mit dem gleichen Nenner geschriebene) Elemente
-aus M, mit '

=1 -1 —1p,-1 -1, -1
Xpe1 X @Y1 =X X1 byt', also x xy7la=xgx7'h.
Da xi'a und x7!b Elemente von N, sind, konnen wir sie in der Form
xTla=czy und x“b—a’z‘1

schreiben, woraus zunichst xk“c—kad also wegen der Regularitit von | Xer
in N auch ¢=d und damit, wie behauptet,

a=x,czit=x,dz7=b

folgt. Noch leichter ist der Nachweis fiir die Rechtsregularitat der Elemente von
Disq In Iy

b) Zum Nachweis der zu sich selbst dualen Aussage 1) seien ayl‘1 €9, und
bzy €M, Elemente mit

ay7 bz =x,x7'€y, und bzylé€y,_, (*=3,4,....,k+1).
Wir fiihren die Multiplikation in- N, aus gemilB
ac(zyt)"'=xx7' mit bt =yc, [ E€Exy, CEN. .

Nun erfiillen die Halbgruppen x, S---Cx,,, die Voraussetzungen von Hilfssatz 4, .
wonach aus ac(z 1)~ '€y, = Q,(xx, x,) zundchst ac€x, bzw. aus bzylcy,_,
auch bEx,, , folgt. Aus letzterem ergibt sich wegen ctil=y7beQx,_1, %)
auf die gleiche Weise c€x,_,, was zusammen mit gc€x, zu a€x,, d.h. ay;! €Y, =
=9Q,(x,, ¥,) fithrt. Ahnlich zeigt man, daB sich aus

ay7lbzit=x,x7'¢y, und ayyl€y,_; (x=3,4.,k+1)

der Reihe nach ac€x,_,,ac€x,, cex,, bty =yc€x,,t,€x,Ex5,_4, bex,,  also
bzyley, ergibt. ) _

¢) SchlieBlich zeigen wir, daB fir »x=2,3,.-,k+1 die Bedingungen
Q0 '(M,;v,, -+, p,) erfiillt sind. Dazu seien A2=a'x7' €N, und X2 =x!x7'€y,
die vorgegebenen Elemente. Nach Voraussetzung gilt Q¥(M;x,, ---, x,), also gibt
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es zu a' €N und x} ¢x, geeignete Elemente _
aecN, xicx, (Gj=23,...,%),
bjég}s y:{Exz (]= L2,.., 7‘5):

u; und v;aus x; (j=1,2,...,%)

mit :

?3) du,=v,0%,  xtu,=v,y} A=1,2,..,%),
(@) v, =Xz, U, =Yx,

(5) . a a21+1 xzi_x2i+l bZi—l_bZi yg -1 _'y;%i;

letztere mit den entsprechenden Verabredungen fiir den Index i. Wir grelfen aus
(3) die Glelchungen fir A=1und A=2

@u,=v,b', xlu,=v,yl

a uZ_UZb s xxuz_vzyx
heraus, wobei b! =52 und y! =2 wegen (5) gilt. Durch Rechnungen in 91 erhalten
wir hieraus

a*u,=v,v7'au,, x2u,=vyv7 xtu,,
also .
: ' Puui =v,v7'al, xZu,ui! = vyo7txl
und schlieBlich
@uy(x,u) ' =vyortatx7,  KPuy(xu) ' =vy0or ixlxy
Diese Gleichungen haben die Gestalt
B V2 U2A2 Y2V2-—-U2 x,'

wenn wir a —BZE‘JIC‘R“ u(xu) " L=V, €y,, 0,07 =U,€y,, x2= YZEx,,_l),, -
setzen und A%2=a'x7! und X +=xyx7 " beriicksichtigen. Entsprechend setzen wir
allgemeiner . _ )
: al'=B1692g921, X£=Y£€xx(i_:l)x (j= 2’ 3’“-: ;{)5
W=AIeNREN,, yi=Xicx,Cy, (=3,4,...,%),
u;=V; und v;=U; aus x;&9; (j=3’4"'_"’.")
und erhalten somit unter Beriicksichtigung auch der iibrigen Gleichungen von (3):

Zu vorgegebenen Elementen A42¢%, und- X2€y, existieren Elemente aus den
entsprechenden Unterhalbgruppen von N,, welche die Gleichungen

(3”) . U;’A;'—-—'-'.BAVIA, U;.XA YAV;_ (l = 2, 3, aeny %)

erfilllen. Wie man leicht nachpriift, iibertragen sich aus (4) und (5) unmittelbar
die (3”) erginzenden Gleichungen (4”) und (5”), womit die Unterhalbgruppen
9, S-Sy, von N, die zu 2) dualen Bedingungen Q7 '(N,;n,, -, y,) mit
x=2,3, ., k+1 erfiillen.
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§3
Wir wenden uns nun einer niheren Untersuchung der Elemente einer k-ten
r-Quotientenhalbgruppe N, = Q¥N;x,, ---, %) zu, die ja zunidchst nur in der
recht uniibersichtlichen Form '

k=2: (p7) Haxih)

k=3 (eoyr )™ Haxi HDI(rzzr D™ xor DI

mit Elementen a¢M, x; €3, X, €%5, ¥ €X;; X3€%3, 0,€Xy, Y€, 2, €Xy; - ge-
schrieben werden konnen, wobei insgesamt 2¢ Elemente von 9t auftreten.

Satz 4. Es sei 9, =Q4N; x,, -, x,) eine k-te r-Quotientenhalbgruppe einer
. Halbgruppe M nach der Q,-Kette x,Sx,S:-Sx,. Dann besitzt jedes Element
a €N, eine Quotientendarstellung der Form
a = X x3 x5 xi  caxg L eoxg x5 x, x7 L, k ungerade,
bzw. o _
a = x x5 ' x5 X cxpta-x o x3ix,xp !,k gerade,
mit geeigneten Elementen a€M, x,€x, -+, X, €%;.
Insbesondere konnen wir damit 9, selbst als Komplexprodukt

N, =x,%7 553574 - NxgLox_ x5 'x,27 ",  k ungerade,
bzw. : ) A
N =x,57 "xyom o3 1O exs Ty xT Y, kogerade,

schreiben, was jedoch weniger aussagt, da fiir jedes Element a, €%, immer der
gleiche ,,Nenner” x, bei x, und x;! verwendet werden kann. Zur besseren Uber-
sichtlichkeit geben wir auch die entsprechende Darstellung eines Elementes g
einer k-ten /-Quotientenhalbgruppe M, =Q%O;x,, -+, x) an:

a, = x7'x, x5 xe_ o xg a2 x3x3 ' x, ko ungerade,
bzw. A ; _ :
a, = xiix,x3 b xit vaxg o x, oo x3x3tx,,  k gerade., -

Beweis. Da der Satz und seine duale Aussage fiir k=1 ersichtlich richtig
sind, geniigt es wieder, die im Satz angegebene Darstellung der Elemente a, der -
k-ten r-Quotientenhalbgruppe N, = Q¥N; x,, o x) von N aus der Darstellung
herzuleiten, die nach Ihduktionsvorausse_tzung vorliegt, wenn man N, gemiB Satz 1
als (k — 1)-te -Quotientenhalbgruppe M, = Qf~'(N,;v,, ---, n) von R, = QR %)
auffaB3t. Ist k gerade, also k — 1 ungerade, so gilt dann -

G =Y Y3 Y Y A-Yily - Y5'Y,

mit geeigneten Elementen A¢N,, Y, €y, fiir x=2,3, -, k. Dabei diirfen wir
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“alle diese Elemente von 9, = Q,(N, x,) wieder mit dem gleichen Nenner x, €z,
schreiben, :
A=ax7', Y,=xxi' (x=2,3,..,k),

wobei a und zunichst auch die x, Elemente von 9 sind, jedoch nach Hilfssatz 4
sogar Xx,€x; gilt. Aus

@ = (0 x ™) gy e X7 T Oaxr )T axy Oy xr ) T e Geaxp D) T e xp
folgt damit die behauptete Darstellung

—_ -1 -1 ~1 -1 -1
ak—xlxz X3...xk_1'xk a'xk_l"‘X3 x2l1 .

Fiir ungerades k, also gerades k — 1, fiihrt
@ =Y31Y3- Y - AYFY- Y Y3Y
k — 2 3 k-1 k k-1 3 2
mit A=ax7! und Y,=x,x7! entsprechend auf
—_ -1 -1 -1 -1 -1
Ay = X[ X3 " X3 X 10Xy " *Xp_1°*X3 XpX1 .

Insbesondere folgt aus diesem Satz, daBl jede Unterhalbgruppe m der k-ten r-Quotien-
tenhalbgruppe 9, = Q¥MN; x,, -+, x,) von N, die sowohl ¥, wie auch x; 4 umfafit,
eine Darsteliung als Komplexprodukt

m= x1x51~--x;_11(mﬂﬁt)aek‘lxk_l-'--xzxfl, k ungerade,
bzw. ' ' '
m=x% e 3 N W ety ex,27", K gerade,
gestattet. Eine solche Unterhalbgruppe m von R, ist also bereits durch ihren Durch-
schnitt m NN mit der Halbgruppe N eindeutig festgelegt, was speziell etwa fiir die
_in jedem Erweiterungsschritt verwendeten Nennermengen zutrifft.
Auch die wichtige Aussage, daB sich jeweils endlich viele Elemente einer
Quotientenhalbgruppe Q,(MN, 1) bzw. Q(N, n) mit einem gleichen Nenner schreiben
lassen, iibertrdgt sich auf k-te Quotientenhalbgruppen:

Satz 5. - Endlich viele Elemente ay, by, -+ einer k-ten r-Quotientenhalbgruppe
N, = Q¥N; x,, ---, x,) lassen sich stets in der Form

- —1 —1 —1 -1 -1
G = X1 X3 " X3rer X *@X "t Xp_ gt X3 XXy )
il obxptex e x3txoxt (K ungerade)

bzw.

s1x,x7t  (k gerade)

mit Elementen a, b, -+ aus W und dem gleichen Nenner x,€x,(x=1, 2, ---, k) schreiben.
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Der Beweis erfolgt genau wie der von Satz 4, da man dort ebensogut mehrere
Elemente «, b,, --- von

N, = M2, -.x) = QT My, oo i)

betrachten kann. ' .

Wir bemerken noch, daB sich damit eine direkte Zuriickfiihrung der Addition
in einem k-ten r-Quotientenhalbring %, = QXMN;x,, ---, %) des Halbringes N
{(vgl. das Ende der Einleitung) auf die Addition in 9 ergibt. Schreibt man namlich
{etwa bei ungeradem k) die Elemente ¢, und b, von RN, in der in Satz 5 angegebenen
Form, so gilt ersichtlich

ay+by = x;x7 x50 (@4 D) xi gy x5 Loy xr
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